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et  toutes  les  formalités  prescrites  par  les  Traités  sont  remplies  dans  les 
divers  États  avec  lesquels  la  France  a  conclu  des  conventions  littéraires. 


Tout  exemplaire  du  présent  Ouvrage  qui  ne  porterait  pas,  comme 
ci-dessous,  la  griffe  de  TÉditeur,  sera  réputé  contrefait.  Les  mesures 
nécessaires  seront  prises  pour  atteindre,  conformément  à  la  loi,  les 
fabricants  et  les  débitants  de  ces  exemplaires* 
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Roe  de  Seiae  SaiDt-Germain,  10,  prit  rinstitat. 
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AVERTISSEMENT, 


La  première  édition  de  cet  ouvrage  était  un  résumé 
de  leçons  professées  à  la  Sorbonne,  dans  la  chaire 
d'Algèbre  supérieure  de  la  Faculté  dés  Sciences  de 
Paris.  La  faveur  avec  laquelle  cet  ess^i  fut  accueilli 
par  les  géomètres  m^mposait  le  devoir  d'y  apporter 
les  perfectionnements  dont  il  me  paraissait  suscep-r 
tible  et  de  combler  plusieurs  lacunes  importantes. 

Mais  quelques  années  après  cette  publication^ 
quand  il  fallut  préparer  une  deuxième  édition,  je 
ne  pus  me  décider  à  changer  le  caractère  du  livre, 
et,  sauf  un  petit  nombre  de  modifications  essentielles, 
je  conservai  la  rédaction  primitive,  renvoyant  à  des 
notes  placées  a  la  fin  de  l'ouvrage,  pour  tous  les  dé- 
veloppeïnents  nouveaux  qu'il  m'avait  paru  indispen^ 
sable  d'introduire. 

Cette  deuxième  édition  est  épuisée  depuis  long- 
temps, et,  malgré  le  succès  qu'elle  a  obtenu,  je  n'ai 
pas  cru  devoir  réimprimer  cet  ouvrage  sans  y  apporr 
ter  des  modifications  qui  en  altèrent  profondément 
le  caractère  et  qu'il  me  faut  signaler  ici. 

Des  que  je  commençai  à  m'occuper  du  travail  con- 
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sidérable  dont  je  publie  aujourd'hui  le  résultat  et 
auquel  je  n'ai  pas  consacré  moins  de  trois  années, 
Ifi  reconnus  la  coûTenance  et  même  la  nécessité  de 
donner  des  développements  beaucoup  plus  étendus 
{t  plusieurs  théories  importantes  qui  n'avaient  pas 
été  traitées  d'une  manière  complète  dans  les  éditions 
précédentes;  j'avais  à  cœur  en  même  temps  d'intro- 
duire dans  cet  ouvrage  les  résultats  de  mes  nouvelles 
recherches  sur  l'Algèbre,  notamment  de  oelles  (}ui 
se  rapportent  à  l'élimination»  à  la  théorie  des  con^ 
gruences  et  à  celle  des  substitutions.  Mais  le  cadre 
que  j'avais  adopté  pour  la  première  édition  et  que 
j'avais  conservé  dans  la  deuxième  se  prêtait  mal  à 
un  si  grand  accroissement  de  matières.  A  la  division 
en  leçons,  si  naturelle  dans  les  conditions  où.  j'avais 
publié  pour  la  première  fois  le  Goun  d'Algèbre  sapé* 
rieute^  il  devint  indispensable  de  substituer  une  di** 
^  vision  plus  rationnelle  qui  permit  d'embrasser  d'un 
coup  d'œii  toutes,  les  théories  qui  se  rapportent  li 
chacutie  des  diverses,  branches  de  l'Analyse  algé^ 
brique. 

Enfin»  après  avoir  comblé  tes  principales  lacunes 
que  l'œuvre  primitive  me  semblait  offrir,  je  pensai 
qu'il  serait  utile  de  ne  pas  reculer  autant  que  je 
l'avais  fait  d'abord  l'origine  de  l'Algèbre  supérieure 
et  d'y  introduire  un  exposé  des  propriétés  générales 
des  équiattOQs  avec  une  théorie  de  leur  résolution 
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numérique.  Je  réalisai  cette  pensée;  mais  alors  re- 
tendue des'matiëres  devint  telle»  qu'il  fallut  de  toute 
nécessité  les  distribuer  en  deux  volumes. 

Il  më  reste  à  faire  connaître  au  lecteur  la  dispo- 
sition que  j*ai  adoptée.  Cette  troisième  édition  est 
divisée  en  cinq  Sections  composées  chacune  de  plu- 
sieurs Chapitres. 

La  première  Section  renferme  la  théorie  générale 
des  équations  et  les  principes  sur  lesquels  repose  leur 
résolution  numérique;  on  trouvera  en  particulier 
dans  cette  première  Section  une  théorie  très^^éve- 
loppée  deé  fractions  continues. 

La  deuxième  Section  comprend  la  théorie  desfono- 
lions  symétriques^  celle  d^  fonctions  cUtemées  et  des 
•déterminants^  et  les  nombreuses  questions  qui  s*y 
rattachent,  avec  des  applications  importantes  à  la 
théorie  générale  des  équations. 

La  troisième  Section  a  pour  objet  Tensemble  des 
propriétés  des  nombres  entiers  qui  sont  indispensables 
dans  la  théorie  de  la  résolution  algébrique  des  équa- 
tions; on  trouvera  dans  cette  Section  une  étude  com- 
plète et  nouvelle  des  fonctions  entières  d'une  variable 
prises  relativement  à  un  module  premier. 

La  quatrième  Section  renferme  la  théorie  des  sub-- 
stitutions;  elle  comprend  tous  les  faits  principaux 
acquis  à  la  science,  dans  cette  partie  difficile  de 
l'analyse  algébrique. 
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Enfiâ  j'ai  réuni  dans  là  cinquième  Section  tout  ce 
qui  se  rapporte  directement  à  la  résolution  cdgé^ 
brique  des  équations. 

Le  titre  de  ce  livre,  qui  a  été  conservé,  indique 
suffisamment  que  je  n'ai  pas  la  prétention  d'avoir 
composé  un  Traité  complet  sur  l'Algèbre  supérieure  ; 
cependant  on  reconnaîtra,  je  l'espère,  que  j'ai  con* 
stitué  un  corps  de  doctrine  étendu  qui  ne  sera  pas 
sans  quelque  utilité  pour  les  géomètres  qui  s'occu- 
pent de  cette  branche  importante  de  l'Analyse  mathé- 
matique. 

Il  serait  superflu  de  dire  que  j'ai  surveillé  avec  le 
plus  grand  soin  l'impression  de  cette  nouvelle  édi- 
tion, si  je  ne  devais  ajouter  que  j'ai  été  assez  heureux 
pour  obtenir,  dans  cette  occasion,  le  précieux  con- 
cours d'un  des  membres  les  plus  distingués  de  l'Uni- 
versité, M.  Lemonnier,  professeur  de  Mathématiques 
spéciales  au  lycée  Napoléon. 
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D'ALGÈBRE  SUPÉRIEURE 


L'Algèbre  est,  à  proprement  parler,  Vjinalyse  des 
équations;  les  diverses  théories  partielles  qu'elle  com- 
prend se  rattachent  toutes,  plus  ou  moins,  à  cet  objet 
principal.  A  ce  point  de  vue,  l'Algèbre  peut  se  diviser  en 
trois  parties  bien  distinctes  : 

i**  La  théorie  générale  des  équations,  c'est-à-dire 
l'ensemble  des  propriétés  qui  sont  communes  à  toutes  les 
équations  ; 

a**  La  résolution  des  équations  numériques  y  c'est- 
à-dire  la  détermination  des  valeurs  exactes  ou  appro- 
chées des  racines  d'une  équation  dont  les  coefficients 
sont  donnés  en  nombres  \ 

3**  La  résolution  algébrique  des  équations ^  c'est- 
à-dire  la  détermination  d'une  expression  composée  avec 
les  coefficients  d'une  équation  donnée,  et  qui,  substituée 
à  l'inconnue,  satisfasse  identiquement  à  cette  équation, 
soit  que  les  coefficients  de  l'équation  proposée  soient 
numériquement  donnés  y  soit  qu'étant  simplement  con- 
sidérés comme  connus,  ils  restent  indéterminés  €t  repré- 
sentés par  des  lettres. 

Sans  prétendre  faire  ici  l'histoire  complète  de  l'Al- 
gèbre, je  crois  devoir,  dès  à  présent,  donner  un  aperçu 
des  principaux  résultats  acquis  à  cette  partie  de  la  science 
que  nous  allons  étudier. 

I.  I 
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Il  serai l  diiBcile  de  dire  à  qui  nous  devons  la  résolution 
des  équations  du  second  degré  :  elle  se  trouve  dans  le 
livre  de  Diophante,  et,  comme  le  fait  remarquer  Lagrange 
dans  son  Traité  de  la  Résolution  des  équations  numé" 
rigues,  elle  ressort  naturellement  de  quelques  proposi- 
tions d'Euclide.  Luc  Paciolo,  qui  publia  en  i494î  à  Ve- 
nise, le  premier  livre  d'Algèbre  paru  en  Europe,  ne  fait 
aucune  mention  de  Diopbante,  et  laisse  supposer  que  les 
algébristes  italiens  avaient  appris  des  Arabes  ce  qu'ils 
savaient  d'Algèbre,  c'est-à-dire  la  résolution  des  équations 
du  premier  et  du  deuxième  degré. 

La  résolution  des  équations  du  troisième  degré  est  due 
à  deux  géomètres  italiens  du  xvi*  siècle,  Scîpion  Ferrei 
et  Tartaglia  -,  mais  on  ignore  par  quel  chemin  ils  y  ont 
été  conduits,  et  la  formule  qui  représente  les  trois  racines 
de  l'équation  du  troisième  degré  est  communément  appe- 
lée formule  de  Cardan. 

C'est  aussi  à  un  géomètre  italien,  Louis  Ferrari,  dis- 
ciple de  Cardan,  que  l'on  doit  la  résolution  de  l'équation 
du  quatrième  degré.  Depuis,  plusieurs  méthodes  que 
nous  indiquerons  successivement  ont  été  proposées  pour 
la  résolution  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré  ^  mais  Lagrange  a  montré,  dans  un  célèbre  Mé- 
moire inséré  parmi  ceux  de  l'Académie  de  Berlin  pour 
1770  et  1771 9  que  ces  méthodes,  diûérentes  en  appa- 
rence, reviennent  toutes,  au  fond,  à  faire  dépendre  la 
résolution  de  l'équation  proposée,  de  celle  d'une  seconde 
équation  qu'il  appelle  résolvante,  et  dont  la  racine  est 
composée  linéairement  avec  celles  de  la  proposée  et  les 
puissances  d'uue  racine  de  l'unité  du  même  degré.  En 
cherchant  à  généraliser  cette  méthode,  à  l'étendre  à 
toutes  les  équations,  ce  grand  géomètre  a  montré  qu'au 
delà  du  quatiième  degré  l'équation  résolvante  était  d'un 
degré  supérieur  à  celui  de  la  proposée,  et  ne  paraissait 
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pas,  en  général,  susceptible  d'abaissement.  Il  a  enfin 
expliqué  clairement,  par  cette  analyse,  à  quelle  circon- 
stance est  due  la  résolubilité  des  équations  des  quatre 
pi*emiers  degrés,  circonstance  qui  ne  se  présente  plus  au 
delà  du  quatrième  degré. 

Toutefois,  la  méthode  de  Lagrange  peut  être  employée 
utilement  dans  la  résolution  des  équations  binômes,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  des  équations  dont  dépend  la 
division  de  la  circSnférence  du  cercle  en  parties  égales, 
La  résolution  de  ces  éq[uations  avait  été  effectuée  anté- 
rieurement et  pour  la  première  fois  par  Gauss,  à  l'aide 
d'une  méthode  ingénieuse  fondée  sur  les  relations  qui 
existent  entre  les  diverses  racines  de  l'équation  binôme, 
et  sur  la  considération  des  racines  primitives  des  nombres 
premiers. 

Abel,  généralisant  les  résultats  obtenus  par  Gauss,  a 
montré  ensuite  que  si  deux  racines  d'une  équation  irré" 
ductible  sont  tellement  liées  entre  elles,  que  Tune  puisse 
s'exprimer  rationnellement  par  l'autre,  l'équation  est 
soluble  par  radicaux,  si  soin  degré  est  un  nombre  premier, 
et  que,  dans  le  cas  contraire,  sa  résolution  dépend  de  celle 
d'équations  de  degrés  moindres  que  le  sien.  C'est  là  un 
des  plus  beaux  résultats  dont  l'Algèbre  se  soit  enrichie  de 
nos  jours.  Abel  a  fait,  dans  son  Mémoire,  l'application 
de  sa  méthode  aux.équations  binômes,  et  a  apporté  quel- 
ques simplifications  à  l'analyse  de  Gauss» 

Voilà  donc  une  classe  assez  étendue  d'équations  dont 
les  racines  peuvent  être  exprimées  par  des  radicaux  \  mais 
ces  équations,  étudiées  paV  Abel,  sont-elles  les  seules  qui 
possèdent  cette  propriété?  Dans  quel  cas,  en  un  mot,  une 
équation  peut-elle  être  résolue  algébriquement?  Cette 
question  difficile  a  été  résolue  complètement,  au  moins 
pour  les  équations  irréductibles  de  degré  premier,  par 
Évariste  Galois,  ancien  élève  de  TÉcole  Normale,  et  l'un 

I . 
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des  géomètres  les  plus  profonds  que  la  France  ait  produits. 
Dans  un  Mémoire  présenté  à  1^ Académie  des  Sciences 
en  1 83 1  y  et  publié  en  1846  par  les  soins  de  M.  Liouville, 
Galois  a,  en  effet,  démontré  ce  beau  théorème  :  Pour 
(ju  une  équation  irréductible  de  degré  premier  soit  soluble 
par  radicaux  y  il  faut  et  il  suffit  qucy  deux  quelconques 
des  racines  étant  données^  les  autres  s'en  déduisent  ra^ 
tionnellement.  Ce  résultat  important  a  été  le  point  de 
départ  des  recherches  auxquelles  se  softt  livrés  depuis  sur 
cette  matière  MM.  Hermite,  Kronecker,  Betti,  et  plusieurs 
autres  géomètres  éminents. 

Enfin,  quant  aux  équations  dont  les  racines  sont  des 
quantités  quelconques  n'ayant  entre  elles  aucune  dépen- 
dance, c'est-à-dire  dont  les  coefficients  restent  indéter* 
minés,  leur  résolution  générale  est  impossible  au  delà  du 
quatrième  degré.  Cette  proposition  importante,  énoncée 
par  Ruffini,  a  été  mise  hors  de  doute  par  les  travaux  plus 
récents  d'Âbel. 

Tels  sont  les  travaux  les  plus  importants  qui  aient  été 
entrepris  sur  la  résolution  algébrique  des  équations,  et 
dont  j'ai  cru  devoir  faire  ici  l'indication  succincte. 

Quoique  j'aie  surtout  en  vue,  dans  cet  ouvrage,  les  théo- 
ries qui  se  rapportent  à  la  résolution  algébrique  des  équa- 
tions, je  ïi^en  crois  pas  moins  utile  de  reproduire  ici  les 
principes  qui  sont  le  fondement  de  la  théorie  générale 
des  équations  et  sur  lesquels  reposent  les  méthodes  em- 
ployées pour  leur  résolution  numérique. 
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LES  PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  ET  LA  RÉSOLUTION 
NUMÉRIQUE  DES  ÉQUATIONS. 


SECTION    ï.  —    CHAPITRE    I. 


SECTION  PREMIÈRE, 

LES  PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  ET  LA  RÉSOLUTION 
NUMÉRIQUE  DES  ÉQUATIONS. 

CHAPITRE  PREMIER. 

THÉORIE  DES  FRACTIONS  CONTINUES. 


Définition  des  fractions  continues. 

1 .  Désignons  par  x  une  quantité  positive,  rationnelle 
ou  irrationnelle,  et  posons 

Il  I 

a,  Uiy  as,...  étant  les  plus  grands  entiers  qui  soient 
contenus  dans  a:,  oTi,  arj,. . .  respectivement.  Le  premier 
de  ces  nombres  a  peut  être  nul,  mais  chacun  des  sui- 
vants est  au  moins  égal  ai. 

Si  la  quantité  x  est  rationnelle,  l'un  des  nombres  de  la 
suite  Xy  Xu  x^y.  • .  sera  entier,  et  il  terminera  la  suite, 
car  le  nombre  suivant  serait  Tinfini,  d'après  la  loi  de  for- 
mation. Pour  justifier  cette  assertion,  supposons  que  Ton 

ait 

A 

A, 

A  et  Al  étant  des  entiers  premiers  entre  eux.  Soient  A^, 
As, . . . ,  A„,  I  les  restes  successifs  auxquels  conduit  la  re- 
cherche du  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  A 
et  Al,  et  a,  ai,. . .,  a„.i  les  quotients  fournis  par  cette 
opération;  on  aura 

Azz:  Aitf -+- Aj,     Ai^rAjûTi -4- Aa, . .  . ,      A,^_i  =:  A„ ^«_i -f- 1 , 
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d'où,  par  la  définition  des  nombres  Xi^  x^, . . . , 

x=a-+'--'%     X,  =  a, -f-  7-?'*'9    Xfl^i  =  a,^_i  +  •— 1    x„=:A„. 

A|  Aj  An 

Mais  si  la  quaniitë  x  est  irrationnelle,  aucun  terme  de 
la  suite  x,  Xi,  x^, . . ,  ne  sera  entier  ni  même  rationnel, 
et  Ton  pourra  en  conséquence  prolonger  cett9  suite  indé- 
finiment. En  eflFet,  si  quelqu'un  des  nombres  x^  x^^  Xj , .  • . 
est  rationnel^  il  est  évident  que  tous  ceuic  qui  le  précèdent 
le  sont  aussi. 

Si  l'on  élimine  les  quantités  Xi^  x^y . . , ,  Xn^x  entre 
les  n  premières  des  égalités  (i).  la  valeur  de  x  prendra 
la  forme 


âr, 


I 


lorsque  x  est  un  nombre  rationnel,  il  existe,  comme  on 
vient  de  le  voir,  une  valeur  de  n  pour  laquelle  x„  est  oo  ; 

on  peut  alors  supprimer  la  fraction  —  dans  l'expression 

précédente.  Il  n'en  est  plus  ainsi  lorsque  a:  est  une  quantité 
irrationnelle,  mais  il  sera  démontré  qu'après  la  suppres- 
sion de  la  fraction  —  j  le  second  membre  delà  formule  (a) 

converge  vers  la  valeur  de  x  quand  on  fait  croître  le 
nombre  n  indéfiniment. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  étudier  les  expressions 
de  la  forme 

(3)  a^  '- ~ 


ftx 


Cln 


«3 


OÙ  a,  a^,  A]^.  . .  désignent  des  entiers  positifs  dont  le 
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nombre  est  limité  ou  illimité,  et  parmi  lesquels  le  pre- 
mier seulement  peut  être  zéro.  On  donne  à  ces  expres- 
sions le  nom  Ae  fractions  continues. 

Lorsqu'on  réduit  ainsi  une  quantité  x  en  fraction  con- 
tinue, on  donne  le  nom  de  quotients  complets  aux  quan- 
tités X,  Xi^  x%y  • .  dont  les  valeurs  sont  fournies  par  les 
formules  (i)  ;  les  entiers  a^  a^^^  a^y . , ,  contenus  respecti- 
vement dans  les  quotients  complets  sont  dits  quotients 
incomplets.  Enfin  on  nomme ymc//o/i^  com^ergentes  ou 
réduites  les  valeurs  que  Ton  obtient  quand  on  arrête  la 
fraction  continue  à  un  quotient  incomplet  quelconque. 
Ainsi,  dans  la  fraction  continue  (3),  a  est  la  première 

réduite,    a -| est  la  deuxième,    a  H est   la 


<f.  H 


troisième,  et  ainsi  de  suite.  t>f.^f^t^i^>^^^  Uj. 

On  considère,  dans  certaines  questions  d'analyse  ma- 
thématique, des  fractions  continues  plus  générales  que 
celles  dont  il  vient  d'être  question  et  qui  ont  la  forme 


a, 


«a 
«1 


a 


a,  Aj,  a^y . , .  y  ai,  fft , . . .  y  étant  des  quantités  quelcon- 
ques. Mais  ces  expressions  nouvelles  ne  sont  d'aucune 
utilité  pour  l'objet  que  nous  avons  en  vu«,  et  il  n'en  sera 
point  question  dans  ce  qui  va  suivre. 

De  la  formation  des  réduites. 
2.  La  première  des  formules  (i)  donne 

,,.  fla:, -4-1. 

(4)  ^=-ir-' 
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et  si  1  on  remplace  Xi  par  la  valeur  -î— ^ •  tirée   de   la 

deuxième  formule,  il  vient 

(5)  ^_{aa,^\)x,'ha^ 

on  peut  de  même  remplacer  le  quotient  complet  x^  par  sa 
valeur  tirée  de  la  troisième  formule  (i),  et  ainsi  de  suite. 
En  général,  la  valeur  de  jr,  exprimée  par  le  moyen  du 
quotient  complet  x„_i ,  aura  la  forme 

(O)  Jîzz:— , 

Qa— ï  ^m^\  -i~  Q»— 2 

P/x-15  Qn-1  ?  P#»-8î  Qn-i  étant  des  nombres  entiers.  En 
effet,  on  vient  de  voir  qu'il  en  est  ainsi  lorsque  n  —  i.  est 
égal  ai  ou  à  2  ;  et  en  conséquence,  pour  justifier  notre 
assertion,  il  suffit  de  constater  que  si  elle  s'applique  au 
quotient  x^^^ ,  elle  subsiste  aussi  pour  le  quotient  j:„.  Or, 
en  remplaçant,  dans  la  formule  (6),  x„_i  par  sa  valeur 

^/»-i  H OU 9  il  vient 


J'n  vCn 


X 


_  (Pn_,  fl^i  -f-  Pn.,,)  Xn-^  ?„_.  ^ 

""  (Q„_,  û^,  H-  Q„_2)  J?«-H  Q,^_i  ' 


notre  proposition  est  donc  établie.  On  voit  en  outre  que, 
si  l'on  pose 

(7)  P„  =:  P;^,  «;^. -+-  P«__, ,       Q„=:Q«-l«*-i-4-Qn-2, 

l'expression  précédente  de  x  prendra  la  forme 


et  celle-ci  se  déduit  de  l'expression  (6)  par  le  changement 
de  «  en  /z  -f- 1 . 

Pour  avoir  la  réduite  de  rang  «,  il  est  évident  qu'il 
suffit  de  remplacer,  dans  la  formule  (6),  le  quotient  com- 
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plet  Xn^i  par  le  quotient  incomplet  correspondant  a„_i  ; 
on  voit  alors,  par  les  formules  (  7) ,  que  cette  réduite  a  pour 

valeur  -^«  Au  reste,  il  faut  remarquer  qu'on  peut  lob- 

tenir  aussi  en  remplaçant  x^  par  00  dans  la  formule  (8). 
Les  formules  (7)  peuvent  donc  être  employées  pour  cal- 
culer le  numérateur  et  le  dénominateur  des  réduites  suc- 
cessives, et  on  peut  énoncer  à  ce  sujet  la  proposition  sui- 
vante : 

Le  numérateur  de  la  réduite  de  rang  n  est  égal  au 
produit  du  numérateur  de  la  réduite  de  rang  n  —  i  par 
le  n""**  quotient  incomplet^  augmenté  du  numérateur 
de  la  réduite  de  rang  n  — 2.  Et  de  même  le  dénomina- 
teur de  la  71**"**  réduite  est  égal  au  produit  du  dénomina- 
teur de  la  réduite  de  rang  n  —  i  par  le  n'^"^  quotient 
incomplet,  augmenté  du  dénominateur  de  la  réduite  de 
rang  n  —  2. 

L^ application  de  cette  règle  exige  que  les  deux  pre- 
mières réduites  aient  été  formées;  on  a,  par  les  for- 
mules (4)  et  (5), 

Pa=:ûra,-4- I,     Qj  — a,; 

mais  si  Ton  pose 

les  formules  (7)  seront  vérifiées  pour  n  =  2  ;  d'où  il  ré- 

p 
suite  que  Ton  fera  rentrer  la  deuxième  réduite  -^  dans 

la  règle  générale,  en  introduisant  la  réduite  fictive -^^  =  - 

que  l'on  peut  regarder  comme  occupant  le  premier  rang 
dans  la  suite  des  réduites  ;  c'est  ainsi  que  nous  procéderons 

désormais,  et,  en  conséquence,  ~  représenlera  la  réduite 

de  rang  n  -h  i.  Au  moyen  de  cette  convention,  on  peut 
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disposer  comme  il  suit  le  calcul  nécessaire  pour  la  forma* 
tion  des  réduites: 


I 
o 


as 

«a 

^i 

«4 

a 
I 

flfl, -h  I 

■  •  • 

•  •  • 

a\ 

Les  quotients  incomplets  a,  ai,  at,  a, , . . .  sont  écrits  sur 
une  première  ligne  horizontale.  Au-dessous  des  deux 
premiers  quotients  a  et  a^,  on  place  les  deux  premières 

réduites  -?  -:  on  forme  ensuite  chacune  des  réduites  sui- 
o     1 

vantes,  en  opérant  conformément  à  la  règle,  et  on  écrit 

le  résultat  au-dessous  du  quotient  qui  lui  correspond. 


^ 


Propriétés  des  réduites. 

3.  Théorème  I.  —  Les  réduites  étant  supposées  for- 
mées diaprés  la  règle  précédente^  et  -~  désignant  gé- 

néralement  la  réduite  de  rang  n  -h  i,  on  a 

« 

En  effet,  soit  a„_i  le  /i'*"*'  quotient  incomplet,  on  aura 

P»  ^^^=  Pu— l  ^B— i  ~l"  Pn— 2  }        Q«  ^^^  Qn— t  Û^B^I  ~l"  Qj»— 2  9 


si  Ion  ajoute  ces  égalités  après  avoir  multiplié  la  première 
par  Q„_i  et  la  Seconde  par  — P„_i ,  il  viendra 

(P«  Q«-i  —  Q«  P«-.)  =  —  (P,^i  Qr^.—  Q»-i  P»-2), 

ce  qui  montre  que  la  quantité 

a  la  même  valeur,  quel  que  soit  n  ;  mais  cette  quantité 
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est  égale  à  i  quand  «  =  i ,  car  Qo  =  o  et  Qt  =r  ?<>  =  i  ; 
donc  elle  est  égale  à  i,  quel  que  soit  n. 

Corollaire  I.  —  Les  nombres  P„  et  Q„  sont  premiers 
entre  eux,  et  en  conséquence  la  fraction  ~  est  irréduc^ 

Qn 

tible» 

L'égalité  qu'on  vient  d'établir  prouve  effectivement 
que  les  nombres  P„  et  Q„  ne  peuvent  avoir  aucun  divi- 
seur commun  autre  que  l'unité.  C'est  en  raison  de  cette 
propriété  que  l'on  a  donné  le  nom  de  réduites  aux  frac- 

lions—» 

Corollaire  II.  —  La  différence  entre  deux  réduites 
consécutives  est  égale  à  une  fraction  quia  pour  numé- 
rateur V unité ^  et  pour  dénominateur  le  produit  des 
dénominateurs  des  deux  réduites. 

En  effet,  si  l'on  divise  par  le  produit  Q„Q„_i  l'égalité 
qui  fait  l'objet  du  précédent  théorème,  il  vient 


Q«      Q«^i      Qn  Q«-. 

4.  Théorème  IL  —  Si  ('on  réduit  une  quantité  quel^ 
conque  x  en  fraction  continue  et  que  Von  forme  les  ré- 
duites successii^es,  la  valeur  de  x  sera  toujours  comprise 
entre  deux  réduites  consécutis^es  et  chaque  réduite  ap- 
prochera plus  de  X  que  la  réduite  précédente, 

p 
En  effet,  ~  étant  la  réduite  de  rang  n  -h  i ,  et  Xn  le  quo- 

tient  complet  correspondant,  on  a 

P«  ^H  ~i~  Pn—  I 
xz=:  ^ • 

Q»  Xn  +  Q/i-l 
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Si  Ton  résout  celte  équation  par  rapport  à  j:„,  on  trouve 

jr_  =:: »       (1  ou  ■    Xn  = ^^-^  • 

P,-Q.ar  "    Q,_,    "         P. 

X 

P 

Cette  formule  montre  :  i°  que  les  diiTérences  x —  rr^ 

et  r-^  —  jc  sont  de  même  signe,  d'où  il  résulte  que  x  est 

P  P 

comprise  entre  —^  et  -~  •,  2**  que  la  valeur  absolue  de  la 

seconde  différence  est  moindre  que  la  valeur  absolue  de 

la  première,  car  les  quantités  ^--  et  x^^  dont  le  produit 

forme  le  premier  membre  de  la  formule  précédente,  sont 
Tune  et  Tautre  supérieures  à  Tunité. 

5.  Théorème  III.  —  Si  Von  réduit  une  quantité  quel^ 
conque  x  en  fraction  continue^  la  différence  entre  une 
réduite  quelconque  et  la  valeur  de  x  sera  moindre  qiiune 
fraction  ayant  pour  numérateur  V unité  et  pour  dénomi-- 
nateur  le  produit  des  dénominateurs  de  la  réduite  consi^ 
dérée  et  de  la  réduite  sui^ante^ 

En  effet,  d'après  le  théorème  U,  x  est  comprise  entre 

P  P 

les  deux  réduites  — ^  et  ~  ;  par  conséquent,  la  différence 

P  —  .  P 

entre  x  et  rr^  est  moindre  que  la  différence  entre  r^ 

et  7~^î  mais,  d'après  le  théorème  I  (corollaire  II),  cette 

dernière  différence  est  égale  à  ^ — ^5  si  donc  on  désigne 

par  6  une  quantité  comprise  entre  o  et  Tunité,  on  pourra 

écrire 

P«_i       .  9 

X  —  — —  =  ( —  I  )" 


Q«-l  '  '    Qn^lQn 
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Comme  Q„  est  supérieur  à  Q„_t,on  a  aussi 

^-^  =  (-«)"ô?-      ou      Q^,jr-P_.=(-i)''-L, 

6  désignant  encore  une  quantité  comprise  entre  o  et  i, 
mais  qui  n'a  pas  ici  la  même  valeur  que  dins  la  précé- 
dente égalité. 

Cette  dernière  formule  exprime  que  si  Ton  prend  une 
réduite  quelconque  pour  valeur  approchée  de  la  quan- 
tité a:,  Vérreur  commise  sera  moindre  que  Vanité  dit^isée 
par  le  carré  du  dénominateur  de  la  réduite. 

Remarque.  —  On  peut  encore  démontrer  le  précédent 
théorème  en  partant  de  la  valeur  de  x  exprimée  en  fonc- 
tion du  quotient  complet  x„.  On  retrouve  par  ce  moyen 
la  limite  supérieure  que  nous  venons  d'assigner  à  la  dif- 
férence ( —  i)"  I  a:  —  TT^)  *  ^'  ^^  obtient  en  même  temps 

une  limite  inférieure  de  la  même  différence.  Cette  der- 
nière limite  a  moins  d'importance  que  l'autre,  mais  elle 
mérite  cependant  d'être  mentionnée.  On  a 


B—i 


Q«_i  ~  Q„jr„ -4-  Q«^i        Q„^.  Q„^i  (Q„  ^/,  -4-  Q;^-. )    ' 

ou,  d'après  le  théorème  I, 


^"-^      Q;^-.IQ«H--Q 


n — I 


Or  x„  est  compris  entre  i  et  oo  5  donc  la  différence 


X—  -^-^  est  comprise  entre 


Qi.-. 


(-')«     ,,  HO' 


Q-.Q,  Q«-.(Q«  +  Q»-.) 
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Corollaire.  —  Si  la  quantité  x  est  irrationnelle^  on 
pourra  toujours  former  une  réduite  gui  différera  de  x 
d'une  quantité  plus  petite  qu'une  quantité  donnée  e. 

En  effet,  pour  être  assuré  que  la  différence  entre  x  et 
la  réduite  —^  est  inférieure  à  e,  il  suflBt  que  l'on  ait 

^<e.    d'où     Q»_.>^, 

et  puisque  les  nombres  entiers  Qi,  Qs,  Qav*-  croissent 
sans  limite,  on  voit  que  l'inégalité  précédente  sera  véri- 
fiée si  Ton  prend  une  valeur  de  n  suffisamment  grande. 

6.  La  première  réduite  -~  étant  -  ouoo  ,  et  la  deuxième 

P 

-^  étant  égale  à  âr,  on  voit  qu'on  peut  énoncer  la  propo- 

Q» 

sition  suivante  qui  résume  les  résultats  principaux  que 

nous  avons  obtenus  : 

• 

Lorsqu'on  réduit  une  quantité  quelconque  x  enfrac^ 
tion  continue,  les  réduites  de  rang  pair,  toutes  infé- 
Heures  à  x^  forment  une  suite  croissante,  tandis  que  les 
réduites  de  rang  impair^  foutes  supérieures  à  x,  forment 
une  suite  décroissante.  Ces  deux  suites  se  terminent 
quand  X  est  un  nombre  rationnel;  mais,  dans  le  cas  con- 
traire,  elles  sont  illimitées  et  les  réduites  de  chacune 
d^ elles  conv^ergent  vers  la  valeur  de  x  dont  elles  se  rap^ 
proclient  indéfiniment. 

C'est  en  raison  de  cette  propriété  que  les  réduites  ont 
reçu  le  nom  de  fractions  com^ergentes ,  On  voit  que  si  a, 
^1,  âEj,  as,  • . .  désignent  les  quotients  incomplets  obtenus 
dans  la  réduction  de  x  en  fraction  continue,  il  est  permis 
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écrire 


a:  =:«  -t- 


Ot 


«2  -r. 


puisque  Texpression  contenue  dans  le  second  membre  de 
cette  formule  tend  vers  une  limite  égale  à  x,  quand  le 
Dombre  qui  marque  le  rang  du  quotient  auquel  on  la 

suppose  terminée  augmente  indéfiniment.  La  réduite^ 

a  pour  valeur 

et,  par  suite,  la  quantité  x  est  la  limite  de  la  série  conver* 
génie 

A 
7.  Théorème  IV.  —  Si  une  fraction  irréductible  - 

est  comprise  entre  deux  réduites  consécutii^es -^^ -^9 

le  dénominateur  H  de  la  fraction  est  supérieur  au  déno- 
minateur de  chaque  réduite. 

En  effet,  la  fraction  —  étant  comprise  entre  — ^  et  ~  > 
les  deux  différences 


Pn— I  P»i  P»»— 1 


B       Q^.       Q„       Q„_ 


sont  de  même  signe,  et  la  valeur  absolue  de  la  première 
différence  est  inférieure  à  la  valeur  absolue  de  la  seconde. 
I.  2 
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/ ,\a 

Or  celle-ci  est  égale  à  ^- — -^^  donc  on  a 

ou 

{-.)''(AQ^.-BP^,)<1; 

le  premier  membre  de  cette  inégalité  est  un  entier  qui, 
par  hypothèse,  ne  se  réduit  pas  à  zéro,  et  Ton  a,  en  con- 
séquence, 

B>Q„.    . 

Le  nombre  B  est,  à  plus  forte  raison,  supérieur  à  Q„_i. 

Corollaire.  —  Chaque  réduite  d^une  fraction  conti- 
nue X  approche  plus  de  la  valeur  de  x  que  toute  autre 
fraction  dont  le  dénominateur  est  moindre  que  celui  de 
la  réduite. 

En  effet,  si  la  fraction  irréductible  --  approche  plus  dex 

p 

que  la  réduite  -^î  elle  sera,  à  plus  forte  raison,  plus  près 

P  ^ 

de  X  que  la  réduite  précédente  j^—^*  D'ailleurs^  la  quan- 

tité  X  vêtant  comprise  entre  -r^  et  ;r^»  la  fraction  -  sera 

Qii-l  Qn  D 

nécessairement  comprise  entre  les  mêmes  réduites^  donc, 
d'après  le  précédent  théorème,  le  dénominateur  B  sera 
supérieur  à  Q„. 

Il  résulte  de  là  que  si  B  est  inférieur  à  Q„,  la  fraction  •- 
approche  moins  de  x  que  la  réduite  ~  • 

8.  Problème.  —  Étant  donnée  une  fraction  —  dont 

^  Q 
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ô 

la  différence  ai^ec  une  quantité  quelconque  x  est  ±  --, 

0  étant  plus  petit  que  V unité ^  on  demande  la  condition 

p 
pour  que  -  soit  l'une  des  réduites  fournies  par  le  déve^ 

loppement  de  x  enfra>ciion  continue. 

P 
Réduisons  —■  en  fraclîon  continue  eX  formons  les  ré- 

P     P  P  P 

faites  rp?  TT'  '"  '  77"  ^^*^^  ^*  dernière  n'est  autre  que  -• 

Si  cette  fraction  est  Tune  des  réduites  fournies  par  le 
développement  de  a:,  et  que  Ton  désigne  par  x„  le 
(»  -+-  i)"*»*  quotient  complet,  on  aura 

,    ^  Pn<^i«-l-  P«— I  \t     y  p»  ( —  ')" 

(i)    xz=L— — 9     dou     X— --== 


Q»  ^n  -i-  Q»-.  Q«         Q«  (Q«  ^,  +  Qn-.) 

H  faut  remarquer  que  l'on  peut  toujours  s'arranger 
de  manière  que  le  signe  du  second  membre  de  cette 
formule  soit  le  même  que  celui  de  la  différence  donnée 

X  —  —  =±  :r^-  En  d'autres  termes,  dans  la  fraction  con- 

p  ,  ^  •         p 

tinue  égale  à  -»  on  peut  toujours  faire  en  sorte  que-r^ 

P       .     * 

ou—  soit  à  volonté  une  réduite  de  rang  impair  ou  de 

rang  pair.  En  effet,  soient  û„.j,  fl„_i  les  deux  derniers 

quotients  incomplets  de  la  fraction  continue  «égale  à  rr-: 

d'après  la  manière  dont  on  opère  habituellement ,  le 
dernier  quotient  n'est  pas  égal  à  i,  car  si  cela  avait  lieu 
on  pourrait  supprimer  ce  qqotient,  en  augmentant  d'une 
unité  le  quotient  précédent  qui  deviendrait  alors  «„:_,  +  i . 
Donc,  puisque  a„.i  est  au  moins  égal  à   2,  on  peut  le 

remplacer  par  (a„_i  —  1)  H — 1  c'est-à-dire  quon  peut 

2. 
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introduire  un  quotient  de  plus  égal  à  i  en  ayant  soin 

de  retrancher  une  unité  du  quotient  qui  était  le  dernier. 

On  j>eut  donc  faire  en  sorte  que  le  nombre  /i,  qui  in- 

dique  le  rang  de  la  réduite  -^=  — ?  soit  à  volonté  pair  ou 

impair^  ce  nombre  n  étant  ainsi  choisi  de  manière  que  le 

signe  de  ( —  i)"  soit  celui  de  la  différence  donnée  ±  —  ? 

on  aura 

(2)  __ î —  -=1-,    d'où    0--=- — 5^î— — 

Or  Xn  est  positif  et  supérieur  à  i,  donc  on  a 

(3)  •  .  ô<        ^" 


Je  dis  que  réciproquement,  si  cette  condition  est  salis- 

p 
faite,  la  fraction  --  sera  l'une  des  réduites  de  j:.  En  effet, 

x.„  étant  alors  définie  par  la  formule  (i),  Téquation  (2) 
donnera  pour  cette  quantité  une  valeur  positive  et  supé- 
rieure à  l'unité 5  d'ailleurs,  d'après  la  formule  (1),  la 
valeur  de  x  sera  évidemment  de  la  forme 


x=:  a  -\- 


I 


.  P 

d'où  il  résulte  que  la  fraction  -  est  l'une  des  réduites  qui 

convergent  vers  x. 

Il  faut  remarquer  que  la  condition  (3)  sera  toujours 

satisfaite  si  0  est  inférieur  à  ->  car  le  rapport  -r — -— — 
est  supérieur  à  -;  donc  la  fraction  —  sera    nécessai 


re- 
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ment  l'une  des  réduites  de  la  quantité  a:,  si  la  diliérence 
X  —  -rr  est,  en  valeur  absolue,  inférieure  à 


Des  fractions  convergentes  intermédiaires, 

9.  On  a  vu  que  les  réduites  de  rang  pair  et  celles  de 
rang  impair  forment  deux  suites  qui  sont  Tune  croissante, 
l'autre  décroissante^  et  qui  convergent  toutes  les  deux 
vers  la  valeur  de  la  fraction  continue.  Considérons  deux 
réduites  consécutives 

Qii— l  Qn+I 

de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  suites,  le  nombre  n  pou- 
vant être  égal  à  i .  Si  â„  désigne  le  quotient  incomplet  de 
rang  «  -f- 1,  les  valeurs  de  ces  deux  réduites  seront  com- 
prises dans  l'expression  générale 

A"  Pn  -h  Pn— t 

9 


X^Qn-hQ 


/»— I 


et  elles  répondront  aux  valeurs  fc  =  o,  A  =  «„  de  Tindé- 
lerrainée  k. 

Lorsque  le  quotient  a„  est  supérieur  à  i ,  et  que  Ton 
donne  à  k  les  valeurs  successives 

O,   I,   2,  3,  .  .  .,  (£7„—  l),  On, 

Texpression  précédente  fournit,  indépendamment  des 
Jeux  réduites  considérées,  a^ —  i  autres  fractions  dont  les 
dénominateurs  sont  compris  entre  Q„«i  et  Q„+i,  et  aux- 
quelles on  a  donné  le  nom  de  fractions  convergentes  in^ 
terme  diaires . 
Si  Ton  pose,  pour  abréger  Técrilure, 


R;  zrz  k  P„  -h  P„_„     Sa  r-:  h Q„  +  Q 


n — I» 


ùfi  coùns  d'algèbre  supérieure. 

On  aura" 

R*^.,  =:  R^  H-  P„,      Sk+i  =  S*  -4-  Q«, 

d'où 

R*+,S*—  S*^.,R*=  P„S*—  Q„Ra=  P„Q«-.,  —  Q«P„^.y 

ou 

R*+,S^  —  Sa+.R*=  (—  i)",     P«S*  —  Q„Ra=:  (—  I)" 

et,  par  conséquent, 

Ri.^,       R^^(^i)«        P„       ftl_(— i)* 

Ces  formules  sont  analogues  à  celles  qui  se  rapportent  à 
deux  réduites  consécutiyes  quelconques,  et  on  peut  en 
conclure  les  propositions  suivantes  : 

1°  Les  fractions  com^ergentes  intermédiaires^  formées 
comme  il  a  été  indiqué^  sont  des  fractions  irréductibles , 

7?  La  différence  de  deux  fractions  conv^ergentes  in^ 
termédiaires  consécùtix^es  est  égale  à  Vanité  dii^isée  par  le 
produit  des  dénominateur^  des  deux  fractions , 

i^  Si  Von  considère  la  suite  des  réduites  de  rang 
pair  et  celle  des  réduites  de  rang  impair^  puis  qu  entre 
chaque  réduite  de  Vune  et  de  Vautre  suite ^  et  la  réduite 
suivante,  on  ecnVe  toutes  les  fractions  conv^ergentes  in^ 
termédiaires  qui  s'y  rapportent ,  de  telle  manière  que 
les  dénominateurs  forment  une  suite  croissante ^  on  ob- 
tiendra deux  noui^elles  suites  qui  seront ,  la  première 
croissante^  la  seconde  décroissante,  et  qui,  en  consé- 
quence, cons^ergeront  sans  cesse j  l'une  et  Vautre  "vers 
la  valeur  de  la  fraction  continue» 

A 

4^  Si  une  fraction  —  est  comprise  entre  deux  fractions 

conv^ergentes   consécutii^es  —  >  ^~^'    appartenant    au 
groupe  dont  les  réduites  -^^  et  — ^  sont  les  termes  cx~ 
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Ri- 

trêmes^  ou  H  elle  est  comprise  entre  la  fraction  —  et  la 

réduite  —j  le  dénominateur  B  de  cette  fraction  —  sera 

supérieur  au  dénominateur  de  chacune  des  fractions  con- 
i^ergentes  qui  la  comprennent, 

10.  Lorsque  la  fraction  continue  est  limitée,  les  deux 
suites  formées  avec  les  réduites  et  les  fractions  intermé- 
diaires se  terminent  d'elles-mêmes.  Mais  il  faut  remar- 
quer que  l'on  peut  encore  considérer  l'une  des  deux  suites 
comme  illimitée.  En  effets  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  l'une 

des  réduites  — ^  exprime  la  valeur  exacte  de  la  fraction  con- 

tinue^  cette  réduite  termine  l'une  des  deux  suites,  tandis  que 

P  _  . 

l'autre  suite  s'arrête  à  -^^-^^  Maison  peut  évidemment  in- 

troduiredans  la  fraction  continue  un  nouveau  quotient  J;:,, 
égal  k  00  5  celle-ci  sera  alors  représentée  par  Texpres- 

sion  -^-^ r^^  équivalente  à  ~i  et  à  celle  de  nos  deux 

suites  qui  se  termine  à  -r^  on  pourra  ajouter  les  fractions 


:n — I 


intermédiaires, 

P«-hPn-.        2Pn-hP„-.        3  P„  H-  P,^. 

dont  le  nombre  est  illimité.  La  suite  indéfinie  que  Ton 
formera  ainsi  convergera  vers  la  fraction  continue,  couime 
si  celle-ci  représentait  la  valeur  d'une  quantité  irration- 
nelle. 

11.  La  théorie  que  nous  venons  d'exposer  nous  fournit 
la  solution  de  cette  importante  question  : 

Problème.  —  Déterminer^  parmi  toutes  les  fractions 
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dont  le  dénominateur  ne  surpasse  pas  une-  certaine  //- 
mite  K^  celle  qui  approche  le  plus  d^une  irrationnelle 
donnée  x. 

Concevons  que  la  quantité  x  ait  été  réduite  en  fraction 
continue,  puis  qu'avec  les  réduites  et  les  fractions  inter- 
médiaires on  ait  formé  les  deux  séries,  l'une  croissante, 
l'autre  décroissante,  qui  convergent  toutes  deux  vers  la 
valeur  de  x. 

Si  le  dénominateur  Q„  de  Tune  des  réduites  est  égal  à 
la  limite  donnée  K,  la  fraction  demandée  sera  la  réduite 

-^«  Mais  je  dis  que,  dans  tous  les  cas,  cette  fraction  fera 

partie  de  l'une  des  deux  suites  formées  avec  les  fractions 
convergentes.  En  effet,  s'il  en  était  autrement,  la  fraction 

demandée  |  tomberait  entre  deux  termes  consécutifs 
-^^5  —  de  l'une  de  ces  deux  suites:  mais  alors  B  serait 

supérieur  à  S^,  la  fraction  -r-  serait  d'ailleurs  plus  appro- 

A 

chée  de  x  que  — ?  et  par  conséquent  cette  dernière  fraction 

ne  satisferait  pas  à  la  condition  requise. 

Donc,  pour  résoudre  le  problème  proposé,  il  suf&t  de 
réduire  l'irrationnelle  x  en  fraction  continue,  de  former 
la  série  des  réduites  de  rang  pair  et  celle  des  réduites  de 
rang  impair,  avec  les  frac  lion  s  intermédiaires  correspon- 
dantes •,  de  prendre  enfin  dans  chaque  suite  la  fraction  qui 
a  le  plus  grand  dénominateur  au-dessous  de  la  limite  K. 
Les  deux  fractions  que  l'on  obtient  de  cette  manière  com- 
prennent entre  elles  la  quantité  x^  et  elles  fournissent  les 
valeurs  les  plus  approchées,  par  défaut  et  par  excès,  de 
cette  irrationnelle,  quand  on  exclut  les  fractions  dont  le 
dénominateur  est  supérieur  à  K. 
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On  voit  que  la  réduction  en  fraction  continue  doit 
être  employée  toutes  les  fois  qu'il  est  question  d'expri- 
mer par  les  fractions  les  plus  simples  et  les  plus  ap- 
prochées qu'il  est  possible,  soit  la  valeur  d'une  irra- 
tionnelle, soit  celle  du  rapport  de  deux  nombres  entiers 
très-grands. 

•  Théorème  de  Lejeune-Dînchlet. 

12.  La  théorie  des  fractions  continues  nous  a  révélé 
l'existence  d'une  infinité  de  fractions  r—  susceptibles  d'ex- 
primer la  valeur  d'une  irrationnelle  donnée  a:,  à  —y  près. 

Ce  fait  si  remarquable  peut  être  établi  directement  par  un 
procédé  ingénieux  dû  à  l'illustre  géomètre  allemand  Le- 
jeune-Dirichlet. 

Le  théorème  que  nous  nous  proposons  d'établir  peut 
être  énoncé  dans  les  termes  suivants  : 

Théorème.  —  Dans  la  séné  des  fractions  qui  ont  pour 
dénominateurs  les  nombres  1,2,  3,.  -^  'î?  il  ^n  existe  au 
moins  une  de  dénominateur  v  qui  diffère  d'une  quantité 

moindre  que  ~,  par  défaut  ou  par  excès,  d'une  irration- 
nelle donnée  x. 

Représentons  par  m^  le  nombre  entier  immédiatement 
supérieur  à  va:,  et  considérons  la  suite  des  quantités 

nii  —  Xy     /Wj — 2.x,     /7Î3 — 3;r,  ,../7in — nXy 

qui  seront  toutes  moindres  que  l'imité.  Si  l'on  était  as- 
suré que  l'un  au  moins  des  produits 

/2(/w,-^x),     n[m^ — 2*^)^      «(/W3 — 3a:),...,      /2(/w„ — nx) 

eut  pour  partie  entière  zéro,  le  théorème  serait  démontré, 
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car  on  aurait,  par  exeniple, 

n(mv  —  var)<C[i, 


d'où 


/Wy — va:<^-     et '^<C  — 


Mais,  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  comme  ces  parties  entières 
ne  peuvent  être  que 

o,   I,  2,..  .,  (n  —  î), 

l'exclusion  du  nombre  zéro  exige  que  Tune  d'elles  soit  la 
même  dans  deux  produits  diiTérents.  Soient  donc 

n  (/Wy  —  va:)  =z  E  -f-  g, 

/2  (  W/A  — -  fAX)  =  E  -f-  >I, 

« 

£  désignant  un  entier,  e  et  y?  étant  des  quantités  positives 
inférieures  à  i.  Si  l'on  retranche  ces  égalités  Tune  de 
l'autre,  il  vient 

n  [(/Wy  —  m^A)  — (v—  p)x]  =  s  — »j, 

d'où 

/Wy  —  mu.  i  —  Yi 

^ —  x:~ 


/»(v  — fz) 

On  peut  supposer  que  v  soit  le  plus  grand  des  nombres  v 
et  fx  5  la  différence  v  —  fx  de  deux  nombres  inférieurs  à  n 
est  elle-même  moindre  que  n-^  enfin  la  valeur  absolue 
de  e  —  m  est  inférieure  à  i.  Le  théorème  énoncé  résulte 
donc  de  la  formule  précédente,  puisque  celle-ci  montre 
que  la  valeur  absolue  de  la  différence 


Wy  —  nty. 


X 


est  inférieure  à  — -* 

Dans  ce  qu'on  vient  d'établir,  le  nombre  n  est  quel- 
conque. En  le  faisant  croître  indéfiniment,  on  voit  la  pos- 
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sibllité  d'obtenir  une  suite  infinie  de  fractions  conver- 
gea les  vers  la  valeur  de  x,  telles  que  Terreur  par  défaut 
ou  par  excès,  relative  à  chacune  d'elles,  soit  moindre  que 
Funité  divisée  par  le  carré  du  dénominateur^  car  dans 

Texpression  —  indiquée  par  Ténoncé  du  théorème,  v  est 

an  plus  égal  à   n  :   cette  limite  sera  donc  en  général 

moindre  que  —  • 


Résolution  d'une  équation  du  premier  degré  à  deux  in- 
connues y  en  nombres  entiers^  par  la  méthode  desfrac' 
tiens  continues, 

13.  Considérons  Téquation  ^ 

PA-hQji=H, 

dans  laquelle  P,  Q,  H  sont  des  nombres  entiers  positifs  ou' 
négatifs.  Comme  on  peut  supposer  que  ces  trois  nombres 
n'ont  aucun  diviseur  commun,  l'équation  proposée  ne 
pourra  évidemment  être  satisfaite  par  des  valeurs  entières 
de  X  et  dey^  que  si  les  coeflBcients  P  et  Q  ^ont  premiers 
entre  eux.  Supposons  que  cette  condition  soit  remplie  •,  ré- 

P 

duisons  la  fraction  zh  —  en  fraction  continue,  et  calculons 

'    Q 

.  P'     ,  . 

les  réduites  successives.  Si  pr>  désigne  T avant-dernière  ré- 
duite, on  aura 

±:(PQ'  — QP')=:i, 

d'où 

P(=hQ'H)  +  Q(qpP'H)=:H, 

ce  qui  montre  que  l'équation  proposée  sera  satisfaite  en 

posant 

jr=r±:Q'B,     /=±:P'H. 

Désignons  par  Xo  et^o  ces  valeurs  des  indéterminées  x 
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eijj  l'équation  proposée  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

ou 

et,  comme  les  nombres  P  et  Q  sont  premiers  entre  eux, 
les  quantités  x  et  j^  ne  seront  entières  que  si  x  —  Xq  est 
divisible  par  Q.  Ou  aura  donc,  en  désignant  par  Q  le 
quotient  de  cette  division, 

c'est-à-dire 

a7z==tQ'H  +  9Q,    j  =  qzP'H  +  ôP; 

ces  valeurs  satisfont  à  Téquation  proposée,  quel  que  soit 
l'entier  positif  ou  négatif  0. 

Il  faut  remarquer  que  la  valeur  absolue  de  x  sera  infé- 
rieure à  Q  si  Ton  prend  pour  B  l'un  des  deux  entiers  con- 
sécutifs entre  lesquels  est  comprise  la  fraction  positive  ou 

négative  qz  -!=— -5  on  peut  même  ajouter  que  l'une  de  ces 
deux  valeurs  de  0  donnera  à  x  une  valeur  absolue  infé- 
rieure à  -  Q.  Il  résulte  de  là  qu'il  existe  une  valeur  unique 

de  X  entre  les  limites  o  et  Q  ou Q  et  H —  Q,  pour  la- 

quelle  l'expression 

Pjt  — H 

Q 

se  réduit  à  un  nombre  entier. 

L'équation  dont  nous  venons  de  nous  occuper  peut 
s'écrire  de  la  manière  suivante  : 


H        x 


y 


PQ      P      q' 
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a 

et  Ton  voit  que  :  toute  fraction  — —  >  dont  le  dénomina- 
teur est  le  produit  de  deux  nombres  P  ef  Q  premiers 
entre  eux^  peut  se  décomposer  en  deux  autres  fractions 
ayant  respectivement  pour  dénominateurs  les  nombres 
P  et  Q. 

Théorème  relatif  à  la  réduction  des  fractions 
rationnelles  en  fraction  continue, 

14.  Considérons  une  fraction  rationnelle  —  supérieure 

à  I ,  et  supposons  qu'en  la  réduisant  en  fraction  continue 
on  ait  trouvé 


(1)  -=« 


P 

Q 


a. 


A3 


«ii-i  ' 


la  dernière  des  réduites  successives  tt'tt'*  ••»^  sera  égale 
à  —  j  et  l'avant-dernière  aura  pour  valeur 

P,_. 

(.)  --  =  « 


m—i 


I 


I 

••H 


a 


«—a 


D'un  aut^e  côté,  on  a 

P»  =   Pb-I  û;_,   -h   P„-î,  Q„         —   Qb^.ÛT;,-,    4-    Q«_2, 

P»— I  ^^=^  P»— 2^/1— 2  ~l~  P»— 3>  Qo— I  ^^==  Qn— t^/i— a  -h  Qb— 3> 


P3      =:P,«,4-P„  Q.,       =Q,fl2-hQ„ 

P,    =  p,  a,  -+-  Po,  Q,     —  Q.  «.  -+-  Qo, 


puis 


P,r=û,      Po=:I,       Q.=  I,       Qo=0; 


"H 
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ces  formules  donnent 


(3) 


(4) 


•4- 

I 

a., 

1 

• 

Q«                           I 

—  n          -1- 

1 

/ï,  -+-  -t 
n 

n         -X- 

I 

a^ 

H 

On  voit  que  les  quotients  de  la  fraction  continue  (3) 
sont  précisément  ceux  de  la  fraction  (i)  pris  dans  un  ordre 
inverse;  la  fraction  (4)  est  l 'avant-dernière  réduite  delà 
fraction  continue  (3). 

Il  résulte  de  là  que  si  Ton  a 


•ji — I  —  x»? 


(5) 

mais  seulement  dans  ce  cas,  les  fractions  (  i  )  et  (3)  seront 
égales  entre  elles,  et  la  suite  des  quotients 

sera  réciproque^  c'est-à-dire  que  les  termes  extrêmes  se- 
ront égaux  entre  eux,  ainsi  que  deux  termes  quelconques 
pris  à  égale  distance  des  extrêmes.  Comme  on  a 

(6)  P„Q„_.-Q„P^.  =  (-i)", 
la  condition  (5)  équivaut  à 

(7)  P.Q«-.-Qi=(-i)",     on     Q_,==!l^_J L, 

et  elle  exprime  que  Ton  a 


Q'±:i 
{8}  — - —  :==  un  nombre  entier. 
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• 

Réciproquement,  si  les  nombres  entiers  P  et  Q  <^  P  sa- 
tisfont à  la  condition  (8),  on  peut  être  assuré  que  la  frac- 

P  . 

tion  rr-  se  réduira  en  une  fraction  continue  dans  laquelle 

les  quotients  formeront  une  suite  réciproque. 

P 

En  effet,  réduisons  la  fraction  —  en  fraction  continue, 

en  nous  arrangeant  de  manière  que  le  nopibre  des  quo- 
tients soit  pair  ou  impair,  suivant  que  le  signe  ambigu  zt 
exprime  -h  ou  —  dans  la  formule  (8).  Alors,  en  désignant 
par  n  le  nombre  de  ces  quotients  et  par  Q'  la  valeur  du 
premier  membre  de  la  formule  (8),  on  aura 

p  ,  p       p 

mais  -r^  étant  la  réduite  qui  précède  tt  ou  rrj  la   for- 

mule  (6)  a  lieu,  et  en  là  retranchant  de  la  précédente  il 
vient 

P„(Q'-Q^,)::=Q„(Q„-P,_,); 

comme  P„  doit  diviser  le  second  membre  de  cette  formule, 
et  que  ce  nombre  est  premier  avec  Q„,  il  doit  diviser 
Q„ —  Pn-n  celte  différence  étant  inférieure  à  P„,  elle  doit 
être  nulle  et  l'on  a 

P„_,  —  Q„,     Q^,  =:  Q'. 

La  première  de  ces  égalités  démontre  la  proposition  que 
nous  avions  en  vue. 

15.  Les  résultats  qui  précèdent  nous  seront  utiles  plus 
tard  ;  mais  il  n'est  pas  sans  intérêt  de  montrer  dès  à  pré- 
sent comment  on  peut  en  tirer  une  démonstration  fort 
simple  d'une  proposition  importante  dans  l'Arithmétique 
supérieure.  Cette  proposition  est  la  suivante. 

Théorème.  —  Tout  nombre  entier  qui  dii^ise  la  somme 


n 
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de  deux  carrés  premiers  entre  eux  est  lui-même  la  somme 
de  deux  carres. 

En  effet,  supposons  que  le  nombre  entier  P  divise  la 
somme  R*  +  S®,  R  et  S  étant  des  entiers  premiers  entre 

D 

eux.  Si  Ton  réduit  la  fraction  —  en  fraction  continue  et  que 

l'on  désigne  par  —7  la  réduite  qui  précède —■>  on  aura 

RS'— SR'=:±i; 

en  outre,  le  nombre  P  divisant  R'  -h  S*,  il  divisera  le  pro- 
duit 

(R»  +  S^)(R''4-S'?)=(RR'  +  SS')»4-(RS'— SR')'; 
il  divisera  donc,  quel  que  soit  K,  la  somme  de  deux  carrés 

(RR'-H  SS'—  KP)'-4-  (RS'—  SR')'; 

or,  le  second  de  ces  carrés  est  i;  quant  au  premier,  il  est 

le  carré  d'un  nombre  Q  qu'on  peut  supposer  inférieur  à  P, 

P 
et  même,  si  Ton  veut,  inférieur  à  -  5  à  cause  de  l'indéter- 

2 

minée  K.  Il  résulte  donc  de  notre  hypothèse  qu'on  peut 

trouver  un  nombre  Q  inférieur  à  P,  tel  que  l'on  ait 

-^:-— —  :=:  entier. 

p 

Cela  posé,  réduisons  la  fraction  --  en  fraction  continue, 

en  opérant  de  manière  que  le  nombre  des  quotients  soit 
pair.  D'après  la  proposition  établie  plus  haut,  la  suite  de 
ces  quotients  sera  réciproque  et  elle  pourra  être  représen- 
tée par 

.fly     fl|,     (liy  ,  ,   .  ,     flm— I)     ^m— !>•••>     ^2)     ^1>     ^« 
r         .         Pm 

La  (m  .-f-i)'^'"''  réduite  — ^  embrasse  les  quotients  de  la  pre- 
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mière  moitié  de  celte  suite,  et  si  l'on  désigne  par  -^  la 

réduite  précédente,  par  x^  le  quotient  complet  de  rang 
m  +  1 9  on  aura 

^  ._   "m  ^m  H"  *  m— I    • 

mais  le  quotient  complet  x^  est  égal  à 


à 


et  cette  fraction  n'est  autre  chose  que  ^^^  \  donc  on  a 

p  p«  _|_  p» 


Il  est  évident  que  le  second  membre  de  cette  formule 
est  une  fraction  irréductible.  D'ailleurs  on  s'en  assure 
immédiatement  en  remarquant  que  la  différence 

.  P«(P«Q«  +  P«.-.Qi«-.)-Q«.(Pi-f-Pi_J 

a  pour  valeur 

P^.  (  P«.Q««.  —  Q«P«-,  )  HT  (  —  I  )"•  P«_,», 

un  facteur  commun  aux  deux  termes  de  la  fraction  dont  il 
s'agit  diviserait  donc  Pm^i;  mais  alors  il  diviserait  aussi  P^, 
ce  qui  est  impossible,  puisque  P«  et  P«_i  sotit  premiers 
entre  eux.  D'après  cela,  la  formule  que  nous  avons  obtenue 
donnera 

Non-seulement  la  première  de  ces  égalités  démontre  le 
I.  3 
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théorème  énoncé,  mais  encore  elle  fait  connaître  les  deux 
carrés  dans  lesquels  le  nombre  P  peut  être  partagé  (*). 

Condition  pour  que  les  fractions  continues  qui  repré^ 
sentent  deux  irrationnelles  soient  terminées  par  les 
mêmes  quotients, 

16.  Si  deux  irrationnelles  positives  x  et  x'  sont  telles, 
que  les  fractions  continues  dans  lesquelles  elles  se  déve- 
loppent aient  un  même  quotient  complet  y,  on  aura,  par 
les  propriétés  des  fractions  continues^ 

P,  Q,  P', . ,  .  étant  des  entiers  positifs  qui  satisfont  aux 
deux  conditions 

PQ'  — QP'r=:±:i,     RS'— SR'  =  =ti. 

Si  Ton  élimine^  entre  les  équations  (i),  on  trouvera 

axA-b 


x' 


a'x^b' 
en  posant 

a  1=  QR'  —  RQ',     b:=i  RP'  —  PR' , 

fl'=QS'  — SQ',       ^'=:SP'— PS', 

et  l'on  déduit  de  ces  dernières  formules 

«^'_  ^«' —  (PQ' __  QP')  (RS'— SR')  =:  db  I. 

Donc  y  pour  que  deux  irrationnelles  positii^es  x  et^  x^ 
puissent  se  déi^elopper  en  des  fractions  continues  sHscep'- 
tibles  d^être  terminées  par  des  quotients  complets  égaux 


{*)  J'ai  donné  pour  la  première  fois  cette  démonstration  dans  un 
article  qui  fait  partie  du  tome  XIII  du  Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées  (i*^*  série). 
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entre  eux  ^  il  faut  quelles  soient  liées  l^une  à  Vautre  par 
une  équation  de  la  forme 

OÙ  a,  h^  a\  V  désignent  des  entiers  positifs  ou  négatifs 
qui  satisfont  à  la  condition 

(3)  ab'-^ba'=:±n. 

Je  dis  maintenant  que  cette  condition  est  suffisante.  En 

P 

effet,  réduisons  x  en  fraction  continue,  désignons  par  — 

P'  . 

une  réduite  aussi  élo^née  qu'on  voudra,  par  —  la  réduite 

précédente,  et  par  y  le  quotient  complet  qui  répond  à  la 

réduite  -r  ;  on  aura 
Q 

//N  Pr-f-P' 

et,  en  substituant  cette  valeur  de  x  dans  Téquation  (3), 
il  viendra 

(tfP  +  èQ)r  +  («P'-f-*Q') 


s/=: 


(a'P-4-^'Q)r  +  («'P'H-&'Q') 


Cela  posé,  quels  que  soient  les  signes  des  nombres  a^  b, 
a\  b\  les  rapports 


P     b 

P       // 

«P  +  *Q        Q   q^  a 

€/'P  +  è'Q 

Q    Q-^ci' 

€iP'-h6Q'       Q'  F       b 

«'P'-h^'Q' 

Q'  P'        ^ 

T^  ^ — 

-^  -^ ; 

Q'       a 

Q'        « 

'        sont  positifs  et  supérieurs  à  i ,  car  on  a  Q  ^  Q'  et  Ton 

P    P' 
peut  supposer  les  réduites  —  >  ^,  assez  éloignées  pour  que 

leur  différence  soit  plus  petite  qu'une  quantité  quelconque 

3. 
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donnée.  D*ailleurs  y  et  x'sont  positives,  donc  k  valeur 
précédente  de  x*  est  de  la  forme 

'R,  R',  S,  S'  étant  des  nombres  entiers  positifs  tels  que 

R>R',     S>S'. 
D'ailleurs  ces  nombres  ont  respectivement  pour  valeurs 

Riiz:±(flP-4-i^Q),         R'r=±(flP'-f-*Q'), 

les  signes  supérieurs  ou  inférieurs  devant  être  pris  en- 
semble. On  déduit  de  là 

RS'  -  SR'  =r  db  (  ab'  —  ba'  )  (PQ'  —  QP')  ; 

on  a  d'ailleurs 

PQ'_QP'— ±1     et     ah'  —ba=z±x, 
donc 

(6)  RS'  — SR'r=±i. 

R 

Réduisons  maintenant  la  fraction -^  en  fraction  conti^ 

nue  et  soit  -^  Favant-dermère  réduite^  comme  le  calcul 

peut  être  fait  de  manière  que  -^  soit  à  volonté  de  rang 

pair  ou  de  rang  impair,  on  peut  écrire 

RSo  —  SRo  =^!ii  1 9 

le  signe  du  second  membre  étant  ici  le  même  que  dans  la 
formule  (6).  Et  alors,  à  cause  de  celle  formule  (6),  Téga* 
liié  précédente  donnera 

R(S'-Sa)  =  S(R'-Ro); 
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or  le  nombre  R  est  premier  avec  S,  et  il  surpasse  R' —  Rq  , 
diflerence  de  deux  nombres  inférieurs  à  R;  il  faut  donc 
que  l'on  ait 

On  voit  enfin  par  la  formule  (5)  que  j^  est  un  quotient 
complet  commun  h  x  etk  x*. 

Remarque.  — Nou.s  avons  supposé  Içs  quantités  ^  et  x' 
positives,  mais  rien  n'empêche  de  les  supposer  négatives. 
En  effet,  si  Ton  change  x  en  —  a:  ou  j:'  en  —  x\  la  for- 
mule (3)  restera  la  même 5  seulement  quelques-uns  des 
coefficients  changeront  de  signe  sans  cesser  de  satisfaire 
à  la  condition  (4).  Au  surplus,  dans  le  développement 
d*une  irrationnelle  en  fraction  continue,  on  n'a  à  s'oc- 
cuper que  de  la  valeur  absolue  de  cette  irrationnelle. 


î. 
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CHAPITRE  II. 

des'  fractions  continues  Périodiques. 


Développement  des  irrationnelles  du  deuxième  degré 

en  fraction  continue. 

17.  On  nomme  irrationnelle  du  deuxième  degré  toute 
qiiantité  irrationnelle  qui  est  racine  d*une  équation  du 
deuxième  degré  à  coefficients  rationnels.  Il  est  évident 
qu'on  peut  préparer  une  telle  équation  de  manière  que 
les  coefficients  soient  des  nombres  entiers^  il  est  même 
permis  de  supposer  que  le  coefficient  de  la  première  puis- 
sance de  Tinconnue  soit  un  nombre  pair,  car  on  ramène 
le  cas  contraire  à  celui-là,  en  multipliant  Téquation  par  2. 

Soit  en  conséquence 

Lx^-f-  2M.r  H-  N=i:o 

une  équation  du  deuxième  degré  dans  laquelle  les  coeffi- 
cients L,  M,  N  sont  des  entiers  positifs  ou  négatifs  tels« 

que  la  quantité 

]VP— LN=rA, 

supposée  positive,  ne  soit  pas  un  carré  exact.  Les  racines 
de  celte  équation  seront  représentées  par  l'expression 

±lVH-\/Â 
±:L      ' 

le  radical  \A  étant  pris  positivement,'  et  le  signe  am- 
bigu rb  devant  être  remplacé  successivement  par  -H-  çt 
par  —  tant  au  numérateur  qu'au  dénominateur.  Mais, 
comme  nous  ne  voulons  considérer  <]ue  les  valeurs  abso- 
lues des  racines,  nous  donnerons  au  dénominateur  de 
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{expression précédente  le  signe  qui  rend  cette  expression 
positive.  Alors  si  Ton  pose 

puis  que  Ton  désigne  par  D_i  la  valeur  de  N  prise  avec 
un  signe  tel  que  LN  =  —  D_iD,  toute  irrationnelle  du 
deuxième  degré  prise  positivement  pourra  être  représen- 
tée par  la  formule 

(0  "=— D— ' 

dans  laquelle  EetD  sont  des  entiers  positifs  ou  négatifs 
et  À  un  entier  dont  la  racihe  carrée  est  irrationnelle.  En 
outre^  on  aura 

{i)  E» -h  D^,  D  ==  A, 

D_|  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 

■ 

18.  Cela  posé,  nous  nous  proposons  de  développer  en 
fraction  continue  Tirrationnelle  définie  par  la  formule  (i  ). 

Après  avoir  déterminé  la  racine  du  plus  grand  carré 
entier  contenu  dans  Â,  on  aura  immédiatement,  par  la 
division,  le  plus  grand  entier  a  contenu  dans  X]  alors  on 
fera,  conformément  à  la  méthode  générale, 

I 

jrrr:  a  H » 

et  le  nouveau  quotient  Xi  sera  donné  par  la  formule 

D 

*^  —  (Da--E)  +  v^Â' 

si  Ion  multiplie  les  deux  termes  de  celte  expression  par 

(Da  —  E)  4- V^A,  afin  de  rendre  le  dénominateur  ra- 
tionnel, elle  prendra  la  forme 

_  E,  -h  V^ 
D, 
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El  et  D|  désignant  des  nombres  rationnels.  On  opérera 
sur  Xi  comme  on  a  fait  sur  x^  et  ainsi  de  suite;  en  sorte 
qu'on  obtiendra  successivement  les  formules  suivantes  : 


^ 


T 


D  X, 


a.  H > 


D,  X, 


E„  -h  v^A             .1 
^u  = n; =  ««  H > 


qui  sont  toutes  semblables  à  la  proposée,  car  on  va  voir 
que  les  nombres  rationnels  E„,  D„  sont  toujours  des  en- 
tiers. La  valeur  de  x„_i  est 

E«^,  -h  v^A  i 

^m^t  =  j^T =  ^n-i  H > 

et  on  en  lire 

-  (  D„^,  a^,  -  E^,  )  4-  V'Â  "~        ^  -  (  ^'•-'  ^'^'  -  ^^«-'  )' 
alors  on  aura,  diaprés  nos  notations, 

(^;  1^/1=  :;;^ > 


(4)  E„  ==r  D«-.,  a„_,  —  E„_,  f. 
d'où 

(5)  E„'  +  D«..D„=A; 

cette  formule  (5)  subsistera  pour  n  =  o,  si  l'on  convient 
que  D„  et  E„  représentent  D  et  E  respectivement,  quand 
Tindice  n  est  nul;  car^  dans  ce  cas,  les  formules  (a) 
et  (5)  coïncident.  La  formule  (5)  ayant  lieu  quel  que 
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soit  a^  on  peut,  dans  la  formule  (3),  remplacer  A  par 
E^_,  -h  Dn_t  D„_i,  et  il  vient  alors 

(6)  Dn  —  Dn_2  H-  2  E„_,  a^^  —  D^,  a^^ ,  j 

enfin,  en  remplaçant  D^^i  par  la  valeur  tirée  de  la  for-^ 
mule  (4)>  on  obtient 

(7)  D^=  D^,  +  (E^i  — '  E„)ûf^, . 

Les  formules  (4)  et  (7)  subsistent,  d'après  ce  qu'on 
vient  de  dire,  quand  on  suppose  n=z  i.  Elles  contien- 
nent la  loi  de  formation  des  quotients  complets  x„ ,  et  , 
elles  montrent  que  si  les  nombres  D,j_j,  E„_i,  D„_i  sont 
entiers,  les  nombres  E^  et  D„  seront  aussi  entiers.  Or, 
par  hypothèse,  D_i,  E,  D  sont  des  nombres  entiers, 
donc  El  et  Dj  seront  eux-mêmes  des  entiers,  ainsi  que  E^ 
et  Dgy .  • . ,  Ë„  et  Da.  Les  formules  (4)  et  (7)  montrent 
encore  que  si  D_i  et  D  sont  pairs  et  que  E  soit  impair, 
tous  les  nombres  D„  seront  pairs,  tandis  que  les  nombres 
E„  seront  impairs. 

Remarque.  —  Il  convient  de  remarquer  que  les  trois 
nombres  entiers  Dh_i,  E„,  D„  ne  peuvent  avoir  un  divi- 
seur commun  6  supérieur  à  Tunité.  En  effet,  si  un  tel 
diviseur  existe^  il  divisera  E^^i  à  cause  de  la  formule  (4) 
et  D,^8  à  cause  de  la  formule  (7)5  il  sera  donc  un  divi- 
seur commun  des  trois  nombres  Dn_« ,  E„_i ,  D„_i .  On 
en  conclura  de  même  qu'il  est  diviseur  commun  à  D„_8 , 
E^n-.t9  Dn^s^  et  ainsi  de  suite.  Le  nombre  6  sera  donc  un 
diviseur  commun  à  D_i ,  E,  D,  et,  par  suite,  A  aura  le 
diviseur  6'.  Or  on  peut  toujours  admettre  qu'il  n'eu  est 

pas  ainsi-,  car  si,  dans  l'expression  proposée^ — u""'   ^ 

et  D  sont  divisibles  par  0,  A  par  6',  rien  n'empêche  de 
supprimer  ce  facteur. 


4  2  COURS  D^ ALGÈBRE  SUPÉRIEURE. 

19.  On  retrouve  les  résiiltats  qui  précèdent  par  la  con- 

p 

sidération  des  réduites.  Soit  pr^  la  (n -h  i )'*'"*  réduite  delà 

fraction  continue  égale  à  a:;  on  a 

P„  ^n  -+-  P«-l 
Q/i  ^n  H-   Qn-I 
OU 

E  H-  v^Â       (P„  E„  -+-  P^,  D„)  -h  Vn  n/Â 


—  ' 


^  (Q«E„H-Q,^.D«)-hQ„v/A 

si  Ton  chasse  les  dénominateurs  et  que  Ton  égale  ensuite 
de  part  et  d'autre  les  parties  rationnelles  et  les  parties 
irrationnelles,  îl  viendra 

{ 8  )  Q„  E„  -f-  Q,^.  D„  =z  DP„  —  EQ„ , 

(9)  (DP„  -  EQ,)E»  H-  (DP.^,  -  EQ„^,)D„  :^  AQ„ . 

En  résolvant  ces  équations  (8)  et  (9)  par  rapport  à  E„ 
et  D„,  et  en  faisant  usage  de  la  relation 

P«Q«-.  •-Q«P«-.  =  (— i)% 
ou  irouve 

(10)  E„  ^  L:^[AQ^.Q,-  (DP^.-EQ„^.)(DPn-  EQ«)], 

(11)  D„  =  ^il"[(DP«^EQ,)'---AQ„']; 

il  est  évident  que  la  quantité  entre  crochets,  dans  l'eupres- 
sion  de  E^  ou  de  D„ ,  se  compose  de  termes  qui  contiennent 
D  en  facteur,  et  d'un  terme  multiplié  par  le  nombre 
A  —  E*  qui  est  divisible  par  D,  Donc  les  formules  (10) 
et  (11)  montrent  que  E„  et  D„  sont  des  entiers,  ce  que 
nous  savions  déjà,  mais  elles  vont  aussi  nous  conduire  à 
un  autre  résultat  fort  important. 

Je  dis  effectivement  que  si  n  est  supérieur  à  une  cer- 
taine limite,  les  entiers  E„  et  D„  seront  toujours  positifs. 
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La  formule  (ii)  démontre  immédiatement  ce  fait  I  l'égard 
deDn*,  en  effet,  on  peut  l'écrire  comme  il  suit  : 

or,  d'une  part,  le  facteur  -~, ^^  K  —  ^   *   ^^ 

signe  de  ( — i)"?  et  d'autre  part,  comme  cette  différence 
peut  devenir  aussi  petite  que  l'on  veut,  en  prenant  n  suf- 
fisamment grand,  le  dernier  facteur  de  notre  expression 

de  D„  approchera  autant  que  l'on  voudra  de  2  v/A,  et  il 
sera,  en  conséquence,  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  n 
supérieures  à  une  certaine  limite  j  donq.aussi  D»  sera  po- 
sitif. 

On  pourrait  établir  la  même  propriété  à  Tégard  de  E„ 
en  se  servant  de  la  formule  (10),  mais  il  est  plus  simple 
de  partir  de  l'équation  (8).  Celle-ci  donne 

Q»         \    Q»        J 

et  en  divisant  par 

D„a:„i=v^Â-f-E„, 
on  a 

{12)  ^"-'     ^  ^^      ' 


Qn  ^n  V^  A  +  E„ 

Pour  les  valeurs  de  n  supérieures  à  une  certaine  limite, 

(D--^  — E  j  différera  de  \/A  d'une  quantité  plus  petite 

qu'une  quantité  donnée  quelconque;  il  en  résulte  que 
le  nombre  entier  E„  ne  pourra  pas  être  négatif,  car,  si 
cela  arrivait,  le  second  membre  de  la  formule  précé-  ' 
dente  serait  plus  grand  que  i,  et  il  ne  pourrait  être  égal 
au  premier  membre,  lequel  est  évidemment  inférieur  à  i . 
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Si  donc,  pour  quelques-unes  des  premières  valeurs 
de  /i ,  o ,  1 ,  2 , . . . ,  les  nombres  D„  et  E„  peuvent  êt^ e 
négatifs^  cette  circonstance  ne  pourra  plus  se  présenter 
dès  que  n  aura  atteint  une  certaine  limite. 

20.  Nous  pouvons  maintenant  établir  la  proposition 
suivante  due  à  Lagrange  : 

Théorème  I.  —  La  fraction  continue,  dans  laquelle 
se  déi^eloppe  une  irrationnelle  du  deuxième  degré ,  est 
périodique,  c'est-à-dire  que  la  série  des  quotients  com- 
plets ou  incomplets,  à  partir  de  celui  qm  occupe  un  cer-- 
tain  rang^  est  formée  d^une  suite  limitée  de  termes  ou 
période  qui  se  reproduit  indéfiniment  la  même. 

En  effet,  soit  l'irrationnelle  du  deuxième  degré 

(0  •^—   jy ' 

que  nous  supposerons  positive  ;  le  nombre  Â  est  un  entier 
dont  la  valeur  est  donnée  par  la  formule 

(2)  E^-+D_,  D=:A 

et  D_i ,  E,  D  sont  des  entiers  positifs  ou  négatifs. 
Si 

(3)  ^..^-^^^ 


D 


/< 


désigne  généralement  le  quotient  complet  de  rang  n  -4-  1 , 
et  que  a„  soit  le  quotient  incomplet. correspondant,  on 
aura,  par  ce  qui  précède, 

(4)  K,î -+- D,_.  D„  =r  A , 
et 

(5)  E^-i-FV,  — D„J«„_,; 


SECTION    I.   CHAPITRE    II.  4 5 

en  outre,  nous  savons  que  E„  et  D„  sont  des  entiers,  et  que^ 
pour  les  valeurs  de  n  supérieures  à  une  certaine  limite^ 
ces  mêmes  nombres  sont  positifs.  Considérons  le  dévelop- 
pement en  fraction  continue,  à  partir  de  cette  limite.  La 
formule  (4)  montre  qu'alors  on  a  constamment 

la  formule  (5)  nous  donne  ensuite,  en  écrivant  n  au  lieu 
de  n  — I, 

D„  <;  2  v^     et     «„  <  2  sfK. 

Ainsi  les  nombres  £„,  D„,  a„  sont  limités,  et  les  quotients 
complets  Xn  ne  peuvent  avoir  qu'un  nombre^wi  de  valeurs 
différentes.  Donc,  après  un  nombre  d'opérations  plus  ou 

moins  grand,  mais  qui  ne  peut  excéder  2  V^A  X  V^  ^^  21 -A? 
on  retombera  nécessairement  sur  un  quotient  complet 
déjà  obtenu;  après  quoi  le  reste  de  la  série  des  quotients 
complets  ou  incomplets  sera  formé  d'une  même  suite  ou 
période  de  termes  déjà  trouvés,  laquelle  se  répétera  indé- 
finiment. 

H  convient  de  remarquer  que  la  relation  (4)  donne 
Drt_i  D„  <[  A,  et  l'on  aurait  de  même^  en  changeant  n  en 
n  —  1 ,  D„_i  D„_i  <^  A .  Si  donc  on  a 

d«_.>v/a, 

on  aura 

D^,<V^Â     et     Dn<^y 

d'où  il  résulte  que  si  le  dénominateur  d^un  quotient  com- 
plet est  supérieur  à  y^A,  le  dénominateur  du  quotient 
précédent  et  celui  du  quotient  suivant  sont  l'un  et  l'autre 

inférieurs  à  /A. 

La  démonstration  précédente  repose  sur  ce  seul  fait 
que  D„  est  positif  pour  les  valeurs  de  n  supérieures  à  une 
certaine  limite;  elle  subsisterait  donc,  lors  même  que 
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nous  n'aurions  pas  établi  que  R„  est  également  positif 
pour  des  valeurs  de  n  suffisamment  grandes.  Enfin,  il  est 
évident  que  si  x.,  est  le  quotient  complet  qui  commence  la 
première  période,  les  deux  nombres  E„  et  D„  seront  né- 
cessairement positifs  à  partir  de  la  valeur  «  =  v. 

21.  Théorème  II.  —  Réciproquement^  toute  quantûé 
ijuise  développe  en  une  fraction  continue  périodique  est 
une  irrationnelle  du  deuxième  degré. 

En  effet,  considérons  une  irrationnelle  x  qui  se  déve- 

P 
loppe  en  une  fraction  continue  périodique  ;  soient  -r^  la 

réduite  de  rang  /i  -4-  ï  et  a:„  le  quotient  complet  correspon  • 
dant,  on  aura 

Pa  xk  -+-  P*-i 


t«) 


Q*  A*  H-  Q*-i 


Si  la  fraction  continue  est  périodique  simple^  c'est-à*dire 
si  la  période  commence  au  premier  quotient,  et  que  cette 
période  ait  /t  termes,  on  aura 

* 

^*  — ^; 

alors  la  formule  (i)  donnera 
ou 

« 

{2)  Q*ar«  —  (P*  —  Q4^,)  ^  —  Px-i  ==0; 

X  est  donc  racine  d'une  équation  du  deuxième  degré  à 
coefficients  entiers.  Il  faut  remanjuer  que  le  nombre  k 
peut  èlre  égal  à  i,  et  que,  dans  ce  cas,  on  a  Pjt_i  =1, 

Qa-1  =  o. 

Si  la  fraction  continue  proposée  est  périodique  mixte ^ 
c'est-à-dire  si  la  période  ne  commence  qu'à  partir  du 
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quotient  de  rang  fr»  -+- 1  >  et  que  cette  période  ah  k  termes, 
ou  aura 

avec 

(4)  .*«+*  =  '»,   ' 

chacun  des  nombres  m  et  k  pouvant  être  égal  à  i,  Si  l'on 
résout  par  rapport  à  x,n  et  Xf„^i  les  deux  équatîpns  com- 
prises dans  la  formule  (3),  puis  qu'on  égale  entre  elles 
les  valeurs  obtenues,  on  aura 

équation  qu^on  peut  mettre  sous  la  forme 

(5)  L*^-h  2Mj7H-  N  =r  O, 

en  posant,  pour  abréger, 

On  voit  donc  que  x  est  encore,  dans  ce  cas,  Tune  des  ra- 
cines d'une  équation  du  deuxième  degré  à  coefficients  et>^ 
tiers. 

CoKOLLÀiKE.  —  U équation  du  deuxième  degré  à  coef" 
ficients  rationnels ^  à  laquelle  satisfait  une  fraction  con» 
tinue  périodique  donnée^  a  ses  deux  racines  de  signes 
contraires  si  la  fraction  continue  est  périodique  simple^ 
et  elle  a  toujours  ses  racines  de  même  signe  lorsque^  la 
fraction  continue  étant  périodique  mixte j  ilj  a  plusieurs 
termes  avant  la  période. 

En  effet,  s'il  s'agit  d'une  fraction  périodique  simple  or, 
Téquation  (2)  à  laquelle  cette  quantité  doit  satisfaire  a 
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évidemment  ses  racines  de  signes  contraires.  Si  l'irra- 
lionnelle  x  se  réduit  en  une  fraction  périodique  mixte, 
elle  satisfera  à  une  équation  telle  que  (5  ),  dans  laquelle  le 
produit  des  racines  est,  d'après  les  formules  (6), 

■W    *  m— 1  ^m-Jrk  —  *  <n  "«-+-*— i 

Supposons  qu'il  li'y  ait  qu'un  s6ul  quotient  a  avant  la  pé- 
riode, on  aura 


et^  par  suite^ 


ce  rapport  peut  être  positif  ou  négatif  5  donc,  dans  ce  cas, 
les  racines  de  Téquation  (5)  peuvent  avoir  le  même  signe 
ou  des  signes  contraires.  Supposons  maintenant  qu'il  y 
ait  plusieurs  quotients  avant  la  période,  et  soient  42^.1  ^ 
a,„+i.i  les  quotients  incomplets  de  rang  m  et  de  irang 
m  -h  /:,  on  aura 

Qw  ^^=  QiW— 1  ''m— 1  ~+"  Q/îi— a  9        Qm-Ht  ^^^^  Qfli+*— 1  ^m-i-*— 1  H~  Qjii-4-*— «  > 

N        . 
au  moyen  de  quoi  l'expression  générale  de  -  devient 


(Ofli+jt-,  —  ^m-i)  •+• 


PlW-f-*— i  P»l— 2 


Np        p  V  "/«-1-A— .        -««-.  /    •     v  p      ,  p 


L  Qm— I  Q/n-i-A—i    /  ;^  ^         \     ,      f  Qm-hk—i  Qm— s 

Q111+*— 1  Qjii— 1 


(àm-hk-\  —  ^m^i)  ■+■    ( 


La  différence  «„4.i_i  —  û^-i  n'est  pas  nulle,  car  autrement 
la  période  commencerait  un  rang  plus  tôt  qu'on  ne  Ta 
supposé  ;  d'ailleurs  le  deuxième  facteur  du  second  membre 
de  la  formule  précédente  est  une  fraction  dont  chaque 
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terme  s^obtîeut  en  ajoutant  une  quantité  positive  ou  né- 
gative, mais  fractionnaire,  à  l'entier  û|„+i«i  —  ««.-i  5  donc 
le  facteur  dont  il  s'agit  est  positif,  et  il  en  est  de  même 

du  rapport  -  ;  ce  qui  achève  la  démonstration  de  la  pro- 

position  énoncée. 

22.  Théorème  III.  —  Les  périodes  des  quotients  in- 
complets,  dans  les  fractions  continues  qui  expriment  les 
racines  irrationnelles  d'une  équation  du  deuxième  degré 
à  coefficients  entiers^  sont  inverses  l'une  de  l'autre^  cest-  , 
à'dire  que  les  quotients  dont  se  compose  Vune  des  pé- 
riodes sont  précisément  ceux  de  Vautre  période  disposés 
dans  un  ordre  inverse. 

Supposons  d'abord  que  l'une  des  racines  de  réquaiion 
proposée  se  développe  en  une  fraction  continue  pério- 
dique simple.  On  peut  admettre  que  cette  racine  j:  est  po- 
sitive et  supérieure  à  i,  car  on  ramènerait  le  cas  con- 
traire à  celui-là  en   changeant  ,r  en  —  x  ou  en  dz  -•• 

X 

Cela  posé,    ^  représentant  généralement  la  réduite  de 
rang  w  +  i,  et  x„  le  quotient  complet  correspondant,  on  a 

P*  Xk  -h  P*_,  .,    ,  Q*_,  Jn  —  P*_, 

^=7;^ : — >      a  ou      J^*  =  — :r • 

Qit^t-hQ*_,  P;  — Q*^ 

Si  h  exprime  le  nombre  des  quotients  contenus  dans 
la  période,  on  reproduira  l'équation  dont  x  est  racine  en 
remplaçant  x*  par  x  dans  Tiine  ou  l'autre  des  formules 
précédentes;  cette  équation  peut  donc  se  mellre  sous  la 
forme 

"""^     P*  — Qitx    ' 
et  si  Ton  représente  par 7  sa  deuxième  racine  qui  est 

I.  4 
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négative,  on  aura 


X''- 


p,  ^  p.  p. 

Or,  —-  étant  supérieure  à  i,  on  sait  (n°  13^  que  —  et  -— - 
Q;  X  ^  *      y^       P^_j 

se  développent  en  des  fractions  continues  formées  des 

mêmes  quotients  mais  en  ordre  inverse;  en  outre,  -   — 

est  Tavant-derriière  réduite  de  la  fraction  continue  égale 

à  - — ;  donc  x^  est  égale  à  une  fractiop  continue  périodi- 

<jue  simple,  dans  laquelle  la  période  eât  inverse  de  celle 
de  X. 

Considérons  en  second  lieu  le  cas  où  les  racines  de  l'é- 
quation proposée  se  développent  en  des  fractions  pério- 
diques mixtes.  Soit  x  Tune  de  ces  racines;  nous  pouvons 
supposer  x  positive,  et  si  la  période  commence  au  quo- 
tient de  rang  /w  -+- 1,  on  aura 

'-m  ^m  ""      "m — i 

X  r=z ; 

v*»  ^«  "h"  V"'— • 

la  quantité  pc,,,  est  supérieure  à  i,  et  elle  est  exprimable 
par  une  fraction  périodique  simple^  elle  est  donc  racine 
d*une  équation  du  deuxième  degré,  dans  laquelle  la  se- 
conde racine 7-  ^st  telle  que  les  fractions  continues 

x'„  et  Xn  aient  des  périodes  inverses.  D'après  cela,  on 
obtiendra  la  seconde  racine  x'  de  Téquation  proposée  en 

remplaçant  x^  par r  dans  la  formule  précédente;  on 


^m 


a  ainsi 


m 
jT    —   _ 


\2m — i  «^m  ViB 

Or,  à  cause  de  l'égalité 
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les  fractions  continues  x^  et  x'„  se  terminent  par  les 
mêmes  quotients  (n**  15);  d'ailleurs,  dans  une  fraction 
continue  périodique,  on  est  libre  de  faire  commencer  la 
période  à  l'un  quelconque  des  quotients  qui  viennent 
après  la  partie  réellement  non  périodique,  donc  on  peut 
considérer  comme  inverses  l'une  de  l'autre  les  périodes 
des  fractions  continues  x  et  x'.  Mais  il  faut  bien  remar- 
quer que  ce  n'est  qu'en  entendant  les  choses  de  cette  ma- 
nière, que  le  théorème  énoncé  est  exact. 

23.  Théorème  IV.  —  La  période  de  la  suite  formée 
par  les  numérateurs  ou  par  les  dénominateurs  des  quo- 

tients  complets  relatifs  à  l'une  des  racines  irrationnelles 
d'une  équation  du  deuxième  degré  à  coefficients  entiers^ 
est  ini^erse  de  la  période  analogue  qui  se  rapporte  à  la 
deuxième  racine. 

En  effet,  d'après  ce  qui  précède,  les  périodes  des  quo- 
tients incomplets,  relatives  aux  deux  racines,  peuvent 
être  représentées  par 


(0 

a,      rt,,      ûj,...,       ûA-a,       û*-i, 

w 

^*  15   «*  3,  . .    ,        «3,  «,,   a. 

Soient 

J?,    X|,     â?],...,     ^k—2  j      ^k—\.  ? 

fit                      1                 1 

les  quotients  complets  qui  répondent  respectivement  aux 
quotients  incomplets  (i)  et  (2). 

Si  n  désigne  un  entier  quelconque  compris  entre  o  et/r, 
on  peut  regarder  la  suite 

^nj    ^n-l-i  )  •  •  •  >     ^k—x-i    Û,     ^lî  •  •  •  »    <'n— 1 

comme  étant  la  période  des  quotients  incomplets  de  la 
première  racine,  et  cette  période  sera  en  même  temps 

4- 
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celle  que  fournira  le  développement  du  quotient  com- 
plet x„.  Pareillement,  on  peut  prendre  la  suite 

pour  la  période  de  la  deuxième  racine,  et  cette  même 
suite  sera  la  période  de  la  fraction  continue  égale  au  quo- 
tient complet  x\^n* 

Cela  posé,  les  irrationnelles  x„  et  wk4__„  étant  égales  à 
des  fractions  continues  périodiques  simples,  dans  les* 
quelles  les  périodes  sont  inverses  Tune  de  l'autre,  x^^^ 

et seront    les  racines   d'une  même  équation  du 

deuxième  degré  à  coefficients  entiers.  Si  donc  on  pose 

...  E,-hv/Â  EUn  +  V^ 

l^)  ^n= Y\ '         .^A-»  = =7 ' 

A,   E„,  D„,   Ei— nî  D'à— ■  étant  des  nombres  entiers,  la 

quantité  .x'^_„  sera  égale  à  la  valeur  que  prendra 

quand  on  aura  changé  le  signe  du  radical  ^^  en  consé- 
quence, on  a  ^ 

,,.  E;,„-h  y/Â    E,~v/a 

les  formules  (3)  subsistent  pour  n  =  o  et  pour  tz  =  A, 
^ar  on  a  Xi,  =  x  et  x\  =  xf\  il  en  est  de  même  à  l'é- 
gard de  la  formule  (4)9  pourvu  que  l'on  supprime  l'in- 
dice o,  quand  les  lettres  D,  E,  D^  E'  sont  affectées  de  cet 
indice. 

La  formule  (4)  donne 

{5)  Ei_„=E„,        , 

puis  El  -HD„Di_„=A5  mais  commeon  a  El  -i-D„.i  D^= A, 
la  précédente  égalité  se  réduit  à 

(6)  d;_„=d«_,. 
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Les  égalités  (5)  et  (6)  démontrent  la  proposition  énon- 
cée; il  en  résulte  que  si  la  période  des  quotients  com- 
plets de  l'une  des  racines  est 

E  H-  v^Â       E,  H-  v/Â  E*_,  -h  \/a       E*__,  -h  s/Âl 

la  période  des  quotients  complets  de  la  deuxième  racine 
sera 

Comme  les  périodes  {7)  et  (8)  se  répètent  indéfini- 
ment, les  termes  qui  viennent  après  ceux  que  nous  venons 
d'écrire  sont  respectivement 

E  -+-  v^Â       E  -h  v/Â 

m 

et,  diaprés  la  loi  de  formation  des  quotients  complets,  on 
aura 

Cette  égalité  montre  que  si  les  fractions  continues  aux- 
quelles se  rapportent  les  périodes  (7)  et  (8)  ne  sont  pas 
périodiques  simples,  les  dénominateurs  des  quotients 
complets  qui  termineront  les  parties  non  périodiques 
seront  respectivement  Dii_i  et  D.  Il  résulte  évidemment 
de  cette  remarque,  que  la  période  des  dénominateurs  des 
quotients  complets  commence  un  rang  plus  tôt  que  la  pé- 
riode des  numérateurs  des  mêmes  quotients. 

24,  Application  a  uk  exemple.  —  On  propose  de  dé- 
velopper en  fraction  continue  les  racines  de  l'équation 

27  .r'  —  9^  X  -f-  77  =  o.- 
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Les  expressions  des  racines  sont 

97-4-  s/T^  _  -  97  +  V^'îôp 

54        '     ^  -         -  54         ' 

la  racine  du  plus  grand  carré  entier  contenu  dans  lopS 
est  33.  Voici  le  résumé  du  calcul  de  chaque  racine,  calcul 
qui  repose  sur  l'emploi  des  deux  formules 

établies  au  n°  18. 

Première  racine. 

Er=:97, 
D_.=  — l54,       Dr=r54, 

rt  =  2, 

E,  =ill,      Ej=:25,      E3=r27,      £4  =  29,       E5  =  25  =  Ej  , 

D,=  i8,    D,  =  26,    D3=i4,    D4— 18,     Di=26  =  D,, 
û,  =  2,        ârjr=z2,        ûr3=z4?        «4=3, 
les  quotients  incomplets  sont  donc 

2,  2  (2,  4>  3). . , . 
Deuxième  racine. 

D_,  =  i54,     D  =  — 54, 

ûr=  I, 
£1  =  43,       E,=  27,       £3=25,       £4  =  29,       E5=:27  =  E2, 
D,=il4,      D,=:26,       D3=:l8,      D4=:l4,       T),  =  7.6=D,, 

ai=:5y        «2=2,       «3=3,        «4  =  4? 
les  quotients  incomplets  sont  donc 

I,  5  (2,  3,  4)'  •  •  •    ' 

Pour  que  la  période  soit  inverse  de  celle  de  la  première 
racine,  il  faut  la  faire  commencer  au  quatrième  quotient. 


SECTION    I.    CHAPITRE    II.  5 S 

25.  Théorème  V.  —  Si  a  désigne  la  racine  carrée  du 
plus  grand  carré  entier  contenu  dans  un  nombre  entier 

donné  A  qui  n'^est  pas  un  carré  exact,  l irrationnelle  VA 
se  déi^eloppe  en  une  fraction  continue  périodique  mixte 
dans  laquelle  la  période  commence  immédiatement  après 
le  premier  quotient.  Le  dernier  terme  de  la  période  des 
quotients  incomplets  est  égal  àia^et  les  autres  termes  de 
cette  période  forment  une  suite  symétrique  dans  laquelle 
deux  termes  également  distants  des  extrêmes  sont  égaux 
entre  eux.  Enfin  les  numérateurs  et  les  dénominateurs 
des  quotients  complets  forment  également  des  suites  pé- 
riodiques dont  les  périodes  sont  symétriques. 

En  effet,  la  fraction  continue  égale  à  v^A  ne  saurait  être 
périodique  simple,  puisque  les  valeurs  absolues  des  deux 
racines  de  l'équation  .r* —  A  =  o  sont  supérieures  à  l'unité. 
D'ailleurs,  ces  racines  étant  de  signes  contraires,  il  ne 
peut  y  avoir  qu'un  seul  quotient  avant  la  première  pé- 
riode, dans  le  développement  de  y^A,  d'après  le  corollaire 

du  théorème  II.  Il  résulte  de  là  que  l'irrationnelle  y  A  —  a 
se  développera  en  une  fraction  périodique  simple,  et  la 

même  chose  aura  lieu  aussi  à  l'égard  de  vÂ-h  a,  puisque 
ces  deux  quantités  sont  les  racines  d'une  même  équation 
du  deuxième  degré  à  coefficients  entiers.  Cela  posé,  soient 

les  quotients  incomplets   de  la  fraction  continue  égale 

à  vA  4-  a,  la  suite  des  quotients  relatifs  à  \/A  —  a  sera, 
d'après  le  théorème  III, 

Mais  du  développement  de  v^A  +  a  on  passe  à  celui 
de  yA  en  retranchant  a  du  premier  quotient  ;  pareille- 
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ment  on  passe  de  y/A  —  a  à  ^A  en  ajoutant  a  au  premier 
quotient;  donc  la  suite  des  quotients  incomplets  dans  le 

développement  de  v^A  peut  être  représentée  de  l'une  ou 
de  Fautre  des  deux  manières  suivantes  : 

•  » 

«{«,,    «a,...,   I2*_|,    2a)    («,,    «2,...)..., 

a  (flit-i,  ^3r*_j,...,  û,,  ia)  («4^1,  ...)••  •> 

on  voit  que  le  dernier  quotient  de  chaque  période  est  égal 

à   2<7,  et  que  les' quotients  qui  précèdent  forment  une 

suite 

rti,   Hj, . . . ,  «*— a,  ^74—1 

dans  laquelle  deux  termes  également  éloignés  des  extrêmes 
sont  égaux  entre  eux. 

D'après  le  théorème  IV,  si 

a-^sfÂ        E,  +  v/Â  E*_i  -h  sfk         E*_,  -+-  v^Â 


9  •  •  •  9 


est  la  suite  des  quotients  complets  relatifs  à  V^  •+-  a,  la 

suite  correspondante  pour  -^ sera 

yJK —  a 

a  +  sj'k       E*^,  -4-  v/Â  .  E,  -f-  v/a       E,  +  v^ 

il  est  évident  que  ces  deux  suites  coïncideront  si  l'on 
efface  le  premier  terme  de  la  première  suite  ;  par  consé- 
quent on  a  El  =:  a^  et,  dans  chacune  des  deux  suites 

E» ,    E3 , .  .  . ,  Ej^i , 

D, ,  Dj ,  D3 , . . . ,   D*_, , 

les  termes  également  éloignés  des  extrêmes  sont  égaux 
tîntre  eux.  Il  suit  de  là  que  la  période  des  quotients  com- 
plets obtenus  dans  le  développement  de  v^  peut  être  re- 
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présentée  par 

fl-f-V^       E3-+-\/Â.      E3-f-\/Â  E^-hs/A       a-hs/Â 


>       =r >       îT î'^'î 


D.  D,  D3  D,  1 

26.  L'équation  x*  —  A  =  o,  à  laquelle  se  rapporte  le 
théorème  précédent,  appartient  à  une  classe  d'équations 
remarquables  qu'il  est  intéressant  d'étudier.  Nous  nous 
proposerons,  à  ce  sujet,  la  question  suivante  : 

Problème.  —  Trouver  les  équations  du  deuxième 
degré  à  coefficients  rationnels  dont  les  racines  se  rfeVe- 
loppent  en  des  fractions  continues  teiininées  par  les 
mêmes  quotients. 

Si  X  désigne  l'une  des  racines  d'une  telle  équation^ 
l'autre  racine  (n^  15)  devra  être  de  la  forme 

a.T  -h  b 
a'x-hb'' 

a,  by  a\  b'  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs  liés  par 
la  relation 

(i)  ab'-^ba'  =  ±i. 

Cela  posé,  soit  —  P  la  somme  des  deux  racines,  on  aura 

^  ajT  -h  b 


a'œ-hb' 
ou 

Vb'-hb 


(-^)' 


Jr'-H  I  FH : —  |  X -\ ^~: =  O 


ce  qui  doit  être  l'équation  demandée  ;  mais  pour  que  la 
somme  des  racines  soit  eifectivement  égale  à  —  P?  il  faut 

que  Ton  ait 

b'z=^a, 

après  quoi  la  condition  (i)  donne 


a' 
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L'équaliop  demandée  est  donc 


(2)  x'H- 


P  est  une  quaniîlé  rationnelle  quelconque,  a  est  un  nom- 
bre entier  quelconque,  enfin  a'  est  un  diviseur  quel- 
conque de  a'  dz  I . 

Les  fractions  continues  dans  lesquelles  se  développent 
les  racines  de  l'équation  (a)  ont  donc  nécessairement  la 
même  période;  d'un  autre  côté,  d'après  le  théorème  III, 
la  période  de  l'une  de  ces  fractions  continues  est  inverse 
de  la  période  de  l'autre.  Il  en  résulte  que  chaque  période 
est  une  suite  symétrique  ou  qu'elle  est  formée  par  la  juxta- 
position de  deux  suites  symétriques,  dont  l'une  peut  se 
réduire  à  un  seul  terme.  En  effet,  soit 

^o>  ^i>  ^a>  •  •  •  »^ii— 1 

la  période  dont  il  s'agit^  d'après  le  théorème  III,  ou  pourra 
aussi  considérer  la  période  comme  étant 

.II  peut  arriver  que  les  termes  de  cette  seconde  suite  soient 
respectivement  égaux  aux  termes  qui  occupent  les  mêmes 
rangs  dans  la  première  \  dans  ce  cas,  la  période  est  symé- 
trique. Mais  pour  que  les  deux  suites  dont  il  s'agit  puis- 
sent être  considérées  comme  périodes  de  la  même  trac- 
tion continue,  il  n'est  pas  nécessaire  que  les  termes  de 
même  rang  soient  égaux,  car  on  est  libre  de  prendre  un 
^  terme  quelconque  pour  origine  de  la  période.  La  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  est  que  les  termes  de  la 
suite  précédente  soient  égaux  aux  termes  qui  occupent 
respectivement  les  mêmes  rangs  dans  la  suite 
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m  étant  un  indice  indéterminé.  Cette  condition  s'expri- 
mera donc  par  Tégalité 

qui  doit  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  o,  i ,  2 , . . .  •  (/i  —  i  ) 
de  l'indice  k ;  en  conséquence,  la  période  sera  composée 
des  deux  suites 

dans  chacune  desquelles  les  termes  également  éloignés  des 
extrêmes  sont  égaux  entre  eux. 

Remarque  I.  —  Il  faut  remarquer  que  les  racines  de 
Téquation  (2)  donnent  lieu  à  des  fractions  continues  qui 
se  terminent  par  les  mêmes  quotients,  lors  même  que  la 
quantité  P  serait  irrationnelle.  Seulement,  dans  ce  cas, 
ces  fractions  continues  ne  sont  plus  périodiques,  d'après 
le  théorème  II. 

Remarque  II.  —  Nous  savons  que  l'équation  {2)  com- 
prend comme  cas  particulier  l'équation  x^  —  A  =  o, 
où  A  désigne  un  nombre  entier.  Pour  la  réduire  à  celte 
forme,  il  faut  faire  P  =  o  et 

—  =  A     ou     a'^A  —  a^  =  ±ii 

a"  / 

ce  qui  prouve  que  Téquation  indéterminée 

admet  toujours  des  solutions  entières,  si  le  signe  du  se- 
cond membre  est  convenablement  choisi.  Nous  retrouve- 
rons plus  loin  cette  propriété  remarquable. 


6o  couns  d'algèbre  supérieuri^ 

Comparaison  des  réduites  qui  répondent  à  des  quotients 
complets  égaux  entre  eux,  dans  une  fraction  continue 
périodique* 

27.  Considérons  Tirrationnelle  du  deuxième  degré 

,  .        ^  E  +- v^ 

(1)  ^==— D-' 

qui  est  l'une  des  racines  de  Téquation 

Dx^— sEo: -h  F  =  o; 

les  nombres  D,  E,  F  sont  des  entiers  positifs  ou  négatifs 
et  Ton  a 

E^  —  DF  rrr  A. 

Soit  x'  Tun  quelconque  des  quotients  complets  qui  se  re- 
produisent périodiquement  dans  le  développement  dq  x, 
on  aura 

(2)  a/=  j^, 

E'  et  ly  étant  des  nombres  entiers  essentiellement  positifs. 
On  peut  faire  commencer  la  période  de  la  fraction  con- 
tinue au  quotient  incomplet  contenu  dans  x\  et  nous  la 
désignerons  par 

enfin,  nous  représenterons  par  -  la  valeur  de  la  fraction 

continue  formée  avec  ces  mêmes  quotients,  en  sorte  que 
l'on  aura 

(3)  r  =  «  + 


6  a. 


Cela  posé,  nous  nous  proposons  de  trouver  la  loi  des  ré- 
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duites 

//\  Po      *i  P» 

(4)  _,_^,. .,_,... 

de  la  fraction  continue  égale  k  x,  qui  répondent,  dans 
les  périodes  successives,  au  quotient  complet  jcf, 

K 
Si  l'on   représente  généralement  par  -^  celle  des  ré- 

P« 
duites  de  x  qui  précède  p-^»  on  aura  d'abord 

iffx  *n—i^   "t~   "n — I 

et  il  est  évident  que  la  formule  (5)  donnera  la  valeur  de 

P  a 

r^  si  Ton  y  remplace  xf  par  -;  on  aura  donc 

P»        a.Pn_i  -f-  6  P;,_ï 


Le  second  membre  de  cette  formule  est  une  fraction  irré-  v 
ductible  ;  car  si  Ton  retranche  ses  deux  ternies  l'un  de 
l'autre  après  les  avoir  multipliés  respectivement  par  Q„_i 
etP„_,,  puis  parQ'„_i  etP'„_, ,  on  obtient  pour  diffé- 
rences les  nombres  a  et  S  qui  sont  premiers  eniie  eux.  11 
résulte  de  là  que  l'on  a 

,^,  (   P»=:aP„.,-f-6P;^., 

{  Q,r=aQ^.-l-6Q„-x. 

Si  l'on  porte  dans  la  formule  (5)  les  valeurs  de  P;^_j  et  de 
Q[n-^x  tirées  des  équations  (6),  il  viendra 

_P,-(a-ea:^)P,,. 

d'où  l'on  tire 

(7)  P«  -  Q„a:  =  (a  -  6 x')  (P„_^  -^  Q«_.^). 


1 
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Donnons,  à  ii  les  valeurs  i,  2,  3, . .  .,n  dans  la  for- 
mule (7),  et  multiplions  entre  elles  les  n  égalités  ainsi 
obtenues,  on  aura 

(8)  P„-Qa^  =  (Po-Qo^)  (a-6ar')». 
Si  Ton  fait,  pour  abréger, 

(9)  «.  — a  — 6p,      ''•='d/' 

puis  que  Ton  désigne  par  «„  et  j^„  deitx  nombres  ration- 
nels définis  par  Téquation 

(10)  Un—VnSl^=  {Ui  —  Pt  y/Â)", 

la  formule  (8)  donnera,  en  remplaçant  x  et  x'  parleurs 
valeurs  (1)  et  (2), 

'    Si  l'on  effectue  les  calculs,  qu'on  égale  de  part  et  d'autre 
les  parties  rationnelles  et  les  parties  niultipliées  par  v'A, 

qu'on  remplace  enfin  le  rapport  — - —  par  sa  valeur — F, 

on  aura 

Le  développement  de  la  formule  (10)  fera  connaître  les 
quantités  i/^  et  i^^,  après  quoi  les  formules  (12)  donne- 
ront les  valeurs  de  P^  et  Q„,  et  résoudront  ainsi  le  pro- 
blème que  nous  nous  étions  proposé. 

28.  Considérons  les  expressions  des  quantités  Uj  et  Ui 
qui  nous  sont  données  par  les  formules  (9).  Si  l'on  re- 

a'  a 

présente  par  -  la  réduite  qui  précède  -  dans  le  dévclop- 
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pcment  du  quotient  complet  x^,  on  aura 


a  x'  -4-  a' 


g^;-^-^,       d'où       6^'^_(«_6')j;'-a':=0; 

remplaçant  od  par  sa  valeur  — — —  5  et  égalant  ensuite 

à  zéro  la  partie  rationnelle,  ainsi  que  la  partie  multipliée 
par  Va,  il  vient 

6  ^-t_Ë!!  _  (a  —  6'V|^  -  a'  =  o,      2 6 1-'  -  (a  —  6')  rz:  o, 
doù 

Au  moyen  de  ces  relations,  les  formules  (9)  deviennent 


et  comme  la  difTérence  aS'  —  Sa'  est  égale  à  +  i ,  on  aura 

(i5)  «î  — Aff=±i. 

Nous  pouvons  conclure  de  tout  cela  une  propriété 
remarquable,  qui  consiste  en  ce  que  les  quantités  u^ 
et  Vy^  ont  Jes  mêmes  valeurs,  quel  que  soit  le  quotient 
complet  à  partir  duquel  pn  fait  commencer  la  période, 
pourvu  que  le  nombre  des  quotients  que  Ton  fait  figurer 
dans  cette  période  reste  le  même.  En  effet,  supposons  que 
Ton  fasse  commencer  la  période  au  quotient  complet  qui 
vient  après  a/,  la  période  des  quotients  incomplets  sera 

désignons  par  -r^  la  fraction  continue  formée  avec  ces  k 

/ 

quotients,  et  par  jj-  celle  qui  est  formée  avec  les  mêmes 
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quotients,  sauf  le  dernier.  Il  est  évident  que  l'inverse  -r 

de  la  seconde  fraction  est  égal  à  j  —  û  ,  et  que  l'in- 
verse — '  de  la  première  est  égal  à  ^ -,  —  a.  On  a  donc 

6\  _  a  —  gg        6,  __{afl-f  a')— ^(6âr-f-6') 

et,  par  conséquent, 

«,  =  6fl-h6',     6',=  a  —  êfl, 

d'où  l'on  tire 

a,  -f-  6*,  =  a  -h  6'  j 

on  a  d'ailleurs 

ai  €^  —  6,  ol\  =  a  6'  —  6  a'  =:  dtz  l . 

Ces  dernières  formules  montrent  que  les  valeurs  de  u^ 
et  de  f'i,  données  par  les  équations  (i4)î  ^^  changent  pas 

quand,  au  lieu  d'employer  la  fraction  -  qui  répond  au 

quotient  complet  x'^  on  se  sert  de  la  fraction  analogue 

■^  relative  au  quotient  complet  qui  vient  après  a/. 

Je  dis  maintenant  que  u^  et  f^i  sont  des  nombres  entiers 
ou  des  fractions  ayant  pour  dénominateur  2.  La  première 
des  formules  (i4)  montre  qu'il  en  est  ainsi  à  l'égard  de 

Ui]  quant  à  ^'i,  sa  valeur  est  =^7  :  soit  -  ce  que  devient 

cette  fraction  lorsqu'on  la  réduit  à  sa  plus  simple  ex- 
pression. Le  nombre  D'  est  un  multiple  de  g";  ensuite  les 
formules  (i3)  montrent  que  2E'  est  divisible  par  g,  et 
que  4  A  l'est  par  g'*;  mais  on  a  vu  (n°  18)  que  D'  et  E'  ne 
peuvent  avoir  un  diviseur  commun  0,  dont  le  carré  6* 
serait  un  diviseur  de  A  5  il  en  résulte  que  notre  nombre  g 
est  nécessairement  c'gal  à  i  ou  à  2.  Si  g"  est  égal  à   i ,  f^j 
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est  entier,  et  «j  Test  aussi  à  cause  de  la  formule  (i5).  Si 
g"  est  égal  à  2,  les  nombres  Wj  et  i'i  ont  l'un  et  l'autre  le 
dénominateur  2^  en  effet,  dans  Thypothèse  où  nous  nous 
plaçons,  D'  est  pair,  et  si  Ui  était  entier,  E'  serait  divi- 
sible par  2,  à  cause  des  formules  (9),  et  A  le  serait  par  4, 
à  cause  de  la  formule  (i5).  Or,  il  est  permis  de  suppo- 
ser, comme  nous  l'avons  déjà  dit,  que  les  trois  nombres 

D'     E'         A  1  .  .  j        1 

—  )  —   et  -7  ne  sont  pas  tous  les  trois  entiers:  donc  Je 

224 

nombre  u^  ne  peut'être  entier  quand  Vi  est  fractionnaire. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  des  nombres  i/i  et  Vj  a  lieu 
également,  quel  que  soit  n  à  l'égard  des  nombres  u„ 
eii^n'  On  voit  immédiatement,  par  la  formule  (10),  que 
w„  et  i^„  seront  entiers  si  m,  et  i^i  sont  eux-mêmes  entiers. 
Supposons  donc  que  ces  derniers  nombres  aient  le  déno- 
minateur 2.  Si  l'on  fait  successivement  «  =  2  et  /i  =  3, 
dans  la  formule  (10),  il  viendra,  en  ayant  égard  à  la  for- 
mule (i5), 

«2  —  ï^a  \/A  =:  (  2  «  Jlt  I  )  —  2^^Ç^^A, 

«3 — «^3  v/Â=  (4.w;db3«,)  —  (4«?±i)^'i  ^. 

On  voit  que  si  Wj  et  1^1  sont  de  la  forme  k  -\ — ^  k  étant 

2 

un  entier,  u^  et  (^,  seront  de  la  même  forme,  tandis  que  u, 

et  v^  seront  entiers.  D'ailleurs,  si  l'on  fait  a*  =  3f/.  -h  v, 

V  étant  l'un  des  nombres  o,  i,  2,  on  a 

comme  i/j  et  ^^3  sont  entiers,  «3^  et  v^^    le  sont  aussi  5  d'ail- 
leurs u^  et  i^^  ne  peuvent  avoir  que  le  dénominateur  2, 

puisque  v  est  <^  3  5  donc  il  en  est  de  même  de  z/„  et  de  v„. 
On  peut  même  ajouter  que  les  nombres  w„  et  »^„  sont  tous 
I.  5 
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deux  entiers  ou  tous  deux  fractionnaires.  En  effet,  si  l^on 
multiplie  Féquation  (lo)  par  celle  que  Ton  obtient  en  y 

changeant  V^A  en — ^A,  on  aura,  à  cause  de  la  for- 
mule (i5), 

II  est  évident  que  si  i^»  est  entier,  ii„  Test  aussi.  Si  i^n  est 
fractionnaire,  w„  ne  peut  être  entier,  car  s'il  Tétait,  A  se- 
rait divisible  par  4?  d'après  la  formule  (16)*,  alors  »t 
serait  entier  d'après  la  formule  (i5),  et  i^i  le  serait  aussi,* 
comme  on  l'a  vu  plus  haut.  Notre  hypothèse  est  donc 
inadmissible,  car  f^„  ne  peut  être  fractionnaire  quand  Ut 
et  1^1  sont  entiers. 

'  Nous  avons  démontré  que  les  valeurs  de  ii|  et  de  Ui  sont 
indépendantes  du  quotient'à  partir  duquel  on  fait  commen- 
cer la  période  de  l'irrationnelle  a: = — =r- —  •  On  peut  ajou- 
ter que  ces  quantités  sont  les  mêmes  pour  les  deux  irration* 

nelles  — - — 9  — — — >  racines  de  la  même  équation  à 

coefficients  entiers.  En  efTet^  d'après  les  formules  (14)9 
les  valeurs  de  Wi  et  de  i'i  ne  dépendent  que  de  la  somme 
a  -t-  6',  puisque  la  différence  a& —  6a'  est  égale  à  dt  i .  Or, 

quand  on  passe  de  l'irrationnelle  — --^  à  Tirrationnelle 
conjuguée  zt  — 5^'   '®s  fractions  ^j  ^  doivent  être 

remplacées  respectivement  par  -,»  j,  ?   en  sorte  que  les 

nombres  a  et  6'  restent  les  mêmes  ;  donc  Mj  et  v^j  n  éprou- 
vent aucun  changement. 

29.  Nous  allons  examiner  actuellement  ce  qui  arrive 
quand  on  donne  à  l'entier  n  deè  valeurs  négatives  dans  les 
formules  (10),  (11),  (la).  Si  Ton  change  n  en  — n,  la 
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formule  (lo)  devient 


■--,"■  ■  ♦ 


ou,  à  cause  de  la  formule  (i5), 

OD  a  donc 

(17)  tt_„=(±i)-w„,      f_„  =  — (±i)«r„. 

D'après  cela,  on  aura,  en  changeant  aussi  n  en  — n 
dans  les  formules  (12), 

(  (±  0-  P_„  .=  Po  «„  -  (EPo  -  FQ.)  p„ 
^'  1  (±i)"Q_„=:Qoa»~-(DPa~EQo)c'„. 

Ces  formules  (18)  définissent  les  nombres  (dt  !)"?_„, 
(zfci)"Q_„  dont  les  expressions  se  déduisent  respective- 
ment de  celles  de  P„^  Q„  par  le  changement  du  signe 
de  (^„;  on  les  combinant  avec  les  formules  (12),  on 
obtient 

(±  1)"  P_„  -f-  P„  r=  2P,  «,,     (±  i)»Q,  -h  Q.  =  2Q.  u„; 

2M„  étant  entier,  on  voit  que  P_„  et  Q_„  sont  comme  P„ 
et  Q„  des  nombres  entiers. 

Si  Ion  divise  les  formules  (18)  pari^„  et  que  Ton  fasse 
usage  de  la  formulé  (i),  il  viendra 

(l^f^:=(E-s/Â)(Q.x-P.)  +  P.(j-v/i), 
(>9)  '         "  V".  / 


or  Téquation  (16)  donne 

(.0)  ^-s/A-  ^"^'^ 


5. 
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d'ailleurs  les  nombres  i/„  et   Un  croissent  indéfinimeut 

avec  riy  donc  —  a  pour  limite  \/A  quand  n  tend  vers  l'in- 
fini. On  voit  alors,  par  les  formules  (19),  que  les  valeurs 
absolues  de  P_„  et  de  Q_„  croissent  aussi  indéfiniment 
avec  «,  et  que  pour  «  =  00  on  a 

Jim  -r —  = — 9 

Q-n  D 

P— 

c'est-à-dire  que  l'expression  —^  converge  vers  l'irration- 

nelle  conjuguée  de  x.  Si  l'on  retranche  la  seconde  équa- 
tion (19)  de  la  première,  après  l'avoir  multipliée  par 

^  ->  on  trouvera,  en  faisant  usage  de  la  formule  (20), 


D 


(.,)  4p_-^«.]  '•  '■>* 


Po -1^  Qo 


Un  .- 

r  +  s/A 


multiplions  cette  équation  par  la  seconde  équation  (19), 
et  faisons  ensuite  /i  =  00  ^  il  viendra 

lim  (±  0"  Q^  [?_„  -  5^^  Q^] 

Le  second  membre  de  cette  formule  est  égal  à, 

L_^[(DPo-EQa)'-AQ;], 

DX^VA 

et  par  suite  (n*^  19)  égal  à 

— F' 
2  VA 
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P 

puisque  la  réduite  j^  de  la  fraction  continue  x  répond  à 

un  quotient  complet  de  dénominateur  D'.  D'après  cela,  si 
l'on    désigne  par  s„   une   quantité   qui    s'annule  |)our 


»  =  00  ,  on  aura, 


(22)  7j '      — 


D' 

e 


n 


L—n 


Le  rapport  — j^  est  plus  petit  que    1 5  donc,  pour  des 

2  V  A 

valeurs  de  n  suffisamment  grandes,  le  ^second  membre  de 
la  formule  (22)  aura  la  forme 

0  étant  compris  entre  o  et  i .  Le  nombre  0  sera  même 
inférieur  à  -  si  Ton  a  iy<' VA,  et  alors  Ja  fraction  — -" 

sera  certainement  (n^  8)  l'une  des  réduites  de  la  fraction 
continue  dans  laquelle  se  développe  l'irrationnelle  con- 
juguée de  X, 

30.  Mais  il  y  a  plus,  et  nous  allons  prouver  que  si 

l'on  exclut  la  valeur  w  =  i,  les  fractions  —^  sont,  se- 

néralement,  les  réduites  successives  qui  répondent  aux 

quotients  complets  égaux  a  ^^ —~ dans  le  de- 

veloppement   de    l'irrationnelle   ±  — — —  en  fraction 

continue. 

Pour  démontrer  la  proposition  qui  vient  d'être  énoncée, 
posons 

E_v^  ,         E^-f-y/Â    , 
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z*  et  3d  sont  relativement  â  z  et  x  des  quotients  complets 
correspondants,  et  leurs  développements  fournissent  des 
fractions  continues  périodiques  simples,  dans  lesquelles 
les  périodes  sont  inverses  Tune  de  l'autre  ;   en  outre, 

a/  et ^  sont  les  racines  d'une  même  équation  à  coef- 
ficients entiers;  si  donc  on  remplace  a/  par >)  dans 

la  formule 


P.  x'  -f-  P', 


0 


Q.*'  +  Q'. 

le  second  membre  se  réduira  à  2,  et  l'on  aura  en  consé- 
quence 

^  -  P^.  z'  +  P. 

^      -Q'.^'-hQ.* 

R 
Soient  -^  une  réduite  de  z'  répondant  à  un  quotient  corn- 


S 

S' 


R'  R 

plet  Ç  ^t  ^  la  réduite  qui  précède  —  »  on  aura 

,_R^-f-R^ 

"^  —  SÇ  -+-  S'  ' 

puis 

(PoS-P^,R)^-h(PoS^-P^oR^)  ^  M^H-M^ 
QoS  -  Q;  R)Ç  h-  (QoS'  -  Q;  R')  -  Nç  4-  N' 


z 


p 

Cela  posé,  nous  supposerons  que  la  réduite  -^9  qui  ré- 

pond  au  quotient  yl  dans  la  fraction  continue  Jt,  soit 
prise  dans  la  première  période,  et  nous  allons  chercher 

combien   on    doit   introduire  de    quotients   incomplets 

R  M        M' 

dans  la  réduite  —  pour  que  ^  et  ^  soient  deux  réduites 

consécutives  de  z.  Il  faut  d'abord  que  M  et  M'  aient  le 
même  signe,  ainsi  que  N  et  N',  ce  qui  revient  à  dire  que 


SECTIOBI    I.    —    CHAPITRE    II.  Jl 

les  fractions  ^  et  ^  ne  doivent  être  comprises  ni  Tune 

o  j»/  p 

ni  Tautre  entre  ~  et  ^«  La  réduite  ~  peut  embrasser 

un  ou  plusieurs  quotients  de  la  période  de  x  \  mais,  par 

hypothèse,  le  nombre  de  ces  quotients  est  au  plus  égal 

p 
k  k  —  I  ;  il  en  résulte  que  si  le  développement  de  -^  ou 

de  ^  coïncide,  dans  les  premiers  termes,  avec  le  déve- 

loppement  de  z',  cette  coïncidence  ne  pourra  persister 
au  delà  du  (k — ly^*^  quotient:  donc,  si  l'on  introduit 

R  R' 

k-\-i  quotients  dans  -  et,  par  suite,  k  dans  -7-»  aucune 

des  fractions  -^î  ^  ne  sera  comprise  entre  -  et  ^  ;  en 

conséquence,  les  rapports  «ï?  et  ~  seront  positifs.  Si  ces 

M         M' 
rapports  sont  supérieurs  à  Puni  té,  les  fractions  ~j»  et  "^ 

seront  deux  réduites  consécutives  de  z'^  dans  le  cas  con- 
traire, soit  Ç  =  c  -I-  -  ,  c  étant  l'entier  contenu  dans  ^, 

il  viendra 

_  (Mg-hM^)^.  +  M 

Uc  H-  M'        M  ,  , 

ce  qui  montre  que  tt r;7  et  --  sont    alors  deux    re- 


duites  consécutives  de  z.  Or,  au  lieu  d'opérer  comme 
nous  venons  de  le  faire,  il  suffit  évidemment  d'introduire 

R  R 

dans  ~  un  quotient  de  plus  5  si  donc  la  réduite  —  em- 

brasse  A  -4-  2  quotients  au  moins,  la  fraction   ^  sera  une 

M' 
réduite  de  r,  et  elle  sera  précédée  de  la  réduite  tt:  • 
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Il  faut  pour  notre  objet  prendre  le  quotient  complet  ^ 

.M' 
égal  à  z' \  par  conséquent,  pour  que  la  fraction  —  ou 

Po  s^  —  p;  R^ 
q„s'-q;r' 

soit  une  réduile  de  z  répondant  au  quotient  complet  qui 
précède  z\  il  peut  être  nécessaire  d'employer  deux  pé- 

riodes  de  quotients,  au  moins,  pour  former  la  fraction  —y 

mais  deux  périodes  suffiront  toujours  si  h  est  supérieur 
ai.  Lorsque  \  est  égal  à  i,  la  période  se  réduit  à  un  seul 

terme  a  \  les  rapports  t;^^  et  — 7  seront  positifs  si  Ton  prend 

—.  =  a  H — >  et  il  est  facile  de  vérifier  que  ces  mêmes  rap- 

ports  seront  supérieurs  31,3  moins  que  Ton  n'ait  a  =  i. 
Dans  ce  cas  particulier  d'un  seul  quotient  égal  à  l'unité, 
il  est  nécessaire  d'introduire  trois  quotients  au  moins 

dans  la  réduite  — - 

Désignons  par  —  la  valeur  de  l'expression  précédente, 

lorsqu'on  emploie  n  périodes  de  quotients  pour  former 
—  5  on  aura,  en  remplaçant  F,  et  Ç^^  par  leurs  valeurs 
tirées  des  formules  (6) 

t„  =  Qo(s'-f-|R')-Q.|, 
ou,  en  éliminant  P^  et  Qi  par  le  moyen  des  formules  (12), 
$„  =  P,  (s'  -I-  i^'  R')  -  (EP.  -  FQ.)  ^  R', 

^„  =  Q.  /s'  -I-  '"-^  R')  -  (DP.  -  EQ.)  J  R'. 
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D'après  notre  hypothèse,  -^  est  une  réduite  de  J  qui  ré- 

pond  au  dernier  quotient  de  la  n'*"**  période  :  d'ailleurs 

^  est  la  réduite  qui  répond  au  même  quotient  pris  dans 

la  première  période  -,  donc  les  valeurs  de  R'  et  de  S'  se- 
ront données  par  les  formules  {12),  si  Ton  y  remplace 

Po^t  Qo  par  6  et  6',  D,  E,  F  par       ^      ,   E',  —  !>,  et 
qu'on  écrive  n  —  i  au  lieu  de  n  -,  on  a  ainsi 

En  faisant  usage  des  formules  (i3)  et  (14)9  ainsi  que  des 
relations 

qui  résultent  de  l'identité 

(«n  —  «'n  VÂ)  =  (a«-i  —  «'«-i  VÂ)  (w,  —  V,  s[Jl)  , 

on  obtient  les  valeurs  suivantes  de  R'  et  S'  ; 

R    =  -  t'«,  ^    =Un Vn\ 

les  expressions- précédentes  de  $„  et  de  ^„  deviennent  en- 
suite 

çe„=:Po«„— (EP«  — FQ.)f„, 

^«  ==  Q.  w«  —  (DP«  —  EQo  )(>„ , 
et,  par  conséquent,  on  a 

«„:r=(±l)«P_„,       ^„.==(±:i)-Q_„, 

ce  qui  démontre  bien  que  pour  les  valeurs  de  n  supé- 
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P 

rieures  à  i ,  les  fraclions  -^  sont  les  réduites  qiiî  répon- 

dent  aux  quotients  complets  précédant  les  quotients 
égaux  à  2!  dans  les  périodes  successives  de  la  fraction 
continue  z.  Il  faut  remarquer. que  la  première  des  ré- 

duites  ~^»  savoir  — — »  peut  répondre  à  un  quotient  com- 
pris  dans  la  partie  non  périodique. 

31 .  Le  cas  de  aï  =  i  constitue  une  exception  ;  la  frac- 
tion -^  peut  être  une  réduite  de  z  ou  de  ar,  et  dans  ce 

dernier  cas  elle  répond  toujours  à  un  quotient  compris 
dans  la  partie  non  périodique;  il  peut  arriver  aussi  que 

la  fraction  p~-  ne  fasse  partie  des  réduites  d'aucune  des 

fractions  continues  x  ex.  z.' 

Le  cas  de  n  =  a  fait  lui-même  exception ,  comme 
nous  l'avons  déjà  dit,  lorsque  les  périodes  de  a:  et  de  js 
se  réduisent  à  un  seul  quotient-égal  à  l'unité.  L'équation 

5x^  —  25a:  -4-  3i  1=  o 

en  offre  un  exemple.  Les  deux  racines  sont 

—  25  -+-  v^  25  -f-  v^ 


—  10  10 


les  réduites  -^  de  a:  qui  répondent  aux  quotients  pério- 
diques  sont  données  par  les  formules 

Un  -f-  ^n  V5  =  (    ^  j     • 

On  lire  de  là 

Po_7       Pii__9       5!'^       El  —  £^       Ei~ii 
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puis,  en  donnant  à  n  des  valeurs  négatives, 

Q-.~i'     Q-,""^'     Q-,"~i'     Q-4""3'"" 

Dans  cette  dernière  suite,  la  deuxième  fraction  n'est 
une  réduite  pour  aucune  des  deux  racines  x  et  z  ;  la  pre- 
mière et  la  troisième  fraction  sont  des  réduites  de  z  qui 
répondent  à  deux  quotients  de  la  partie  non  périodique, 
et  ce  n'est  qu'à  partir  de  la  quatrième  fraction  que  com- 
mencent les  réduites  relatives  aux  quotients  périodiques. 

Cas  de  la  racine  carrée  d'un  nombre  entier, 

32.  Oii  a,  dans  ce  cas,  E  =  o,  D  =  i,  F  =  —  A,  et 
la  formule  (ii)  se  réduit  à 

P„  —  Q«  V^  =:  (  Po  -  Qo  /i  )  (a«  -  i'n  V/Â  ) . 

Pu 

Supposons  que  nos  réduites  j^  soient  celles  qui  répondent 

aux  quotients  complets  égaux  à  a  +  \/Â,  a  étant  le  plus 
grand  entier  contenu  dans  ^A.  Alors  le  premier  terme  de 
la  période  des  quotients  incomplets  sera  2a^  on  aura 

Jî^^-û,       d'où       Po:r=a-6«,      Qezrzg; 

en  outre,  comme  on  a  ici  E'  =  a,  ly  =  i ,  les  formules  (9) 
donneront 

on  aura  donc 

Exemple.  —  Soit  A  =  7.  La  période  des  quotients  in- 
complets qui  viennent  après  le  premier  quotient  2  est 
1,1,  i,  4  ;  la  réduite  qui  répond  au  dernier  quotient  de 
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Q 

cette  période  est  -  •  Posant  donc  Po=  8,  Qo  =  3,  on  aura 


Pn-Q»V^=(8-3v^) 


n+i 


d'où 


Pi-"Qiv/7  =  i27  —  48v^, 
P2  —  Q2  V^  =  2024  —  765  v^7, 
P3  —  Q3V'7  ==  32267  —  1 2192  v^, 

33.  On  peut  conclure  de  ce  qui  précède  une  propriété 
des  réduites  qui  répondent  au  dernier  quotient  complet 
dans  les  périodes  successives  du  développement  de  la  ra- 
cine carrée  d'un  nombre  entier.  On  a  effectivement 

P^.  -  Q,_,  v^Â  ==  (Po  -  Qo  v/Â)% 

P,;^,  -  Q,^,  V'Â  =3  (  Po  —  Qo  v'Â)=^", 
d'où 

Psn-i  —  Q2«-.  s/Â  =  (P„_,  —  Q„_,  v/a)s 

égalité  qui  se  décompose  dans  les  deux  suivantes  : 

Para— i  =^  P/ï — I  ~f"  AQn  —  ij       Q2/1— 1  ^^^  2  Pn— I  Qn— i» 

Si  l'on  désigne  par  X„  la  réduite  qui  répond  au  quotient 
a  -h  yA  pris  dans  la  71'*'"*  période,  on  aura 

^n  —  JZ 5        -^an  —  TT > 

Vn— 1  Vîn— 1 

et  les  formules  précédentes  donneront 

■**-n 

2Jl  ? 

2 

d'où  il  suit  que  la  réduite  Xj„  est  la  moyenne  arithraé- 

A 

tique  des  deux  quantités  X„  et  :^t  dont  la  moyenne  géomé- 


« 
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trique  est  ^A.  La  formule  précédente  peut  encore  se 
mettre  sous  la  forme 


2 


X2B  -A-n 


2X„ 


î 


et  il  en  résulte  que  la  réduite  X|„  est  précisément  la  va- 

leor  approchée  de  yA  à  laquelle  conduit  la  méthode 
d'approximation  de  Newton  dont  il  sera  parlé  plus  loin, 
quand  on  prend  X„  pour  une  première  valeur  approchée. 

Sur  V application  de  la  théorie  des  fractions  continues 
à  Vanalyse  indéterminée  du  deuxième  degré, 

34.  Soit 

une  racine  irrationnelle  et  positive  de  Téquation 

(i)  Da;*— 2Ea:-f-F:=o, 

dans  laquelle  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers  po- 
sitifs ou  négatifs. 

p 
On  a  vu  au  n**  18  que  si  -—  est  une  réduite  répondant  à 

un  quotient  complet  de  dénominateur  H;  dans  le  déve- 
loppement de  X  en  fraction  continue,  on  a 

ou,  en  remplaçant  A  par  E'  —  DF, 

DP^~  2EP„Q„-h  FQ^:=±H; 

le  signe  +  ou  —  ayant  lieu  dans  le  second  membre,  sui- 

P 

vaut  que   rr^  est  une  réduite  de  rang  pair  ou  de  rang 
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impair.  L'égalité  précédente  montre  <}ue  Tune  des  deux 
équations  indéterminées 

(2)  D^'— 2E7Z -|-F«^=:H- H, 

(3)  Df'  —  2E7Z  H-  F«^=r  —  fi, 

sera  satisfaite  par  les  valeurs 

t 

Supposons  que  j^  soit  la  réduite  qui  répond  à  un  quotient 

complet  de  dénominateur  H  pris  dans  la  (/i  -h  i )'*"*•  pé- 
riode; si  le  nombre  des  quotients  contenus  dans  une 
période  est  pair,  les  réduites 

Po       P.       P. 

—  •     — -  >    —  *  •  •  •  ^ 

Q.    g,    Q, 

seront  toutes  de  rang  impair  ou  toutes  de  rang  pair;  elles 

fourniront  donc  une  suite  infinie  de  solutions  entières 

pour  Tune  des  deux  équations  indéterminées  (a)  et  (3). 

Mais,  si  la  période  de  la  fraction  continue  x  renferme  un 

P 
nombre  impair  de  quotients,  les  réduites  j^  seront  alter- 

nativement  de  rang  pair  et  de  rang  impair;  en  consé- 
quence elles  donneront  une  infinité  de  solutions  entières 
pour  chacune  des  équations  (2)  et  (3).  Il  peut  arriver 
qu'il  y  ait  dans  la  même  période  plusieurs  quotients  com- 
plets de  dénominateur  H,  et  Ton  doit  alors  appliquer  à 
chacun  d'eux  ce  qui  vient  d'être  dit. 

Les  solutions  entières  dont  il  vient  d'être  question,  et 
qui  répondent  à  un  même  quotient  complet  pris  dans  les 
diverses  périodes  de  a:,  peuvent  être  représentées  par  les 
formules 
,  I  r  ^  Po ««  -h  (EPo  —  FQo)  f„. 
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tf.et  i^^  désignant  ici  les  mêmes  quantités  qu'au  n*^  27; 
ces  deux  formules  çont  comprises  dans  la  suivante 

OÙ  le  radical  yA  peut  être  pris  avec  un  signe  quelconque; 
en  donnant  à  ce  radical  le  signe  +  et  le  signe  -^  succes- 
sivement, et  en  multipliant  ensuite  les  deux  équations 
résultantes,  il  vient 

Dj»—  aEjâ  -h  Fz'  =z  (DP;  —  2EP«Q«  4-  FQJ)  («J  —  Ap?)». 

Comme  «J  —  A»'|=±i,  le  second  membre  de  cette 
égalité  ne  change  pas  par  le  changement  de  n  en  —  n  ; 
par  conséquent,  quand  on  donnera  à  n  toutes  les  valeurs 
entières  de  -^  00  à  +  00  ,  les  formules  (4)  fourniront  des 
solutions  entières  en  nombre  infini,  pour  chacune  des 
équations  (  2  )  et  (  3  ) ,  si  la  période  de  jc  renferme  un  nombre 
impair  de  quotients,  et  pour  une  seule  de  ces  équations 
seulement,  si  le  nombre  des  quotients  contenus  dans  la 
période  est  pair. 

Les  résultats  qui  précèdent  ont  été  lires  de  la  considé- 
ration de  l'une  dès  racines  x  de  Téquation  (1);  la  deuxième 
racine  ne  donnerait  rien  de  plus,  car  en  attribuant  à  n 
des  valeurs  négatives  dans  les  formules  (4)9  noiis  avons 
fait  intervenir,  d'après  ce  qu'on  a  vu  précédemment,  les 
réduites  qui  naissent  du  développement  de  la  rs^cine  con- 
juguée de  X. 

35.  Lorsque  le  nombre  entier  H  est  inférieur  à  ^, 
l'analyse  précédente  fait  connaître  toutes  les  solutions  en- 
tières des  équations  (2)  et  (3).  On  a  effectivement  ce 
théorème  : 

Théorème.  — ^  Les  nombres  D,  E,  F,  H  étant  des  en- 
tiers  et  H  étant  <[  v^A,  si  les  entiers  positifs  Pet  Q,  511/7- 
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posés  premiers  entre  eux^  satisfont  à  t équation 

la  fraction  —  sera  nécessairement  une  réduite  de  Vune 
Q 

des  fractions  continues  qui  représentent  les  racines  de 

l*  équation 

Da:'  —  2ExH-F=o, 

sauf  une  légère  exception  dont  il  sera  parlé. 

On  a,  par  hypothèse, 

(i)  DP2— 2EPQ-i-FQ2=iz±H, 

et  l'une  quelconque  des  racines  de  l'équation 

Dar2_2Ea?-+.  F  =o 

peut  être  représentée  par  la  formule 

.    .  *  E  +  /\/Â 

(2)  X=z ^-î— , 

où  i  désigne  le  nombre  zh  i  et  où  A  est  mis  au  lieu  de 

p 
E"  —  DF.  Enfin,  si  l'on  réduit  —  en  fraction  continue  et 

P'  '  P 

que  Ton  représente  par  —,  la  réduite  qui  précède  -  ?  on 

aura 

(3)  pQ'^Qp'^y, 

j  étant  égal,  à  volonté,  soit  à  -f-  i ,  soit  à  —  i . 


d  ou     x'  =L  -^ —  : 

P  — Qa:  ' 


Cela  étant,' 

posons 

(4) 

X  — 

Pa;' 

-i-P' 

on  aura 

x'  -\- 

Q' 

• 

y 

yD 


Q       Q(P-Q^)       Q[(DP-EQ)-iQv'Â]' 
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et,  en  rendant  rationnel  le  dénominateur  du  second  mem- 
bre, il  viendra 

^'   .    Q^^/[(DP-EQ)-4->Qs/Â], 
Q        Q  (DP^  —  2EPQ  -+-  F Q^»;  ' 

cette  formule  peut  être  simplifiée  par  le  moyen  de  Téqua- 
tion  (i)  ;  celle-ci  donne  en  effet 


DP-EQ  =  iQY/A±^ 


5 


le  nombre  k  étant  égal  à  -h  i  ou  à  —  i,  suivant  Je  signe 
de  DP  —  EQ.  Il  vient  alors 


,    y(/y/A±:^-.,VÂ) 


Q  ■"  ±:H 

les  signes  de  /et  de  7  étant -arbitraires,  je  prendrai  *  =  A: 
et  je  choisirai  ensuite  j  de  manière  que  jk  ait  le  signe  de 
d=  H  ^  on  aura  ainsi 

,5,  ,,Q'    \/^-^- 

(5)  ''  +  Q- H 

formule  où  les  radicaux  sont  pris  positivement. 

Nous  pouvons  supposer  D  positif;  alors,  si  le  second 
membre  de  la  formule  (i)  est  -+-  H,  le  second  membre  de 

la  formule  { 5  )  sera  supérieur  à     ^    5  il  sera  donc,  d'après 

l'hypothèse,  supérieur  à  a;  d'ailleurs,  la  fraction^  est 

moindre  que  i  ;  donc  la  Valeur  de  x^  sera  supérieure  à  i , 
et  en  conséquence  x'sera,  d'après  la  formule  (4),  un  quo- 

tient  complet,  répondant  à  une  réduite  égale  à  —9  dans  le 

développement  de  l'irrationnelle  x  en  fraction  continue. 
I.  G 
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Si  le  second  membre  de  la  formule  (i)  est  —  H,  la  con- 
clusion précédente  n'est  plus  légitime  en  général,  mâîs 
on  voit  cependant  qu'elle  subsiste  si  Q  a  une  valeur  très- 
grande,  car  le  second  membre  de  la  formule  (5)  différera 

alors  très-peu  de  — tt—?  quantité  qui,  par  hypothèse,  est 

supérieure  à  2.  Il  est  facile  d'assigner  une  limite  de  Q  au 
•delà  de  laquelle  le  théorème  n'est  jamais  en  défaut;  à  cet 
effet,  écrivons  comme  il  suit  la  valeur  de  x'  : 

» 

2  v^      Q'  -+- 1  \       /  «        I      /T       DH 


H 


(Q-^&V'^-^-à^/^)' 


-comme  y  A  est  supérieur  à  H,  et  que  Q'  +  i  est  au  plus 
•^gal  à  Q,  on  aura  certainement  o:'^  i,  si  la  quantité. 


•est  positive,  c'est-à-dire  si  Ton  a 


\/ 


DH^     ,-       H 


en  élevant  au  carré  cette  inégalité  et  eifectuant  les  réduc- 
tions, il  vient 

^^  D-+-H 

Lorsque  Q  surpasse  celte  limite,  la  fraction  -  est  l'une 

des  réduites  relatives  à  Tune  des   racines  x\  mais    si 
l'on  a 

Q<^ — P-' 

2  VA 

on  ne  peut  plus  rien  affirmer  en  général. 

Il  faut  remarquer  que  ce  cas  d'exception  ne  peut  se 
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présenter  que  si  F  est  positif,  car,  dans  le  cas  contraire, 
Téquation  (i)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

—  FQ'  -h  2EPQ  —  DP»  =  -f-  e, 
et  alors  ^  étant  une  réduite  de  la  fraction  continue  qui 

exprime  Tune  des  irrationnelles-?  -  sera  l'une  des  ré- 
duites de  X* 

36.  D'après  ce  qui  précède,  si  les  équations  indéter- 


minées 


dans  ^lesquelles  A  désigne  un  entier  positif  non  carré,  et 

où  H  est  un  entier  inférieur  à  ^A,  admettent  des  solutions 
entières,  ces  solutions  seront  toutes  fournies  par  le  déve- 
loppement de  Va  en  fraction  continue.  Par  conséquent, 
si  le  nombre  H  ne  figure  pas  parmi  les  dénominateurs  des 
quotients  complets  qui  forment  la  première  période,  au- 
cune des  deux  équations  précédentes  n'admettra  de  so- 
lutions. 

Le  dernier  quotient  de  chaque  période  ayant  Tunité 
pour  dénominateur,  l'équation 

/*  —  A2*  =  -f-  I 

admet  toujours  des  solutions  entières  ;  il  en  est  de  même 
de  1  équation 

quand  le  nombre  des  quotients  de  la  période  est  impair. 
Mais,  lorsque  le  même  nombre  est  pair,  Téquation  pré- 
cédente n'admet  aucune  solution  entière. 
Considérons  par  exemple  l'équation 


j'  —  7.gZ^z=z±Uy 

6. 


1 
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en  développant  ^219  en  fraction  continue,  on  J,rouve  les 
quotients  incomplets 

V29' J^' 5^^' f^^  ^,5-hv^,... 

La  période  se  compose  de  cinq  quotients,  et  réquation 
propodée  admettra  des  solutions  si  H  est  égal  à  Tun  des 

nombres  1,  4)  S.  En  particulier,  comme  ^  est  la  réduite 

qui  répond  au  dernier  quotient  de  la  première  période, 
on  voit  que  les  solutions  des  deux  équations 

jr^—  agz'r^:  —1, 

y^ —  292*  =:  -h  I, 

seront  données  respectivement  par  les  formules 

j- —  z  v/29  =  (  70  —  43  Vâg)"*^*, 
y^z  y/29=  (70  —  i3  V^r; 

si  Ton  fait  «  =  i  dans  la  dernière  formule,  on  obtiendra 
les  plus  petits  nombres  qui  satisfont  à  l'équation 

j'  — 293^  —  1, 

«avoir  : 

^  =  9801,     Z  =  l820« 
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CHAPITRE  III. 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 


Des  expressions  imaginaires, 

37.  Conformément  à  Tusage  adoplé,  nous  représente- 
rons par  I  rimaginaire  ^ — i,  et  nous  appellerons  expres- 
sion imaginaire  toute  expression  de  la  forme 

A  H-  Bi, 

où  A  et  B  sont  des  quantités  réelles,  positives,  nulles  ou 
négatives. 

Quand  nous  saurons  d^ avance  que  deux  quantités 
réelles  A'  et  B'  sont  respectivement  égales  à  deux  autres 
A  et  B,  nous  dirons  que  les  expressions  A  +  B/  et  A'-f-  B'/ 
sont  égales. 

II  est  évident^  que  si  Ton  a  plusieurs  égalités  de  la 
forme 

A-f-B£=:A'-hB'/, 

et  qu'on  les  multiplie  membre  à  membre,  en  opérant 

comme  si  i  était  une  quantité  réelle,  on  obtiendra  une 

égalité  dans  laquelle  lés  coefficients  des  mêmes  puissances 

de  i  seront  égaux;   Téçalité  subsistera  donc  quand  on 

rabaissera  les  e^posants^  de  i  au-dessous  de  2,  en  faisant 

usage  de  Téquation  /*  =  —  i . 

Considérons  l'expression  imaginaire  A  H-  Bi  ;  on  peut 

tonjours  trouver  une  quantité  positive  p  et  un  are  a  tels 

que  l'on  ail 

A  =  p  cosfl,     B  =  psina. 
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En  effet,  il  suffit  de  prendre 


puis 

A  A 

cosfl  = .  '  sina  == r 

-f-  VA*  -*-  B-'  4-  Va»  -h  & 

par  conséquent,  on  peut  écrire 

A  -I-  Bi=  poosa  -4-  /p  sin^r, 
ou,  si  Ton  veut, 

A  4-  B/=:p  (cos«  -(-  inina). 

Quand  une  expression  imaginaire  est  ainsi  ramenée  à 
la  forme  p  (cosa  +  isina),  la  quantité  positive  p  est  dite 
son  module;  Tare  a  est  son  argument. 

Le  module  d^une  expression  imaginaire  donnée  est  dé- 
terminé, mais  l'argument  ne  l'est  pas  entièrement,  car 
une  expression  imaginaire  ne  change  pas  quand  on  ajoute 
à  son  argument  ou  qu^on  en  retranche  un  nombre  quel- 
conque de  circonférences. 

Les  quantités  positives  et  négatives  peuvent  être  consi- 
dérées comme  des  expressions  imaginaires  dont  le  module 
est  égal  à  leur  valeur  absolue  et  dont  l'argument  est  un 
nombre  pair  ou  impair  de  demi  -  circonférences  ;  car, 
soit  A  un  nombre  positif,  on  a,  quel  que  soit  l'entier  Âr, 

-4-  A  =  (cosa/w  -f-  /sin2A'7r), 

—  A=:  A[cos(2^  -!-  l)7r  -I-  /sin(2X'  -f-  ijîr]. 

Pour  que  deux  expressions  imaginaires  soient  égaies, 
il  faut  et  il  suffit  que  leurs  modules  soient  égaux,  et  que 
leurs  arguments  diffèrent  d'un  multiple  de  la  circonfé- 
rence. Supposons,  en  effet,  que  les  expressions 

p  [cos a -h  i  sin a)     et     p' (cosfl' -h  isino') 
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soient  égales,  on  a 

pcosa^p'cosâ'y     psiofl  =  p'sina', 

et,  si  l'on  ajoute  ces  équations,  après  les  avoir  élevées  au 
carré,  il  viendra 

e'  =  e''     et     p  =  p'; 

les  modules  étant  égaux,  les  arcs  a  et  a!  ont  même  sinus 
el  même  cosinus;  donc  ils  ne  peuvent  différer,  s'ils  sont 
inégaux,  que  par  un  multiple  de  la  circonférence. 

Les  arguments  de  deux  expressions  imaginaires  conju' 
guéesj  telles  que  A  -f-  B«  et  A  —  Bi,  ont  même  cosinus, 
tandis  que  leurs  sinus  sont  égaux  et  de  signes  contraires  ; 
la  somme  de  ces  arguments  est  donc  égale  à  un  multiple 
de  la  circonférence» 

38.  Théorème.  —  Le  produit  de  deux  expressions 
imaginaires  est  une  expression  imaginaire  dont  le  mo- 
dule et  V argument  sont  respectivement  le  produit  des 
modules  et  la  somme  des  arguments  des  facteurs. 

Considérons  d'abord  deux  expressions  imaginaires 

cos  a  '\-  i  sin  a     et     cos  A  H~  «  sin  b 

ayant  Tunité  pour  module.  Si  Ton  effectue  leur  produit, 
il  viendra 

(cosfl  -h  2  sin  a)  (cosft  -h  /sin^) 

=  cosû  cos^  -h  /(sJDfl  cos^  -+-  cosfl  sinA)  H-  /'siB«  sin  by 

ou,  à  cause  de  i  •  =  —  i , 

(cosfl  4-  /  sin  a)  (cos^  -h  i  sin6) 

=  (cosa  cos  6  —  sinasin6)  -h  i  (sina  cos^  -I-  cosû  sinô); 

or,  nous  savons  que  Ton  a 

cos^  cos^  —  sinasiné  z=r.  cos  (a  -f-  b), 
sina  cos^  H-  cosa  sin  b  T=zûn[a  -h  b)\ 


1 
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on  peut  donc  écrire 

(cosa  -+-  isina)  {cosb  -+- 1  sin^)  =  cos(<z  -f-  ^)  -4-  i$in(a  -+-  b). 

Soient  maintenant  p  [cas a  -h  isina) ,  p'  (cos&  -+- 1  sini) 
deux  expressions  imaginaires  ayant  respectivement  pour 
modules  p  et  p';  on  a 

p  (cos<a  -h  i  sina)  X  p'  (cos^  -I-  / sin  ^) 

=r  pp'X  (cosfl  -h  «sinflr).(cos^  -f-i  sin^), 

et,  par  conséquent, 

p  (cosa  -+- 1  sin^r)  X  p'  (cos^  -4-  i  sin^) 
=  pp'[cos{a  -h  b)  -hisin(a  -4-  b)]. 

Corollaire  I.  —  Le  quotient  de  deux  expressions 
imaginaires  est  une  expression  imaginaire  dont  le  mo^ 
dule  et  l'argument  sont  respectivement  le  qubtient  des 
modules  et  la  différence  des  arguments  du  dividende  et 
du  diviseur. 

Car,  soient  les  deux  expressions 

p  (cos«  -h  I  sin a)     et     p'  (ces  b  -h  isinb)y 
on  a 

^[cos(fl  —  ft)  H-  fsin(û  —  ^)]X  p'(cos^  -I-  /sin^) 

r 

=  p  (cosfl -h  «  sina)  ; 
d'où 

p(cOS«  -h  /Sin«)  pr  /  ,x  .    .     ,  ,^^ 

Corollaire  II.  —  Le  module  et  l'argument  du  pro- 
duit de  tant  d'expressions  imaginaires  que  l'on  ^voudra 
sont  égaux  respectivement  au  produit  des  modules  et  à 
la  somme  des  arguments  des  facteurs. 

En  effet,  pour  multiplier  les  deux  premiers  facteurs,  on 
multiplie  leurs  modules  et  on  ajoute  leurs  arguments. 


n 
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Pour  multiplier  ce  produit  par  le  troisième  facteur,  il 
faut  multiplier  son  module  par  celui  du  troisième  facteur, 
et  ajouter  à  son  argument  celui  de  ce  troisième  facteur^ 
et  ainsi  de  suite. 

Corollaire  IIL  —  Pour  élever  une  expression  intagî- 
naire  à  une  puissance  entière  et  positis^e  de  degré  m,  il 
faut  éleuer  le  module  à  la  puissance  m,  et  multiplier 
r argument  par  m. 

Cela  résulte  immédiatement  du  corollaire  II,  en^  sup- 
posant égales  entre  elles  toutes  les  expressions  imaginaires 
que  Ton  y  considère. 

Soit,  en  particulier,  cosa  +  isina  une  expression 
imaginaire  de  module  i  ;  on  a 

(cosû  ■+-  isina)'^  =  cosma  -h  i  sinmn. 

C'est  dans  cette  égalité  que  consiste  la  formule  de 
Moivre. 

39.  Le  module  de  la  somme  de  deux  expressions  ima- 
ginaires est  compris  entre  la  somme  et  la  différence  des 
modules  des  parties. 

En  effet,  soient  les  deux  expressions  imaginaires 
p  (cosa  -+-  i sina)f     p'  (cosa'  -+-  i  sina'), 

et  posons 

R  (ces  A. -h  /sinA)  =  p[cosa  -+-  /  sina)  -h  p'(cosû'  -+-  /sina'], 

on  aura 

RCOSA  =:  pCOSA  H-  p'cOSfl', 

R  sin  A  z=:  p  sin  û  -h  p'  sin  a'; 

si  l'on  ajoute  ces  égalités  après  les  avoir  élevées  au  carré 
et  que  l'on  extraie  la  raciue  carrée  des  deux  membres  de 
l'égalité  résultante,  il  viendra 

'      R=r  v^p2  -f-  2pp'  cos(a  —  a'}  -4-  p'^; 
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on  a  donc 

Kè)/(p-p'}'     ou  Se-^p', 

R>v/(p-p')'     ou  >±(p-p'). 

Il  résulte  de  là  que 

Le  module  de  la  somme  d^un  nombre  quelconque 
d^ expressions  imaginaires  ne  peut  surpasser  la  somme 
des  modules  de  ces  expressions. 

Des  fo nciions  entières , 
40.  Un  polynôme  tel  que 

dans  lequel  chaque  terme  est  le  produit  d'une  constante 
réelle  ou  imaginaire  par  une  puissance  entière  d'une  va- 
riable réelle  ou  imaginaire  r,  est  dit  une  fonction  en- 
tière de  z.  Le  polynôme  étant  supposé  ordonné  par  rap- 
port aux  puissances  de  z,  le  degré  m  du  premier  terme  est 
le  degré  de  la  fonction.  Une  équation  est  dite  algébrique, 
lorsqu'elle  peut  être  mise  sous  la  forme  y(^)  z=zo^J{^z) 
désignant  une  fonction  entière  de  z. 

Théorème  I.  —  Si  une  fonction  entière  f  (z)  de  z 
s* annule  pour  z  =  o^  on  peut  assigner  une  quantité  po^ 
sitis^e  ry  telle  que,  pour  toutes  les  ^valeurs  de  z  dont  le 
module  est  compris  entre  o  et  r,  le  module  de  f[z) 
soit  constamment  inférieur  à  une  quantité  donnée  R. 

Eu  effet,  soit  la  fonction 

/(z)  z=z  K^zT  -h  A,Z*-»  -f- . .  .  -h  A«-,^ 

qui's*annule  pour  2  =  0,  et  dans  laquelle  quelques-uns 
des  coefficients  A  peuvent  être  nuls.  Désignons  par  p  le 
module  de  la  variable  z  et  par  a  le  module  de  celui  des 
coefficients   Ao,  Ai,  .•.jA,^,.,  qui   a   le  plus  grand  mo- 
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dule.  Conkxne  le  module  d'une  somme  ne  peut  surpasser  la 
somme  des  modules  des  parties,  on  aura 


^IIH-t 


mod/(«)<^ï(p*-hp'"-'-+-...H-p)     ou     <fl£ f — 5 

et  si  la  valeur  de  p  est  inférieure  à  i ,  on  aura  i  plus  forte 
raison 

mody(z  )  <  — —  • 

Donc,  pour  cpc  le  module  âe  f{z)  soit  inférieur  à  R, 
il  suffit  que  Ton  ait 

— i--  <  R    ou    p  < ; 

et,  en  conséquence,  si  Ton  pose 

R 

le  module  def{z)  sera  inférieur  à  R  pour  toutes  les  va- 
leurs de  z  dont  le  module  est  compris  entre  o  et  r. 

Corollaire  I.  —  Si 


fi^)  =  ^m^^^  +  A„_^_,3/''-*-«-h.  .  .+  A.Z«-  +  A, 


2" 


est  une  fonction  entière  de  z  ordonnée  par  rapport  aux 
puissances  croissantes  de  z,  et  que  Ton  pose 

on  pourra  assigner  une  quantité  positiver  telle  ^  que  pour 
toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  compris  entre 
0  etr,le  module  de  t  soit  constamment  inférieur  à  une 
quantité  positive  quelconque  donnée  R. 

En  effet,  la  fonction  que  nous  désignons  par  e  a  pour 
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valeur  • 

et  il  suffit  de  lui  appliquer  le  précédent  théorème  pour 
établir  la  proposition  énoncée. 

Dans  le  cas  où  la  fonction  y  (2)  et  la  variable  z  sont 
réelles,  on  voil  que  pour  toutes  les  valeurs  de  z,  dont  le 
module  est  inférieur  à  une  certaine  limite,  la  fonction  a 
constamment  le  signe  de  son  premier  terme. 

Corollaire  II.  —  Si 

/(z)=:  AoZ"  -h  A.z*»-  4-  ...  -h  Am^xZ  -h  A„ 

est.  une  fonction  entière  de  z  ordonnée  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  z,  et  que  l'on  pose 

on  pourra  assigner  une  quantité  positis^e  r  telle ^  que  pour 
toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  supérieur  à  r, 
le  module  de  t  Éoit  constamment  inférieur  à  une  quan^ 
tité  positis^e  quelconque  donnée  R. 

En  effet,  la  fonction  désignée  par  e  a  ici  pour  valeur 


A|  I        A3  I 

A  m — 1       ï 

.     Am    I 

1 h  — --  -h.  . 

•  "^  — : —         . 

H -;:' 

Ao  z        Ao  z^ 

Ao    z*-* 

Ao  «~ 

et  son  module  sera  inférieur  à  la  quantité  donnée  R  pour 

toutes  les  valeurs  de  ^  dont  le  module  est  inférieur  à  une 

z 

certaine  quantité  -  qu'on  peut  déterminer,  c'est-à-dire 

pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  supé- 
rieur à  r. 

Dans  le  cas  où  la  fonction  f(z)  et  la  variable  z  sont 
réelles,  on  voit  que  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le 
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module  est  supérieur  à  une  certaine  limite,  la  fonction  a 
constamment  le  signe  de  son  premier  terme. 

Corollaire  III.  —  Le  module  d^ une  fonction  entière 
f  (z)  devient  infini  en  même  temps  que  le  module 
de  z. 

Ce  corollaire  résulte  immédiatement  du  précédent.  En 
effet,  la  fonction  ^(z)  étant  ordonnée  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  Zj  soit  Ao^"*  son  premier 
terme,  et  posons 


A.Z' 


m 


I  4- 


on  sait  que  le  module  de  s  peut  devenir  aussi  petit 
que  Ton  voudra,  si  le  module  de  z  est  suffisamment 
grand.  Soient  M,  p,  a,  rt  les  modules  def[z)j  z^  Ao,  e; 

Téquation  précédente  nous  montre  que  — -^  est  compris 

entre  i  —  y}  et  i  -f-  >3,  d'où  il  suit  que,  quand  p  tend  vers 

Tinfini,  on  a 

,.      M 

lim  —  =  I . 
af 

41.  Théorème  II.  —  Une  fonction  entière  f  {z)  dé  z 
est  continue. 

En  général,  une  variable /* (2)  qui  dépend  d'une  autre 
variable  z  est  dite  continue,  si  le  module  de  la  différence 

peut  devenir  plus  petit  qu'une  quantité  quelconque  don- 
née, quand  on  attribue  au  module  de  h  une  valeur  suf- 
fisamment petite. 

Cela  posé,  f(z)  désignant  une  fonction  entière,  or- 
donnons le  polynôme/ (z  4-  h)  — f(z)  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  A;  ce  polynôme  s'annulera  pour 
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h  =  o,  et  si  l'on  désigne  par  h^fn^u,  h^  le  premier  de  ses 
termes,  on  aura,  par  le  corollaire  I  du  n^  40, 

e  étant  une  quantité  dont  le  module  peut  devenir  aussi 
petit  que  Ton  voudra.  Si  donc  on  attribue  à  h  des  valeurs 
dont  les  modules  décroissent  indéfiniment,  le  module  de 

la  différence 

/(z  +  h)  -/(z) 

prendra  des  valeurs  qui  décroîtront  aussi  indéfiniment, 
et  en  conséquence  y*(z)  est  une  fonction  continue. 

Corollaire  I.  —  La  variable  z  et  la  fonction  en* 

tière  f(z)  étant  supposées  réelles  y  si  F  on  attribue  à  z 

deux  valeurs  z^,  Zi,  et  que  les  valeurs  correspondantes 

f[Zfi)^f(zi)  de  f[z)  soient  de  signes  contraires ,  la 

fonction  f  [z)  s^  annuler  a  nécessairement  pour  une  ou 

plusieurs  valeurs  de  z  comprises  entre  Zo  et  Zi. 

En  effet,  s'il  en  était  autrement,  les  valeurs  que  prend 
f{z)  quand  z  varie  de  Zq  à  Zi  seraient  comprises,  les 
négatives  entre  deux  limites  —  A  et  —  B,  les  positives 
entre  deux  autres  limites  H-  A'  et  -f-  B';  par  conséquent, 
z  variant  d'une  manière  continue,  il  faudrait  quef[z) 
passât  brusquement  d'une  valeur  comprise  dans  le  pre- 
mier intervalle  à  une  valeur  comprise  dans  le  second,  ce 
qui  est  incompatible  avec  la  propriété  que  possède  f(z) 
d'être  continue. 

Corollaire  II.  —  Quelles  que  soient  la  variable 

z  =  p  (cos&>  -f- 1  sioft}) 

et  la  fonction  entière 

si  le  module  ou  Fargument  de  z  reste  constant^  ou  si 


• 
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ces  deux  quantités  varient  simultanément  {Tune  ma- 
nière continue,  suii^ant  une  loi  déterminée,  aucune  des 
deux  quantités  V  et  Q^ne  pourra  changer  de  signe  sans 
sannuler. 

La  démonstration  est  exactement  la  même  que  celle  du 
précédent  corollaire.  Supposons,  en  effet,  que  l'argu- 
ment  co  varie  de  Wo  à  coj,  et  que  p  soit  constant  ou  qu'il 
dépende  de  (o,  diaprés  une  loi  quelconque,  de  manière  à 
varier  d^une  manière  continue  quand  co  varie  lui-même 
d'une  manière  continue.  Si  P  ou  Q  a  des  valeurs  de  signes 
contraires  pour  co  =  w^,  et  «  =  Wi  et  que  cette  fonction 
De  s'annule  pas-,  ses  valeurs  négatives  seront  comprises 
dans  un  certain  intervalle,  et  la  même  chose  aura  lieu 
à  l'égard  de  ses  valeurs  positives.  La  fonction  passerait 
donc  brusquement  d'une  valeur  comprise  dans  le  pre- 
mier de  ces  intervalles  à  une  valeur  comprise  dans  le  se- 
cond, ce  qui  est  inadmissible. 

Déi^eloppement  de  la  Jonction  entière  f[z  -h  h) 
suii^ant  les  puissances  de  A. 

42.  Soit 

/(»)  r=A.»"-f-  A,a"-'-h...-hA«-.,5H-A«, 
on  aura,  en  remplaçant  z  par  a  H-  A, 

/(z-hÀ)  =  Ao(z4-A)™-+-A,(i-f-A)'"-'-l-...-l-A;„^,(2-h/i)-l-A„. 

Si  l'on  développe  les  diverses  puissances  de  z  -\-  h  qui 
figurent  dans  cette  formule  et  qu'on  ordonne, suivant  les 
puissances  croissantes  de  A,  il  est  évident  que  le  premier 

terme  seray(z),  et  que  le  coeflScient  de  h^  sera 

l.2..fA  12.  ..fA  m      li.. 
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Nous  représenterons  par 

les  coefficients  respectifs  de 

—  ?         9***9 -?         î 

I  1.2  I  .  2    •  .  fA  I  .  2  .  .  .  //i 

dans  le  développement  dey*(z-f-A),  en  sorte  que  l'on 
aura 

f(z+h)  =f[z)  +  ^/'(.)-+  -^Z"  («)  +  ...  +  — ^/-  (.) 
et 

f"[z)~m[m  —  ijAcZ"^»-»-.  •  • +  p(p  —  0  A^_^z'*'~^  H- ... -f-  2.A„_î, 

/'*(z)  =  ;w.  .  .(/îi  —  fx-h  i)  Aoz"*""^  -h...-f-p(fA  — i)...2.  I  A^_^, 

/''^(^z)z=  m  (m  —  i). .  .2, 1 .  Ao. 
Chacune  des  fonctions 

à  partir  de  la  deuxième,  se  forme  d'après  la  même  loi  au 
moyen  de  la  fonction  précédente,  savoir^  en  multipliant 
chaque  terme  de  celle-ci  par  l'exposant  de  z  qui  y  figure, 
et  en  diminuant  ensuite  cet  exposant  d'une  unité. 

La  fonction  J'  (z)  est  dite  la  dévissée  du  premier 
ordre  y  ou  la  première  dérivée,  ou  simplement  la  dériuée 
Aef[z).  Pareillement/"  [z)^  qui  est  la  dérivée  àef  (z), 
est  dite  la  dérivée  du  deuxième  ordre  ou  la  deuxième 
déiivée  de/(2)5  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  /'"  [z)  qui  sera 
la  dérivée  du  m*'"*'  ordre  ou  la  m'*"**  dérivée  àef[z).  Une 
fonction  entière  du  degré  m  a  ainsi  m  dérivées  successives 
dont  les  degrés  sont  respectivement  m,  w  —  i>-  •  •  i  i?  o, 
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en  sorte  que  la  m"*"*  dérivée  est  égale  à  une  simple  con- 
stante. ' 

D'après  ce  qui  précède,  lorsque  la  variable  z  reçoit  l'ac- 
crçissement  h\  la  fonction  f(z)  prend  un  accroissement 
qui  peut  être  mis  sous  la  forme 

en  posant,  pour  abréger, 

1.2         ^    '  1.2.3  ^    '  1.2../»         ^ 

On  a  donc 

(3)  /(l±^WIl)^^(.)_^.^ 

el  comme  6  teud  vers  zéro  en  même  temps  que  h,  on  voit 
que  la  dérivée  d'une  fonction  entière  f(z)  est  la  limite 
vers  laquelle  tend  le  rapport 

h ' 

lorsqu'on  fait  tendre  h  vers  zéro. 

En  outre,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  2,  on 
peut  assigner  une  quantité  positive  r  (u°  40,  coiollaire  II) 
telle  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  h  dont  le  module  est 
inférieur  à  r,  le  module  de  la  fonction  e  soit  inférieur 
à  une  quantité  positive  donnée  n  aussi  petite  que  l'on 
voudra. 

Principe  fondamental  de  la  théorie  des  équations. 

43.  Lemme.  —  Soit 

/(  «  )  =  A .  z"  -h  A .  2«-  -h .  . .  4-  A«_,t  «  -4-  A« 

une  Jonction  entière  d^une  variable  z,  d*un  degré  quel- 
conque m,  et  dans  laquelle  les  coefficients  A^^,  A;,...,  A,„ 
I.  n 


lOO  COURS    D'ALCtsUE    SUPÉRLCCnE. 

assigner.  Donc,  pour  toutes  les  valeurs  de  p  supérieures  à 

zéro  et  inférieures  à  la  plus  pelîle  des  deux  quantités  ^^-^^ 

v^« 
et  r,  on  aura 

--<i     ou     R<îl., 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Deceletnmo  résulte  immédiatement  la  démonstration 
du  principe  fondamental  de  la  théorie  des  équations,  le- 
quel consiste  dans  le  théorème  suivant. 

44.  Théorème  I.  —  Si  f(z)  désigne  une  Jonction 
entière  de  «,  d\in  degré  quelconque  tw,  et  dans  la- 
quelle les  coefficients  soient  des  quantités  données  réelles 
ou  imaginaires  y  r  équation  f\z)  =  o  a  une  racine  réeile 
ou  imaginaire^ 

En  effet,  si  Ton  donne  à  la  variable  z  toute  la  série  des 
valeurs  réelles  ou  imaginaires,  il  est  évident  que  le  mo- 
dule de  f[z)^  qui  est  essentiellement  positif,  ne  pourra 
pas  s*abaisser  au-dessous  d'un  certain  minimum.  Ce  mi- 
nimum ne  peut  répondre  à  une  valeur  infinie  du  module 
de  jz,  car  nous  savons  que  le  module  de  f(z)  devient 
infini  en  même  temps  que  celui  de  z.  On  voit  alors  que  le 
minimum  du  module  de  f{z)  ne  peut  être  que  zc»ro,  car 
s'il  avait  une  valeur  R^^  difiërente  de  zéro  et  répondant  à 
la  valeur  Zo  de  2,  on  pourrait  trouver,  d'après  le  lemme 
qui  précède,  une  quantité  h  qui  donnerait 

mod/(zo-h  h)  <R«, 

ce  qui  implique  contradiction. 

Il  existe  donc  une  valeur  finie  de  z  telle,  que  l'on  ait 
mody*(-3)  =  o;  cette  valeur  est  dite  une  racine  de  l'équa- 
tiony^(^)  =  o. 

Remarque.  —  Si    l'on   remplace    la   variable   z   par 


r 


\ 
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x-i-  ijy  X  eiy  désignant  des  variables  réelles,  la  fonc- 
ûon  f{z)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

• 

î(^>/)  ®'  ^  (^^j)  désignant  des  fonctions  réelles  de  x^y 
et  de  quantités  réelles  cçnnues. 
Le  module  àef[z)  sera  la  racine  carrée  de  la  somme 

et  il  ne  pourra  s^annuler  que  si  chacune  des  fonctions  (f 
et  if  s'annule.  Il  s* ensuit  que  si  tf  +  i^  est  une  racine  de 
l'équation y*(z)  =  o,  les  deux  équations 

(p{^,  j)  =  o,     '^[xyy)=zo 

admettront  le  système  de  solutions  communes  x  =  a , 
j  =  6.  Si  l'on  suppose  que  jcetj^  représentent  des  coor- 
données rectangulaires,  les  équations  précédentes  seront 
celles  de  deux  courbes  ;  a  et  6  seront  les  coordonnées  d'un 
point  commun  à  ces  courbes.  On  voit  que  la  recherche 
des  racines  de  l'équation  ^(z)  =  o  équivaut  à  la  re- 
cherche des  points  d'intersection  réels  des  deux  courbes 
dont  nous  venons  de  parler,  et  ces  points  d'intersection 
sont  alors  désignés  sous  le  nom  de  points  racines, 

45.  Du  théorème  fondamental  que  nous  venons  d'éta- 
blir résulte  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Une  Jonction  entière  de  z  du  degré  m 
est  égale  au  produit  de  m  facteurs  linéaires  multiplié 
par  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  z  dans 
h  fonction. 

Soit  la  fonction 


•m  j 


/(«)  =  Ao  2"  -h  A,  z*"-'  -f- . . .  -h  A„_-,  z  -+-  A, 

et  désignons  par  aj ,  ^g, .  .  .  ,«,„,  m  quantités  réelles  ou 
imaginaires    quelconques.    Divisons  f{z)    par    z  —  r/, 
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tît  représentons  par  fi{z)  le  quotient,  par  R,  le  reste 
de  cette  division;  divisons  de  mèmefi(x)  par  z  —  a^ 
et  nommons  Ji(z)  le  quotient,  Rj  le  reste  de  cette 
deuxième  division;  continuons  de  la  même  manière 
jusqu'à  ce  que  nous  ayons  employé  le  diviseur  z  —  a„, 
qui  fournira  le  quotienty*„(j&)  et  le  reste  R^.  Il  est  évi- 
dent que  les  polynômes  f(z)j  fi{z)^  yj(z), . . .  ,  sont 
des  degrés  respectifs  w,  /w  —  i ,  m  — ►  a, . . . ,  et  que,  dans 
chacun  d'eux,  le  coefficient  du  premier  terme  est  A^, 
d'où  il  suit  que  ffn(z)^  qui  est  du  degré  zéro,  se  réduira 
à  A^.  On  aura,  d'après  cela, 

/iz)=:(z-a,)/,{z)-{-K,, 
/,{z)z={z  —  a,)f,{z)'h'R,y 


/n-i{z)z=  {z  —  a„t)/n{z)  -t-R«. 

Si  Ton  ajoute  toutes  ces  égalités^  après  les  avoir  mul- 
tipliées respectivement  par  les  m  facteurs 

1,     (i  —  tf,),     (z— ./!,)(«  — tfj),.  .  .,      («— «,)...(«  — «m-,), 

et  que  Ton  remplace  fm(^)  par  sa  valeur  A^^,  il  viendra 

/(z)  rz:  Ao  (z  —  âf,)  (z  —  a,)  •  •  -(^  ^  ««) 

-f-R3(z  — /ï,)(z  — ûj)-|-  R2(z  —  âf.)  -f-R,. 

Dans  cette  formule,  a^,  /it, . . .  ,a,„  désignent  des  quan- 
tités quelconques  égales  ou  inégales  entre  elles.  Mais 
nous  savons  que  l'équation  y  (z)  =  o  a  une  racine,  et 
nous  pouvons  supposer  que  aj  soit  cette  racine  :  on  aura 
alors  Ri  =  o,  puisque  Ri  est  la  valeur  que  prend  y  (a) 
pour  z  ==  ai.  Pareillement  l'équation  f^[z)  =  o  a  une 
racine;  nous  supposerons  que  a^  soit  cette  racine  et  Ton 
aura  Rf  =  o.  En  poursuivant  ainsi  et  en  supposant  que 
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a^^a^y, . .  ^a^  soient  respectivement  racines  des  équa- 
tions/,(z)  =  o,/8(z)  =  o,.  .  .  ,/„«i(«)  =  o,  on  aura 
Rj  =  o,  R4  =:  o, . . .  ,R,„  =  0,  et  la  formule  précédente 
deviendra 

On  voit  que  la  fonction /( a; )  ne  peut  s'annuler  que  si  Toit' 
donne  à  z  Tune  des  m  valeurs  «i,  û,,  . . .  ,  /7,„  parmi  les- 
quelles il  peut  s'en  trouver  plusieurs  égales  entre  elles;  il 
•   s'ensuit  que  : 

Une  équation  algébrique  du  degré  m  ne  peut  auoir  * 
plus  de  m  racines. 

Si,  parmi  les  quantités  a,,  a,»  •  •  •  >^w  il  y  en  a  ]u  qui 
soient  égales  à  ai^f[z)  admettra  le  diviseur  [z  —  a,)'* 
et  l'on  dit  alors  que  V équation  f[z)  =  o  a  fz  racines 
égales  à  a^ .  Au  moyen  de  cette  convention  on  peut 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

Une  équation  algébrique  a  autant  de  racines  qu  il  y 
a  d* unités  dans  le  nombre  qui  exprinie  son  degré, 

C0ROLX.AIRE  I.  —  Si  ^1,  a^, .  4 .  ,«,„  désignent  les  ni 
racines  de  Inéquation 

A«  ;&•"  -+-  A,  z*"-'  -h  ...  -h  A,„_,  z  -h  A«  =  o ,, 

la  somme  des  racines  est  égale  à  —  — %  et  générale^ 

Ao 

rfient  la  somme  des  produits  n  à  n  des  ni  racines  est 
égale  à  ( —  i)"  ~;  c«  particulier  le  produit  des  m  ra- 

Ao 

cines  est  ( —  0'"  "T* 

A« 

On  obtient  effectivement  ces  égalités  cp  eflertua«t  le 
produit  Ao  (2  —  '^'i)  [z  —  a«) . .  .[z  —  a^)  qui  doit  repro-  ' 
duire  exactement  le  premier  membre  de  l'équation  pro- 
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posée,  et  en  écrivant  que  les  coefficients  des  mêmes  puis- 
sances de  z  sont  égaux  de  part  et  d'autre. 

Corollaire  II.  —  Si  les  coefficients  du  polynôme 
f{z)  sont  réels,  et  quepamdles  facteurs  linéaires  fie  ce 
polynôme  il  y  en  ait  n  qui  soient  égaux  à  z  —  (p-H'V)» 
g  étant  différent  de  zero^  il  y  aura  également  n  fac- 
teurs linéaires  de  f[z)  égaux  à  z  —  [p  —  iq);  et  en 
conséquence  le  polynôme  f(z)  contiendra  le  facteur 
réel[(z  —  p)*  +  q*y. 

En  effet,  le  polynômey(z)  étant  décomposé  en  fac- 
teurs linéaires,  on  a 

/(«)  =  A«(z  — a,)(z  —  a,). .  .(s—  a„); 

si,  dans  cetl^  identité,  on  change  i  en  —  i,  le  premier 
membre  ne  changera  pas  puisque  ses  coefBcients  sont 
réels  *,  on  aura  donc 

/{z)  =  A,{z  —  a\  )  (z  —  a\). . .  (z  —  aj, 

a'n  désignant  généralement  ce  que  devient  a„  quand  on 
remplace  i  par  —  /.  Il  résulte  de  là  que  si,  parmi  les  fac- 
teurs linéaires  de^fz),  il  y  en  a  un  ou  plusieurs  qui 
soient  égaux  à  z  —  [p  ■+- iq)^  il  y  aura  précisément  un 
même  nombre  de  facteurs  égaux  h  z  —  (p  —  iq). 

Corollaire  III.  —  Si  la  fonction  entière  f(z)  du 
di^gré  m  s^ annule  pour  dii^erses  valeurs  de  z  en  nombre 
supérieur  à  m^  les  coefficients  des  di\^erses  puissances 
de  z  dans  f[z)  sont  identiquement  nuls. 

En  effet,  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  z 
est  nul,  puisque  autrement  la  fonction  y  (-z)  ne  pourrait 
s'annuler  que  pour  m  valeurs  de  z.  La  fonctiony'(z)  se 
réduit  ainsi  au  degré  m  —  i  ;  le  coefficient  de  z'""'^  doit 
être  nul  pour  la  même  raison,  et  ainsi  de  suite. 
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Limites  des  modules  des  racines, 

46.  U  est  facile  d'assigner  deux  limites  entre  lesquelles 
soieQt  compris  les  modules  de  toutes  les  racines  réelles  ou 
imaginaires  d'une  équation.  Soit 

f{z)  =  o 

une  équation  donnée  dont  le  premier  membre  a  pour  va- 
leur 

f(z)  =rz  Ao  8^  -h  A,  î"-'  -f-  .  .  .  -f-  k„^x  Z-\-  k^. 

Si  Ton  pose 

zzzrp(cos« -h /sin«),      An=:a„(co8a„-h  isina„), 
I      puis 

l*=ff,p"cos(/ww-|-  ao)-f-. .  .-l-fl„p"cos(//î  —/?«  -f-an)^.  .  .4-  a^co%(Xmf 
Q=fl,p"sin(/ww  -f-a«)-h. . .  -h  «„p'»sin(/7ï ~  /i«  -f-  a„)  -t-  .  .  .-^^/„sina„, 

!      le  carré  du  module  R  àe  f[z)  pourra  être  mis  sous  la 

forme 

R'=  [Pcos(/ww  -f-  ao)  -h  Qsin  (/ww  -h  ao)P 
-f-  [Psin(wi«  -f-  oo)  —  Qcos(/ww  -h  ao)]'j 

si  donc  on  fait 

V  =  Pcos(/w»  4-  ao)  -f-  Qsin(/w»  -h  ao) 
=  «Dp'"-l-aip'"~'cos(w-|-ao  —  a,  )-l-...-hrfïa,cos(ww+ao  —  aj, 

on  aura,  pour  toutes  les  valeurs  de  p  et  de  w, 

R'  >  V». 

Désignons  para  le  plus  grand  des  modules  âEi,/Zsf..,,^M, 
et  ajoutons  à  V  la  quantité 


f7(p'"-'-4-  p'"-2-4-.       -t-  i)  — rt 


.m 


p'"  —    I 
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qui  est  identiquement  nulle,  il  viendra 

[a  -h  a,ros(&)  -I-  a» —  a, )]p"^' -+-... -f-  [a  -f- <ifl,cos(//i»  -4- ao — a«)]l 

Pour  toutes  les  valeurs  de  p  qui  satisfont  à  Tinégalité 

a 

P>H j  I 

«•  I 

i 

le  polynôme  V  sera  supérieur  à  zéro,  et  il  en  sera  de  même        j 


du  module  R.  Donc  la  quantité  i  H ou  -^ est  une 

limite  supérieure  des  modules  des  racines  de  l'équation 
proposée.  Pour  avoir  une  limite  inférieure  des  mêmes 

modules,  il  suffît  de  changer  z  en  ~  dans  Téquation  pro- 
posée, et  de  chercher  une  limite  supérieure  des  modules 
de  Téquation  transformée.  Il  est  évident  que  si  aMésigne 
le  plus  grand  des  modules  a^,  ai , . . .  ya^.i ,  la  quantité 

— — - —  sera  une  limite  inférieure  des  modules  des  racines. 

Dé  terminât  io  fi  du  produit  des  facteurs  linéaires  corn- 
muns  à  deux  polynômes  donnés. 

47.  Soient 

U  z=  AoZ"»  H-  AiX*"-'  -+-...  -h  A,,^_,  z  4-  km, 
V  =  B.  2"  4-  B.  2"-'  -t- .  . .  -f-  B„_,  z  -I-  B„ 

deux  fonctions  entières  de  z^  l'une  du  degré  /zi,  l'autre  du 
degré  n,  et  dont  les  coefficients  sont  des  quantités  quel- 
conques données.  Chacune  de  ces  fonctions  peut  être 
décomposée  en  facteurs  linéaires,  et  parmi  les  facteurs 
de  U  il  peut  s'en  trouver  quelques-uns  qui  appartiennent 
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aussi  à  V.  Nous  désignerons  par  D  le  produit  de  tous  les 
facteurs  linéaires  égaux  ou  inégaux  communs  i  U  et  à  V, 
et  ce  produit  D  sera  dît  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  polynômes  U  et  V.  Dans  cette  recherche,  le»  coeffi- 
cients Aq  et  Bq  des  plus  hautes  puissances  de  z^  dans  U 
et  dans  V,  ne  jouent  évidemment  aucun  rôle,  et  on  peut 
les  réduire  n  l'unité  en  divisant  les  coefficients  de  U 
par  A,^  et  ceuîc  de  V  par  B^,. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  m  ne  soit  pas  in- 
férieur à*  n.  Si  le  polynôme  V  divise  U  exactement,  il 
sera  évidemment  le  plus  grand  commun  diviseur  de- 
mandé; mais  supposons  qu^il  n'en  soit  pas  ainsi;  dési- 
gnons par  Q  le  quotient  et  par  Rie  reste  de  la  division. 
On  aura 

U  — VQ-I-R; 

si  les  coefficients  A^  et  B^  n'ont  pas  été  réduits  à  Tunité, 
l'opération  que  nous  venons  d'exécuter  a  pu  introduire  des 
coefficients  de  forme  fractionnaire,  ce  qui  n'a  aucun  in- 
convénient au  point  de  vue  théorique;  mais  on  pourra  les 
éviter,  si  l'on  veut,  dans  les  applications,  en  multipliant  U 
par  un  facteur  constant  convenablement  choisi,  avant  de 
commencer  la>  division.  Cela  posé,  tout  polynôme  qui 
divise  V  exactement  divise  aussi  le  produit  VQ,  et  s'il 
divise  en  même  temps  l'un  des  polynômes  U  et  R  il  divi- 
sera aussi  le  second.  Il  résulte  de  là  que  les  polynômes  U 
et  V  admettent  les  mêmes  diviseurs  communs  que  les  po* 
lynômes  V  et  R;  donc,  en  particulier,  celui  des  diviseurs 
communs  à  U  et  V  qui  a  le  degré  le  plus  élevé  coïncide 
avec  celui  des  diviseurs  communs  i  V  et  R  qui  a  le  plus 
fort  degré;  en  d'autres  termes,  le  polynôme  D  que  nous 
cherchons  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  poly- 
nômes V  et  R. 

Nous  diviserons  donc  V  par  R,  et  si  la  division  se  fait 
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exactement,  R  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  de- 
mandé. S'il  n^en  est  pas  ainsi,  désignons  par  R^  le  reste  de 
la  division  de  V  par  R;  le  raisonnement  que  nous  avons 
fait  plusthaut  nous  prouve  que  le  polynôme  demandé  D 
sera  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  R 
et  Ri.  On  peut  coniinuer  de  la  uiême  manière  jusqu'à  ce 
que  l'on  arrive  à  un  reste  R   qui  soit  indépendant  de  ^, 

et  cela  ne  peut  manquer  d'arriver  puisque  les  degrés  des 
restes  successifs  R,  Ri , . . .  ,R„  __ , ,  R„  forment  une  suite 

décroissante.  Si  ce  reste  constant  R  est  zéro,  le  poly- 
nôme demandé  D  sera  égal  à  R„  _  \  mais  si  le  reste  can- 
stant  R    n'est  pas  nul,  les  polynômes  proposés  U  et  V 

n'auront  pas  de  diviseur  commun,  et  Ton  dit  alors  qu'ils- 
sont  premiers  entre  eiix^  ou  que  leur  plus  grand  commun 
diviseur  est  l'unité. 

Delà  résulte  cette  importante  proposition  : 

Théorème  I.  —  Si  deux  équations  U  =  o,  V==o  ont 
[t.  racines  communes  égales  ou  inégales^  on  pourra 
former  par  de  simples  divisions  algébriques  une  équa- 
tion D  =  o  ^e  degré  yL  qui  admettra  ces  [l  racines, 

48.  On  peut  tirer  de  ce  qui  précède  une  autre  propo- 
sition qu'il  convient  de  remarquer,  savoir  : 

Théorème  II.  —  *Sî  U  et  V  sont  deux  fonctions  en- 
tières de  z^  sans  dix^iseur  commun^  on  pourra  trouver 
deux  autres  fonctions  entières  de  z^  X  et  Y,  telles  que 

Von  ait 

UX  —  VY  =  I . 

En  effet,  si  Ton  exécute  l'opération  nécessaire  pour 
trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  U  et  de  V,  on 
arrivera  à  un  reste  R^  indépendant  de  z  et  différent  de 
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zéro.  On  aura  alors  une  suite  d'égalités  telles  que 


(0 


U  =  VQ  -+-  R , 
V  =  RQ.-hR,, 
R=rR.Q, +  R,, 


La  dernière  de  ces  égalités  peut  s'écrire 

tirons  de  l'avant-dernière  des  égalités  (i)  la  valeur  de 
R  _    pour  la  substituer  dans  Tégalité  (2),  il  viendra 

(3)    Q^_,R^_3-(i  +  Q^_aQ^_,)R;.-a  =  -R^î 

considérons  pareillement  l'égalité  qui  précède  les  deux 
dernières  dans  le  système  (i),  tirons-en  la  valeur  de 
R      2  pour  la  substituer  dans  Tégalité  (3),  et  continuons 

la  même  série  d'opérations  :  il  est  évident  qu'on  formera 
de  cette  manière  une  suite  d'égalités  dans  lesquelles  le 
second  membre  sera  alternativement  -h  R     et  — R    et 

dont  le  premier  membre  sera  la  différence  de  deux  fonc- 
tions consécutives  prises  dans  la  suite 

* 

multipliées  l'une  et  l'autre  par  une  fonction  entière  com- 
posée avec  les  quotients  Q,  Qi,  Q,, . . .  La  dernière  de 
ces  égalités  sera  de  la  forme 

MU  —  NVrrriR^, 

et,  en  désignant  par  X  et  Y  les  quotients  de  M  et  N  par 
la  constante  ±  R  ,011  aura 

UX  —  VY  =  I . 
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Des  fonctions  entières  dans  lesquelles  plusieurs  facteurs 

linéaires  sont  égaux* 

49.  Théorème  I.  —  Le  plus  grand  commun  div^iseur 
entre  une  fonction  entière  f(z)  et  sa  déri%^ée  f'(z)  est 
égal  au  produit  des  facteurs  linéaires  multiples  qui  figu- 
rent dans  f{z),  elei^és  chacun  à  une  puissance  moindre 
d'une  unité, 

La  fonction  f(z)  élant  décoii\posée  eu  facteurs  li- 
néaires, soii 

on  sait  que  la  dérivée  y'(z)  est  le  coefficient  de  la  pre- 
mière puissance  de  h  dans  le  développement  de  ]a  fonc- 
tion 

f{z-^  Â)  =  [z  —  Hi  -h  h)(z  —  a-j-h  Jt).  .  .(z—  a«  ^-  //); 

le  quotient  ^;  ;  sera  donc  le  coefficient  de  la  première 
puissaucc  de  h^  dans  le  développement  de 

/J!^^  f.^Jl_)  (,-._£_).. .(.^_^V 

et  l'on  aura  par  suite 


H h  .  .  .  -I- 


Si,  parmi  les  racines  «i,  a^^ .  . .  .a^^,  il  y  en  a  m^  égales 
à  ai,  ms  égales  à  as, ... ,  m^  égales  à  a„,  il  viendra 

f  [z)  m,  m,  ^  m^ 

:n: h   —  H-  .  .  .  -f-   5 

J  [z)         Z  —  «,        Z  —  «2  2;  —  y?„ 

les  nombres  Wj,'  r/ij,. . . ,  m„  dont  la  somme  est  m  élant 
égaux  ou  supérieurs  à  Tunilé.  Le  second  membre  de  celte 
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égalité  se  réduit  à  une  fraction  dont  le  dénominateur  est 

et  dont  le  numérateur 

^  (z)  r=  m,  (z  —  «,)...(«  —  éin)  -4-  ot»(3  —  a,)...' z, —  a^^  -f-. .. 

n*est  pas  divisible  par  l'un  des  facteurs  de  9(2),  puisque 
toutes  les  parties  de  ^  {z)  contiennent  ce  facteur  à  l'ex- 
ception d'une  seule.  L'égalité  précédente  donne  . 

eiy  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  elle  montre  que 

Ùfi-l^-  «,)"'-!  (3  ^  a,r*-'  .,.{z-  a^fn-^ 

ff(z) 

est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes 
f(z)  eif  [z).  Le  degré  de  ce  plus  grand  commun  divi- 
seur est  #»!  4-  TWa  + . . .  -H  m„  —  n  ou  m  —  n. 

50.  TnÉOKEME  IL  —  Si  une  fonction  entière  f[z)  a 
des  facteurs  linéaires  multiples^  on  peut  obtenir^  par  de 
simples  dii^isivns  algébriques^  le  produit  des  jacleurs 
linéaires  qui  figurent  dans  f(z)  a^ec  un  même  expo- 
sant. 

D'après  ce  qui  précède,  si  f{z)  et  sa  dérivée  y  (s) 
n'ont  pas  de  diviseur  commun,  le  polynômey(2)  n'aura 
que  des  facteurs  linéaires  simples.  Mais  siy(^)  exf  (z) 
ont  un  plus  grand  commun  diviseur  ^i  [z)^  le  polynôme 
f[z)  aura  au  moins  des  facteurs  doubles^  et,  dans  tous  les 
cas,^t  [z)  sera  le  produit  des  facteurs  linéaires  Aef^z) 
élevés  chacun  à  une  puissance  moindre  d'une  unité.  On 
peut  raisonner  sur/i  (ij),  comme  nous  venons  de  le  faire 
à  l'égard  àef(z)  •,  supposons  généralement  qu'on  trouve 
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un  plus  grand  commun  diviseur yi  (2)  à/,  (z)  et  à  sa  dé- 
rivée, qu'on  en  trouve  aussi  un/g  (z)  à/,  (z)  et  à  sa  dé- 
rivée, etc.,  qu'on  en  trouve  un  enfin J^_i  [z)  à  /„_,  (z)  et 
à  sa  dérivée,  et  que  ce  dernier  plus  grand  commun  divi- 
seur soit  premier  avec  sa  dérivée.  On  conclura  de  là  que 
le  polynôme /(^)  a  des  facteurs  linéaires  multiples  de 
Tordre  w,  maïs  qu'il  n'en  a  aucun  d'un  ordre  supérieur 
à  n.  En  outre,  si  l'on  désigne  généralement  par  Z  le  pro- 
duit des  facteurs  linéaires  def(z)  d'ordre  |x,  pris  chacun 
une  fois  seulement,  il  est  évident  que  l'on  aura 

/„_.(z)  =  Z„, 

y  «—a  (2)  =  Z/^  Z/,_i , 

Jn-^3  (2)  =  Z/,  Z/t_i  Zfl— j  , 


Il — 2  rwn — 3 


Jii^)       —  Z„        Z„_,  ,  .  .  Z3  , 

Ji[Z)       zn:  Zn       Zo_i...ZjZ2, 

/(*)    =z,"zr'...zjzîz.. 


Si  l'on  fait 


on  aura,  en  divisant  chacune  des  égalités  que  nous  ve- 
nons d'obtenir  par  celle  qui  la  précède,  et  en  conservant 
la  première  d'entre  elles. 


Q«    =^Z„, 


•  •  •  •  •  •  ■ 


Viï        —  ^/i  ^n—i  •  •  •  Z;,_2  , 
X»        ~~  "n  ^/i~l  •  •  •  Zj  Zf  . 

Enfin,  en  divisant  encore  chacune  de  ces  équations  par 


I 
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celle  qui  la  précède,  il  vient 

7    fx  y        Q«-»  7    Q»  y    Qi  . 

d'où  il  suit  que  les  polynômes  Zi,  Zi,.***  Z^  s'obtiendront 
par  de  siuiples  divisions. 

D'après  l'hypothèse  que  nous  avons  faite^  il  y  a  certai- 
nement des  facteurs  linéaires  de  l'ordre  n  dans  f{z)^ 
mais  ceux  des  ordres  inférieurs  peuvent  faire  défaut,  et, 
dans  ce  cas,  les  valeurs  de  Zu^i,  ou  de  Z„_j,  ou  etc.,  doi- 
vent se  réduire  à  des  constantes. 

0 

CoKOLLAiBE.  —  La  résçlution  d'une  équation  quia  des 
racines  égales  se  ramène  à  celle  d^une  ou  de  plusieurs 
équations  qui  nont  que  des  racines  simples. 

Propriété  des-dérii^ées  des  fonctions  entières, 

51.  Considérons  d'abord  une  fonction  entière  y  (^) 
dans  laquelle  les  coefficients  soient  des  quantités  réelles, 
et  supposons  que  la  variable  z  reste  réelle.  Si  Ton  donne 
à  cette  variable  une  valeur  particulière  z^  pour  laquelle 
la  dérivée  y  (z)  ne  soit  pas  nulle,  et  que  l'on  pose 

T — J     i*o}-r-««» 

on  pourra  (n°  40)  assigner  une  quantité  positive  r  telle, 
que  pour  toutes  les  valeurs  de  h  comprises  entre  — r  et 
-h  r,  le  premier  membre  de  la  formule  précédente  ait  le 
signe  de/"'  (z^).  Il  s'ensuit  que  si/'  (zo)  est  une  quantité 
positive,  la  fonction /(z)  croîtra  constamment  quand  on 
fera  croître  z  depuis  Zo  —  r  jusqu'à  Zo  -f-  r.  Au  contraire, 
si  /'(^o)  est  négative, /*(z)  décroîtra  quand  z  croîtra  de 
«0  —  r  k  z^-h  f^'  De  là  résulte  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  La  fonction  entière  f[z)  supposée 
I.  8 
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réelle  croît  auec  la  variable  réelle  z^  tant  que  la  dén- 
uée f  (z)  reste  positwe,  et  elle  décroît  quand  on  fait 
croître  z,  tant  que  la  déris^éej'  [z)  est  négatis^e. 

Il  faut  remarquer  que,  z  croissant  de  —  oo  à  -h  oo  ,  la 
dérivée y^'  (z)  peut  s'annuler  une  ou  plusieurs  fois,  mais 
celte  circonstance  ne  peut  être  Toccasion  d'une  difficulté. 
Supposons,  par  exemple,  que/*'  [z)  s'annule  pour  z  =  Zo, 
et  prenons  une  quantité  g  assez  petite  pour  que  Zo  soit  la 
seule  racine  de  /'  (z)  =  o^  comprise  entre  z© — g  et 
Zo-h-g]  désignons  en  même  temps  par  h  une  quantité 
positive  inférieure  à  g*  et  aussi  petite  d'ailleurs  que  Ton 
voudra.  Le  théorème  précédent  s'appliquera  sans  diffi- 
culté, quel  que  soit  A,  aux  valeurs  de  z  comprises  entre 
Zo  —  g'  et  Zo  —  A  ou  entre  Zo  +  h  et  Zq-+-  g-^  or,  ces  deux 
intervalles  se  succèdent  à  la  limite  quand  on  fait  A  =  o.  A 
l'énoncé  qui  précède,  on  peut,  si  l'on  veut,  substituer  le 
suivant  : 

La  fonction  entière  f[z)  supposée  réelle  croît  av^ec  la 
variable  réelle  z,  tant  que  la  déri\^éef'  (2)  n^est  pas  né- 
gatii^e,  et  elle  décroît  quand  on  fait  croître  z,  tant  que 
la  dérivée  f  [z)  n  est  pas  positii^e. 

52.  Nous  allons  établir  actuellement  un  théorème  ana- 
logue au  précédent  et  qui  se  rapporte  au  cas  général  où  les 
coefficients  de  la  fonction y"(2)  sont  des  quantités  quel- 
conques réelles  ou  imaginaires,  et  où  la  variable  reçoit 
aussi  des  valeurs  quelconques. 

Posons 

z  =z  p(cos&)  -h  /siow), 

et  soit 

ou 

/(z)  =  Ao^'"(cosww  4-  isin/Ti»)  -|-  .  ,  ,h-  A^. 
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La  dérivée  y  (z)  sl  pour  valeur 

d'où  Ton  conclut 

zf  (z)  =  mAoZ"*  -h  (m  —  i)  A,  «•"-'  4-.  .  •; 

d'un  autre  côié y  f(z)  est  une  fonction  entière  dfe  la  va- 
riable réelle  jO,  et  si,  en  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  on 
nomme  fi(z)  la  dérivée  de  ^(z),  on  aura 

La  comparaison  des  deux  formules  précédentes  donne 

z/'{z)  =  p/,(z),     d'où    /'{z)=^/,(z). 

z 

D'après  cela,  la  formule 

/{z  -4-  h)  -/(z)  =  hf  {z)  -I-  /<. 
du  n°  42  deviendra 

(,)  f^^  +  k)-f{z)^^-f,{z)^h*, 

Z 

t  désignant  toujours  une  quantité  qui  s^annuie  en  même 
temps  que  h. 

Cela  posé,  supposons  que  l'accroissement  h  donné  à  z 
ne  change  pas  le  module  de  cette  variable  et  qu'il  ait  seu- 
lement pour  effet  d'accroître  l'argument  w  de  la  quan- 
tité d,  on  aura 

z  4-  ^  rzzp  [cos(ti.>  -+-  ^)  -+-  /sin;w  4-  ^)] 

=  p(cos»-h  «sin»)  (cos5  -+-  /sin^), 

d'où  d'on  tire  facilement 

^        .    *  /.  i  *\ 

-  =  sin  0  {  i  —  tan«  -  0  I  î 

la  formule  (i)  devient  alors 

f(z^h)  -/(«)  =z  p sin^  (/  -  tang  i  $\  [/.  (z)  -l-  -  e  1 , 

8. 
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OU 

(2)  /(^^A)-/(3)^psin5[i/(2)+^], 

en  posant 


—  tang  -  S,  fi  [z)  H-  (  '  —  tang-  ^  j  -  s. 


Le  module  de  -  est  a  sin  -  <?•,  donc ,  la  valeur  de  z  étant 


h 

donnée,  on  pourra  prendre  â  assez  petit  en  valeur  absolue 
pour  que  le  module  de  h  soit  moindre  qu'une  quantité 
donnée  quelconque.  Dès  lors  la  même  chose  aura  lieu  à 
regard  de  e,  et  aussi  à  l'égard  des  modules  des  deux  par- 
ties qui  composent  la  valeur  dé  y];  donc  enfin^  si  la  valeur 
absolue  de  d  est  suffisamment  petite,  le  module  de  yi  sera 
inférieur  à  une  quantité  quelconque  donnée  r.  Posons 

/(z)=rP  +  /Q, 

/(z  -H  /i)  =  (P  -f-  AP)  H-  I  (Q  -+-  AQ), 
>I  =  a  -h  iê, 

l'équation  (2)  deviendra 

AP  4- «■  AQ  =  p  sin^  (-^  Q' -h /P') -H  p  sin^(a -4- /6), 

et  elle  se  décomposera  dans  les  deux  suivantes  : 

AP=:(— Q'  -l-a)psin^, 
AQ=r(H-P'  -h6)psin5. 

Puisque  le  module  de  a  +  6/  est  inférieur  à  r  tant  que  la 
valeur  absolue  de  $  reste  au-dessous  d'une  certaine  limite, 
a  et  6  seront  compris  entre  —  r  et  -h  r.  D'ailleurs  r  est 
aussi  petit  que  l'on  veut,  donc,  si  P'  et  Q'  ne  se  ré- 
duisent pas  à  zéro,  les  quantités  AP  et  AQ  seront  res- 
pectivement de  même  signe  que  —  Q'  sin  J  et  -f-  P'  sinS. 
De  là  résulte  le  théorème  suivant  : 

Théorème  1T.  —   Soit  f{^z)  une  fonction  entière  de 
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la  variable  imaginaire  z  ^=z  p  (cos  «  -f-  /  sîn  &>)  5  posons 
y(z)  =  P4-iQ,  P  et  Q  étant  des  fonctions  réelles  et 
entières  de  p  qui  dépendent  aussi  de  V argument  w,  et 
désignons  par  P',  Q'  les  dérii^ées  des  polynômes  "P  et  Q 
prises  par  rapport  au  module  p.  Si  Von  attribue  à  ce 
module  p  une  valeur  déterminée  et  que  Von  fasse  croître 

V  argument  co  rfe  o  à  27r,  la  fonction  Q  croîtra  tant  que 

V  sera  positivée  et  elle  décroîtra  tant  que  V  sera  néga^ 
tive.  Au  contraire  y  la  fonction  P  décroîtra  tant  que  Q' 
sera  positivée  et  elle  croîtra  tant  que  Q'  sera  négatii^e. 

Théorème  de  Caucky. 

S3.  La  variable  imaginaire 

(i]  z  =  x-h  if 

peut  être  figurée  géométriquement  (n°  U)  par  un  point 
mobile  M  ayant  pour  abscisse  a:,  et  pour  ordonnée  j^,  re- 
lativement à  deux  axes  rectangulaires  fixes  Ox  et  Oy.  Si 
p  et  w  désignent  les  coordonnées  polaires  du  même  point, 
on  aura 

X  =z  p  cosfii>,    y  =  p  sin  w, 

et,  par  suite, 

(2)  z=:  p  (cos  »  4-  «  sin  w), 

en  sorte  que  p  est  le  module  et  ûi>  l'argument  de  la  variable 
imaginaire  z. 

En  outre,  si  f(z)  désigne  une  fonction  entière  de  z  d'un 
degré  quelconque  m  dans  laquelle  les  coefficients  soient 
des  quantités  réelles  ou  imaginaires  données,  on  aura,  en 
remplaçant  z  par  la  valeur  (i), 

PetQ  étant  des  fonctions  réelles  et  entières  des  coor- 
données X  et  y^  d'où  il  résulte,  comme  nous  l'avons  déjà 
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dit,  que  la  recherche  des  racines  de  Téquation 

équivaut  à  celle  des  points,  pour  lesquels  on  a  simultané- 
ment 

P=ro,     Q=o, 

et  auxquels  nous  appliquons,  pour  abréger,  la  dénomi- 
nation de  racines. 

Enfin,  si  le  polynôme  f(z)  est  divisible  par  la  /z'*"** 
puissance  de  z  —  z^^  sans  l'être  par  une  puissance  supé- 
rieure du  même  binôme,  nous  sommes  convenu  (n^  45) 
de  dire  que  réquatîony(z)  =0  a  /i  racines  égales  à  jzq  ; 
on  a,  dans  ce  cas, 

/(Zo)=0,      /'(2,)=:0,...,      /»-'(Zo)  =  0, 

mais  la  dérivée  du  w'^'"*  ordre, y"  [z)  ne  s'annule  pas  pour 

z  =  z^, 

54.  Ces  notions  rappelées,  nous  nous  proposons  d'éta- 
blir ici  une  proposition  importante  duc  à  Cauchy  et  qui 
constitue  l'un  des  plus  beaux  théorèmes  de  l'Algèbre,  La 
démonstration  que  nous  allons  présenter  sera  fondée  sur 
le  Icmme  suivant  : 

Lemme.  —  Soient  z  z=z  x  •+-  iy  une  ^variable  iniagi^ 
naire  etf[z)  =  P  ■+-  zfQ  une  fonction  entière  de  z,  d'huit 
degré  quelconque  m ^  P  e/  Q  étant  des  quantités  réelles. 
Supposons  que  V équation  f[z)  =.  o  ait  n  racines  égales 
à  Xq-\-  (y^o,  n  p  ouvrant  être  égal  à  \^  et  considérons  le 
point  G  dont  les  coordonnées  sont  Xç^  ^^Jay  relativement 
à  deux  axes  rectangulaires  Oo:,  O^.  Décn\fons  une  ci'r^ 
conférence  du  point  G  comme  centre^  av^ec  un  rayon  p 
suffisamment  petit,  et  désignons  par  w  l'angle  formé ^ 
as^ec  la  direction  Ox,  par  la  direction  du  rayon  GM^  de 
manière  que  cet  angle  soit  nul  quand  GM  a  la  direction 
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de  Ox  et  quil  croisse  quand  le  rayon  GM  se  nieut  tou^ 
jours  dans  le  même  sens  y  en  s^  élevant  de  Ox  vers  Oy, 
Cela  posé  y  si  le  point  mobile  M,  partant  d'une  position 
quelconque,  décrit  la  circonférence  entière  pour  retenir 

à  sa  position  première,  c'est-à-dire  si  Vangle  tù  aug- 

P         . 
mente  de'  2  7r,  le  rapport  —  ?  qui  pour  chaque  position  du 

point  M  a  une  valeur  déterminée  ^  s'annulera  précisément 
autant  de  fois  quil  y  a  d'unités  dans  le  nombre  a/i,  et, 
en  s* annulant,  ce  rapport  passera  toujours  d'aune  valeur 
positivée  à  une  valeur  négalii^e. 


y 


0 


On  pourrait  ajouter  que  le  rapport  --  devient  infini  un 

nombre  de  fois  égal  à  2/z,  et  qu'à  chaque  fois  il  passe 
d'une  valeur  négative  à  une  valeur  positive;  mais  nous 
avons  voulu  réduire  notre  lemme  à  ce  qu'il  a  d'essentiel 
pour  l'objet  auquel  nous  le  destinons.  Il  donnera  d'ail- 
leurs le  complément  dont  nous  venons  de  parler,  si  on 

l'applique  à  la  fonction  if[z).  Faisons  encore  une  re- 

P 
marque  importante  :  pour  que  le  rapport— ait  en  chaque 

point  delà  circonférence  une  valeur  déterminée,  il  suffit 
que  le  rayon  p  ne  soit  pas  égal  à  la  distance  du  point  z^  à 
l'un  des  autres  points  racines  de  l'équation  ^(2)  =  05 
mais  rien  ne  limite  la  petitesse  de  p  et  ce  rayon  se  trou- 
vera assujetti,  dans  notre  démonstration,  à  être  moindre 
que  la  plus  petite  des  distances  dont  nous  venons  de 
parler. 
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Posons 

comme  on  a,  par  hypolhèse, 

/(zo)  =  o,    /'(z,)  =  o,...,     /-'(z,)z^o, 

et  que/""  (z^)  n'est  pas  nulle,  la  valeur  def(z)  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  h  sera 

'  ^  I  .2.  •./!  I  .2.  ..m       . 

Si  l'on  désigne  par  p  et  w  le  module  et  Targumeut  de 
la  variable  A,  on  aura 

A  zz:  p  (cosw  H- /sinw)  ; 
représentons  en  outre  par  C    et  a    le  module  et  l'argu- 

ment  de  la  quantité —^^  de  manière  que  l'on  ait, 

I  «  2  •  •  •  r^ 

pour  toutes  les  valeurs  7i,  «  -H  i , . . , ,  m  de  jut, 

^  =  C  (cos  «    -f-  /  sin  a  )  ; 

1.2.  ,.  ^  ^  ^  ^ 

l'expression  dej'(z)  deviendra 

(/(z)  =  C„p'»[cos{/i&)-ha„) -hisin(/iw -ha„)] 

(%}  l 

'    C„p'"[cos(mw-ha«)H-isin(/ww-f-ap,)], 


et  l'on  aura,  en  conséquence, 

!P  =  C„p"cos(«« 4- «„)-+-.  .  .-+-  C«p'"cos(/?iw  -ham)^ 
Q=z:C„p'»sin(/2w-f-a„)-f-...  +  C,„p'»sin  (/ww  -+-a„); 

on  aura  aussi,  en  désignant  par  Q'  la  dérivée  du  poly- 
nôme Q  par  rapport  à  la  variable  p, 

(4)  Q'  =  71  C„p""^  sin  (rtû)  -+- a„)  -+-,., 4-  /w Cmp^^'sin  (m w  4-  a^»). 
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Cela  posé,  quel  que  soit  l'angle  ci)^  on  peut  faire 

(5)  /iw4-a„=rK h /le, 

2 

en  désignant  par  K  un  entier  positif  ou  négatif  et  par  n€ 
un  angle  compris  entre  —  j  et  -H  t»  Supposons  d'abord 
que  le  nombre  K  soit  impair,  et  posons 

les  formules  (3)  et  (4)  deviendront  alors 

!(  —  i)*P  =  —  C»p«sin/is  H-. . ., 
(_l)*Q— -|-C„p"COS««  -H.  .., 
(  —  0*Q'=  -+"  ^  C„p"-'  ces  «s  -+- 

Soit  maintenant  B  un  angle  positif  déterminé,  inférieur 

à  ^  et  aussi  petit  d'ailleurs  que  l'on  voudra  \  on  pourra 

(n**  40)  assigner  une  quantité  positive  r  telle,  que  dans 
chacun  des  polynômes 

±C„p»sin/i0  H-  C;H-.p"-*"  -+-. .  .  +  C^p", 
±  Cn  p« cos/2  0  4-  C^i  p»+'  -h . . .  -h  C^p", 
±nCnfcosn^  H-(«H-i)C;h-4P''"^'  H-.  •  -H-wC«p'", 

le  module  du  premier  terme  soit  supérieur  au  module  de 
la  somme  de  tous  les  termes  suivants,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  p  comprises  entre  o  et  r.  Nous  donnerons  à  p  une 
valeur  déterminée  au-dessous  de  la  limite  r,  et  cette  valeur 
sera  le  rayon  du  cercle  que  nous  avons  à  considérer. 

D'après  cela,  t  étant  compris  entre  —  j—  ei  -{-  j-^  si 

cet  angle  tombe  en  dehors  des  limites  —  6  et  +  0,  la  va- 
leur absolue  de'sin/ie  sera  supérieure  à  sinnd,  et,  en 
conséquence,  le  module  du  premier  terme  du  second 
membre,  dans  la  première  des  formules  (6),  surpassera 
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le  module  de  la  somme  des  termes  suivants;  donc  P  ne 
peut  s'aiinuler  que  si  e  est  compris  entre  — -  6  et  -+-  0. 
Mais  pour  les  valeurs  de  e  comprises  entre  —  6  et  -H  0, 
le  premier  terme  du  second  membre,  dans  chacune  des 
deux  dernières  formules  (6),  est  supérieur  au  module  de 
la  somme  des  termes  qui  suivent;  par  conséquent  ( — ^i)*Q 
et  ( —  ^YQ'  sont  positifs.  Alors  le  polynôme  ( —  i)*P  dé- 
croît constamment  (n**  52)  quand  e  croît  de  — 9  à  -J-  6; 
ce  polynôme  a  d'ailleurs  le  signe  -|-  pour  e  =  —  0,  et  il  a 
le  signe  —  pour  e  =  -f-  9;  donc  il  s'annule  une  fois,  et 
seulement  une  fois,  quand  ê  croît  de  —  6  à  -+-  0.  On  voit 
aussi  que  ( —  i)*  P  passe  en  s'annulant  d'une  valeur  posi- 
tive à  une  valeur  négative  ;  et  comme  ( —  0*Q  reste  posi- 

P 
tif,  on  peut  dire  que  le  rapport  —  s'annule  une  fois   en 

passant  du  positif  au  négatif,  quand  e  croît  de  —  0  k  H-  0. 
Si  le  nombre  R  est  pair  et  que  l'on  ait 

la  première  des  formules  (6)  devra  être  remplacée  par  la 

suivante  : 

(—  i)*P  r=-f-  Cnp"cosne  H-. . .  ; 

Fanele  Q  défini  plus  haut  esî  inférieur  à-^— ;  il  en  est  de 

même  de  la  valeur  absolue  de  s  ;  d'où  il  résulte  que  cosne 
est  supérieur  à  sinwô,  et,  en  conséquence,  la  fonction  P 

ne  s'annule  pas  quand  e  varie  de  —  -y—  à  -H  -r— 

Maintenant,  si,  en  partant  d'une  valeur  quelconque 
de  ci>,  on  veut  décrire  la  circonférence  entière,  de  manière 
à  revenir  au  point  de  départ,  il  sera  nécessaire  et  suffisant 
de  donner  à  l'entier  K  4^*  valeurs  entières  consécutives 
quelconques,  o,  i,  2,  3, .  . . ,  (4^  —  i),  par  exemple.  A 
chacune  des  i7i  valeurs  impaires  de  K  correspondra  une 
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valeur  de  e  comprise  entre  — 6  et  4-9,  pour  laquelle  lerap- 

P 
port  -r  s'annulera  en  passant  du  positif  au  négatif,  ce  qui 

achève  la  démonstration  de  la  proposition  énoncée.  Nous 
aurions    pu    abréger   cette    démonstration    en   prenant 

0=  ^;  mais  le  procédé  que  nous  avons  suivi  a  Tavan- 

iage  de  montrer  que  les  valeurs  de  ww-ha»  pour  les- 

P 

quelles  --  s'annule,  ont  pour  limites  les  multiples  impairs 

(le  -5  quand  on  fait  décroître  indéfiniment  l'angle  6, 

55.  Au  moyen  du  lemme  que  nous  venons  d'établir  et 
en  faisant  usage  de  considérations  ingénieuses  que  nous 
empruntons  à  une  JSote  de  MM.  Sturm  et  Liouville  (*), 
on  démontre  très-facilement  le  théorème  de  Cauchy  qui 
consiste  dans  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Soient,  z  une  variable  imaginaire 
x-i-ijr^  f  {z)  ==?-+-  / Q  une  fonction  entière  de  cette 
variable^  P  <?ï  Q  étant  des  fonctions  réelfes  et  e/i- 
tières  des  variables  x  et  y.  Traçons  dans  le  plan  des 
axes  rectangulaires  Ox^Oj  un  contour  fermé  quelcon* 

que  qui  ne  passe  par  aucun  des  points  racines  de  Véqua- 

p 

fionf(z)  =  o,  auquel  cas  le  rapport  j-aura,  en  chaque 

point  du  contour,  une  valeur  déterminée.  Si  Von  suit  le 
contour  hRCï)  en  partant  d^ un  point  quelconque  A  et  en 
marchant  toujours  dans  le  même  sens  ABCD  Jusqu'à  ce 

P 

(jiion  soit  rev^enu  au  point  de  départ,  le  rapport  -jzp tien- 
dra diverses  valeurs,  et  il  passera  par  zéro  chaque  fois 
que  P  sera  nul,  tandis  quil  des^iendra  infini  lorsque  Q 

(*)  Journal  de  Malhémaliques  pures  et  appliquéeSy  \^^  série,  t.  I,  p.  278. 
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S* annulera.  Cela  posé,  soit  h  le  nombre  dejois  que  le  rap- 

p 

port  -ï  en  s'é^fanouissant  et  en  changeant  de  signe, 

passe  du  positif  au  négatifs  A'  le  nombre  de  fois  que  le 
même  rapport,  en  s" épanouissant  et  en  changeant  de 
signe  ^  passe  du  négatif  au  positifs  le  nombre  k  ne  sera 
jamais  inférieur  à  h'  et  V excès  h  —  V  =  A  sera  toujours 
égal  au  double  ^(i  du  nombre  jut  des  racines  égales  ou 
inégales  de  Véquationf[z)  =  o,  comprises  dans  la  por- 
tion du  plan  limitée  par  le  contour  ABCD. 


y 


0 


X 


Le  contour  fermé  ABCD  est  quelconque,  convexe  ou 
non  convexe  5  pour  bien  fixer  le  sens  dans  lequel  ce  con- 
tour doit  être  parcouru,  imaginons  un  cercle  d'un  rayon 
aussi  petit  que  Ton  voudra,  qui  touche  le  contour  au 
point  de  départ  A  et  qui  soit  entièrement  situé  dans  Tes- 
pace  limité  par  ce  contour^  en  même  temps  supposons 
que  l'on  ait  transporté  les  axes  Ox  et  0/  parallèlement 
à  eux-mêmes  au  centre  du  cercle.  Si  l'on  parcourt  la 
circonférence  du  cercle  en  marchant  de  l'axe  des  x  vers 
l'axe  des  y^  lorsqu'on  atteindra  le  point  A,  la  direction  du 
mouvement  sur  le  cercle  sera  aussi  celle  du  mouvement 
que  nous  considérons  sur  le  contour  ABCD. 

Remarquons  encore  que,  d'après  l'énoncé  du  théorème, 
on  n'a  point  à  considérer  les  changements  de  signe  que 

P 

peut  offrir  le  rapport  rr-  quand  il  devient  infini^  en  outre, 
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Il  peut  arriver  que  ce  rapport  s'annule  sans  changer  de 
signe,  maïs  il  n'y  a  point  «lieu  de  se  préoccuper  de  cette 
circonstance.  Ajoutons  que,  pour  abréger  le  discours, 
Texcès  A  sera  dit  l'excès  relatif  au  contour  donné  ABCD. 
La  démonstration  que  nous  allons  présenter  se  compo- 
sera de  quatre  parties  : 

1°  Si  le  théorème  énoncé  a  lieu  pour  deux  contours 
ABCA  et  ADBA  qui  ont  une  partie  commune  AB,  il  a  lieu 
aussi  pour  le  contour  total  hJS^CK  formé  par  leur  réu- 


nion. 


0 


En  effet,  soient  /i  le  nombre  des  racines  égales  ou  iné- 
gales comprises  dans  le  contour  total  ADBCA,  et  A  Texcès 
relatif  à  ce  contour;  soient  aussi  jix'  et  A',  i>!'  et  A''  les 
quantités  analogues  pour  les  contours  respectifs  ABCA  et 
ADBA.  On  a,  par  hypothèse, 

mais  la  somme  A'  -h  A"  se  compose  évidemment  de  l'excès 
A  augmenté  de  la  somme  des  deux  excès  qui  répondent 
l'un  à  la  partie  AB  du  contour  partiel  ABCA  et  Tautre  à 
la  partie  BA  du  second  contour  ABDA-,  il  est  évident 
que  ces  deux  derniers  excès  sont  égaux  et  de  signes  con- 
traires 5  donc  on  a 
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d'ailleurs 
donc 

Il  résulte  de  là  que  : 

Si  le  théorème  énoncé  a  lieu  pour  un  nombre  quelcon- 
que de  contours  juxtaposés^  il  a  lieu  aussi  pour  le  con" 
tour  formé  par  leur  réunion . 

a*^  Le  théorème  énoncé  a  lieu  lorsqu^il  nj  a  aucune 
racine  de  V  équation  f  {^z)  =  o,  dans  V  espace  limité  par 
le  contour  donné.  En  d^ autres  termes^  si  Von  a  j!x  =  o, 
072  a  aussi  A  ==  o. 

En  effet,  il  peut  y  avoir  dans  Tintérieur  du  contour 
donné  comme  sur  le  contour  même  des  points  pour  les- 
quels on  a  soit  P  =  o,  soit  Q  =  o  ;  mais,  par  hypothèse, 
il  n'en  existe  aucun  pour  lequel  on  ait  à  la  fois  P  =  o, 
Q  =  o.  Il  résulte  de  là  que  Ton  peut  toujours  décompo- 
ser l'espace  limité  par  le  contour  donné  en  plusieurs  par- 
ties telles,  que  chacune  ne  renferme  dans  son  intérieur  ou 
sur  son  contour  aucun  point  pour  lequel  on  ait  P  =  o, 
ou  aucun  point  pour  lequel  on  ait  Q  =  o.  En  outre, 
d'après  ce  qui  précède,  le  théorème  de  Cauchy  subsistera 
pour  le  contour  donné,  sMl  a  lieu  pour  les  divers  con- 
tours partiels  dont  nous  venons  de  parler*,  il  suffit  donc 
de  considérer  ces  derniers. 

Si,  dans  l'intérieur  d'un  contour  et  sur  ce  contour,  on 
n'a  jamais  P  =  o.  il  est  évident  que  l'on  a  A  =  o,  puisque 

le  rapport—  ne  s'annule  pas.  Si,  au  contraire,  la  fonc- 
tion P  s'annule,  mais  que  l'on  n'ait  jamais  Q  =  o,  la 
fonction  Q  conservera  le  même  signe  aux  divers  points 

P 
du  contour  et  le  rapport  —  ne  pourra  changer  de  signe 

qu'en  s'évanouîssant.  D'ailleurs,  comme  ce  rapport  re- 
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prend  sa  valeur  primitive  quand  on  a  parcouru  le  contour 
entier,  il  est  évident  que  s'il  s^est  annule  k  fois  en  passant 
du  positif  au  négatif,  il  s'est  annulé  pareillement  k  fois  en 
passant  du  négatif  au  positif.  On  a  donc  encore  A=  o. 

3^  Le  théorème  énoncé  a  lieu  lorsque  V équation 
/(z)  =  o  n^a  quune  seule  racine^  d'un  degré  de  multi'- 
plicité  quelconque  n^  dans  l'espace  limité  par  le  contour 
donné.  On  a,  en  conséquence^  A  =  2  /i. 


0 


Soient  ABCD  le  contour  donné  et  G  le  point  racine  du 

degré 71  de  multiplicité.  Si  du  point  G  comme  centre,  avec 

un  rayon  suffisamment  petit,  on  décrit  la  circonférence 

MINK,  puis  que  l'on  joigne  respectivement   les  deux 

points  M  et  N  de  cette  circonférence  à  deux  points  P  et 

Q  du  contour  donné,  le  théorème  de  Cauchy  aura  lieu, 

d-après  ce  qui  précède,  et  d'après  le  lemme  du  n**  54, 

pour  les  trois  contours  juxtaposés  KNQDAPMK,  MINKM 

et.IMPBCQNI;  donc  il  a  lieu  pour  le  contour  proposé 

ABCD  qui  résulte  de  la  réunion  des  trois  précédents.  Les 

deux  premiers  des  contours  dont  il  vient  d'être  question 

ont  la  partie  commune  NKM,  et  leur  réunion  forme  le 

contour  NQDAPMIN  \  celui-ci  a,  avec  le  dernier  des  trois 

considérés,  la  partie  commune  PMINQ,  et  leur  réunion 

forme  le  contour  ABCD. 

4®  Le  théorème  énoncé  a  lieuy  quel  que  soit  le  nombre 
des  points  racines  compris  dans  le  contour  donné. 
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En  effet,  on  peut  décomposer  l'espace  limité  par  le 
contour  en  plusieurs  parties  qui  ne  contiennent  chacune 
qu'un  seul  point  racine;  le  théorème  aura  lieu  pour  cha- 
cun des  contours  partiels  que  Ton  obtiendra  ainsi,  et  en 
conséquence  il  aura  également  lieu  pour  le  contour  pro- 
posé qui  résulte  de  leur  réunion. 

Le  théorème  de  Cauchy  est  donc  complètement  dé- 
montré. 

56.  Il  faut  remarquer  que  la  démonstration  précédente 
ne  suppose  en  aucune  façon  Texistence  du  principe  d'après 
lequel  toute  équation  a  un.e  racine,  et  j'ajoute  que  ce 
principe  n'est  qu'un  corollaire  du  théorème  de  Cauchy, 
lequel  peut  être  regardé  dès  lors  comme  le  fondement  de 
la  théorie  des  équations.  Voici,  en  effet,  une  démonstra- 
tion nouvelle  du  principe  du  n°  44,  qui  est  analogue  à 
pelle  du  lemme  du  n^  54. 

Etant  donnée  l'équation  y  (z)  =  o,  traçons  deux  axes 
rectangulaires  et  décrivons  de  leur  origine  comme  centre 
un  cercle  dont  le  rayon  p  soit  aussi  grand  que  l'on  voudra. 
Soit 

(ï)  /(z)=i:AoZ'"H-  A.z™-»  H-.  .  .-h  AflH-i2-h  A«; 

si  l'on  désigne  par  C„  et  a^  le  module  et  l'argument  du 
coefficient  A^,  et  que  l'on  pose 

z  =  p  (cosw  -h  isinw), 
on  aura 

/(z)  =  Cop'"[cos  (/»w  -hao)  -h  isin(/w  w  4-  ao)] 
C«_i  [ces  ( w  -h  a„^i)  -f-  /  sin  (  w  -+-  a«_,  )] 
C,„(cosa„H-  isina,„); 


en  faisant,  comme  précédemment, 


(^) 
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il  viendra 

Q  =  Cp" siù  (/»«  -4-  ao)  -f- . . .  4-  C«_ip  sin  (»  -h  «»-i)  4- C«  sin  a«, 

et  en  désignant  par  Q'  la  dérivëe  de  Q  par  rapport  à  py 
on  aora  aussi 

(3)  <)^ z='/n  C,p*^^  sin(/i?6>  -4-  «»)-h. . . 4- C«-_i  sin (w  -♦-  oîm^t)* 
Quelle  que  spit  la  valeur  de  od^  on  peut  faire 

(4)  tntù-k^  û^z=:TL — hw«, 

R  étant  un  entier  et  mt  étant  un  angle  compris  entre 
-*-vet  -+-7«  Si  K  est  un  nombre  impair  aA-f-r^  les» 
formules  (2)  et  (3)  deviendront 

( — i)*P  =  —  Gop'^siniTifi -H. . .) 

(5)  J  (--l)*Q  :==r-4- C»p*Cos/iîi-h.  . ., 
( —  0*Q'  =  Hr  /^ïCop^^'cQSwe  4^.'.  .  . 

Soit  0  un  angle  positif  déterminé,  inférieur  à  -^ —   et 

aussi  petit  d'ailleurs  que  Ton  voudra;  on  pourra  assigner 
une  quantité  positive  r  telle,  que  dans  chacun  des  po- 
lynômes 

± Cop*  sm/wd  -*-  Cp"*-"  4- .  ,  .  4-  Cm-,  f-^Cmi 
±C«p~cosm9-l-C,p*-'4-.  ..H-C«_,  p  H-C„, 
±:  wC.  p*-'  cos/»9  H-  (m  —  i)  C,  p"^' H- . . .  -f-  C„_, , 

le  module  du  premier  terme  soit  supérieur  à  la  somme 
des  termes  suivants^  pour  toutes  les  valeurs  de  p  supé- 
rieures à  r\  nous  supposerons  que  la  valeur  choisie 
pour  p  soit  supérieure  à  cette  limite. 

Cela  posé,  e  étant  compris  entré  —  7 —  et  4-  -, — 1  si  cet 

I-  9 
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angle  tombe  en  dehors  des  limites  —  6  et  -f-  9,  là  valeur 
absolue  de  sinms  sera  supérieure  à  sin/nd,  et^  en  cxmsé- 
quence,  le  module  du  premier  terme  du  second  membre, 
dans  la  première  formule  (5),  surpassera  le  module  de 
la  somme  des  tertties  suivania  ]  dont  P  ne  peut  s'astiii-* 
1er  que  si  e  est  compris  entre  —  9  et  4-6*  Maisy  pottt 
les  valeurs  de  e  comprises  entre  — 6  et  4-6,  le  pre- 
mier terme  du  second  membre,  dans  chacune  des  deux 
dernières  foraiule»  ($)^  est  i^tipërîetit'  au  ttiôdulé  de  k 
somme  des  termes  qui  suivent^  par  conséquent  ( —  i)*  Q 
et  ( — 0*Q'  ^^"^  positifs.  Alors  le  polynôoie  ( — i)^P 
décroît  constamment  (n°  52)  quand  e  croît  de  —  6  à  -h-Oy 
ce  polynôme  a  d*aîlleurs  le  signe  -f-  pour  e  =  —  6,  et  il  a 
le  sî^ne  -^  pour  s  s7=  4^  0;  donc  il  s'sutlnule  une  fois,  et 
une  fois  seulement,  quand  e  croît  de. —  6  à  4-  fl.  On  voit 
aussi  que  ( — i)*P  passe  en  s^annulant  du  positif  au  né- 
gatif, et  comme   ( — ^)*Q  reste  positif^  le  Rapport   ^^ 

s^annule  une  fois  en  passant  du  positif  au  négatif. 

Si  K  est  un  nombre  pair  aA^,  la  première  des  for- 
mules (5)  devi*a  être  remplacée  par    .  • 

(—  i)*P  ==4-  Cop'^cosws  -f-. . ., 

on  a  évidemment  cosms  ]>  sin/»6,  et,  en  eonséqueuccf, 
la  fonction  P  neJ  s*annule  p£^s  qtiiand  e  varie  dé  —  -y — 

a  4- 


Maintenant  si  Ton  veut  décrire  la  cinconférencfe  entière 
de  rayon  jd,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  de  donoér  à 
rentier  K,  dans  lâ  formule  (4))  4^*  valeurs  censéeuiivesi 
quelconques,  par  exemple  o,  i,  a,  â,...,  (4'>î*— i)»  A 
chacune  des  2  m  valeurs  impaires  de  K  répondra  une  va- 
leur de  e  comprise  entre  —  6  et  4-  6,  pour  laquelle  le  rap- 


port  --  s'annulera  en  passant  du  positif  au  négatif.  On  a 

donc,  pour  le  cercle  cOnsidéfë,  A  =  2m,  et  comme  le 
rayon  p  {>eut  être  choisi  aussi  grand  que  Ton  voudra^  ou 
voit  que  c  '  ^ 

Une  équation  du  degré  m  a  précisément  m  racines. 

Transformation  des  équations. 

97.  lier  prtèléme^  général  dont  if  s^agit  ici  consiste  a 
déduire  d'une  ^équation  dotiâéô, 

une  nouvelle  équation  4ont  les  racines  ^îent  avec  aeRei 
de  la  première  tme  relation  donnée.  L^  cas  le  ^lus  sfidrple 
est  cvlui  im  chaque  racine  u  de  )*éq[uation  demandée  est 
exprimable  pat  ni^eJbncUùn  raiionnelté  dotiuoé  d'une  ^ 
raeint  x  de  la  proposée,  c^HBsi-à-dire  par  utre  fone^n 
égale  au  quoti^ot  dedeu^  fonctions  entières  ^'(z)^  ^{z). 
On  a  alors 

'"  ■=!{?)• 

Si  Véquation  proposée  -est  ^u  degré  1»,  elle  aura  m  ra- 
cines z«,  ^1,.  • .,  ^m^i,  et  il  en  résultera,  pour  u,  m  va- 
leurs correspondantes  tt«,  u^^.^.j  tfrfi~i>  d'où  To^i  peut 
conclure  que  Téquation  en  u  doit  ètre^  eOmoie  la  pro-* 
posëe^  du  degré  m.  Nous  reviendrons,  dans  la  deuxième 
Section  de  cet  ouvrage,  sur  Fimportante  question  de  la 
transformation  des  équations  ^  ici  nous  nous  bornerons  à 
examiner  le  cas  particulier  où  les  polynômes  ^{z)  ei^{z) 
sont  du  premier  degré  ^  la  formule  (2)  devient  alors 

az  -f-  b 

a^h^d ^  y  étant  des  constantes  données.  On  tire  de  la 

9- 
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çt  il  sufpra,  pour  r^mfMr  l'objet  denLandé,  de  4pnper 
à  a  une  valeur  telle  j  que  les  produits  A^  0^^  ne  iWDf- 
ferment  plus  de  âénomiDatetir. 

Il  faut  remarquer  le  cas  de  a  =  —  i  ;  alors  la  transfor- 
mation a  pour  objet  de  changer  )es  signes  des  racines  de 
l'équation  proposée.  Pour  avoir  la  transformée  en  —  z  de 
l'équation  /(z)  =?  a,  U  mS&t  de  çbapg^r  h^  «igofi»  de 
tous  les  termes  de  degrés  impairs,  ou,  si  l'on  veut,  les 
signes  de  tous  les  termes  de  degrés  pairs.  En  faisant  le 
premier  changement,  si  l'éfjuation  est  de  degré  pair,  et 
le  deuicième,  si  Téquation  est  de  degré  impair,  le  premier 
terme  sera  toajx>ur8  le  même  dans  la  proposée  et  dans  la 
transformée.* 

59.  La  deuxième  des  transformations  élémentaires 
dont  il  a  été  parlé  plu5  haut,  9^yoir  ju  :;^ --^  «  pour  objet 

de  former  une  équation  dont  les  racines  soient  les  in- 
verses des  racines  de  la  proposée.  Si  celle-ci  est 

(  I  )  Ao  a«  +  A ,  is?»-»  -^ . ,  ^  -I-  A«-.i  «  H-  A  «  =  o, 

la  transformée  s'obtiendra  en  remplaçant  ^  par  -  9  ou,  si 

IL 

l'on  veut,  par  -;  faisons  ce  cbangemçnt,  multiplions  en- 
suite par  2"*,  et  ordonnons  par  rapport  aux  puissances 
descendantes  de  Zy  il  viendra 

(»)  Am^  +  A^i  z"^  -f- . , ..  -h  A,  z  +  A» ;^  o. 

C'est  ici  l'occasion  de  présenter  une  reuiarque  încipor- 
tante  relativement  aux  racines  qui  peuvent  devenir  infi- 
nies. Supposons  que  les  coefficients 

Aoj  A|,  Aï^  •  •  •  >  Ait 

dépendent  d'une  quantité  t  susceptible  de  recevoir  dî- 
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verses  v^eurs,  çt  que,  pour  la  valeur  1 7:^  fo»  les  modules 
des  n  derniers  coefficienU  devîennçat  nuls*  Alpins,  parw 
les  m  racines  de  Téquation  (1),  il  y  en  a  ;z  qui  se  .rédiu- 
sent  à  zéro  pour  t  =  tq,  et  par  conséquent  les  modules 
de  leurs  inverses  deviennent  infinis;  donc  quand  t  tend 
vers  la  lin^ite  fo^  les  modules  de  n  des  m  racines  de  Té- 
(juation  (  a)  tendent  vers  l'infini;  à  la  limite,  cette  équa- 
tion (a)  se  réduit  au  degré  ni  —  n,  et  elle  n*a  plus  que 
m  —  n  racines  finies. 

60.  Il  peut  arriver  que  les  équations  (i)  et  (9)  du  nu- 
méro précédent  coïncident.  Dans  ce  cas,  Téquation  pro- 
posée est  dite  réciproque  ;  Tinverse  d'une  racine  quel- 
conque est  aussi  une  racine. 

D'après  ce  qui  précède,  si  f(z)  =  o  est  une  équation 
réciproque  du  degré  m,  on  aura  identiquement 


/(,)=>^/-{i) 


l  étant  un  factieur  indépendant  de  z»  Faisant  z  s=  -h  i , 
puîfl  z^^'T^ij  il  vieot 

/(i)=v(o.  /(~o=(-iri/(~i). 

Sî/{i)  «t/(— ï)  ne  sont  pas  nuls,  c'est-à-dire  si /(a) 
i}*est  divisible  par  aucun  des  binômes  z  -i-t^  z  *—  i ,  on 
vpit  que  ^  s?:  1  €l  que  le  degré  m  de  Téquation  est  un 
nombre  pair  afA.  L'identité 

montre  que  Ton  a  alors 

en  sorte  que  les  coefficients  de  deux  termes  également 
éloignés  des  extrêmes  sont  égaux  et  de  même  signe. 
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Supposons  maintenant  que  F  (z)  =  o  soit  une  équa- 
tion réciproque  pouTant  admettre  les  racines  -h  i  et  —  i, 
et  soit 

(3)  F(«)=(a-^i)^(«-(-0«/(«), 

f{z)  n'étant  pas  divisible  par  ^  ±  i;  il  est  évident  que 
l'équation  y*  (-z)  =  o  est  réciproque,  et  en  conséquence  le 
premier  membre  y  (z)  a  la  forme  indiquée  par  la  for- 
mule (2).  Maintenant,  à  cause  des  formules  (1)  et  (3),  on 
a  l'identité 

il  en  résulte  que  si  p  est  pair,  les  coefficients  des  termes 
également  distants  des  extrêmes  dans  F(z)  sont  encore 
égaux  et  de  même  signe.  Mais  lorsque  p  est  impair,  les 
coefficients  des  termes  également  distants  des  extrêmes 
sont  égaux  et  de  signes  contraires^  dans  ce  dernier  cas, 
lorsque  ç  est  impair,  Téquation  proposée  est  de  degré 
pair,  et  le  terme  du  milieu  doit  avoir  un  coefficient  nul. 

61.  Les  équations  réciproques  sont  susceptibles d'aiot^- 
sementy  c'est-à-dire  que  leur  résolution  peut  se  ramener  à 
la  résolution  d'équations  de  degré  moindre.  Comme  on 
peut  toujours  supposer  qu'une  équation  réciproque  ait 
été  débarrassée  des  racines  + 1  et  —  i  qu'elle  peut  avoir, 
elle  sera  nécessairement  d'un  degré  pair  2^,  et  on  pourra 
lui  donner  la  forme 


^^(^..^L^^^.^.^^^ 


4-A^=o. 


C^la  posé,  si  l'on  fait 


I 

z 


^> 
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puisque  Ton  multiplie  V„_j  =  s""*  4-  -71^  parx  ^=  ;?  4-  -» 
on  trouvera 


*V^.  =  (,«  +  i)  +  (z-  4-  -L.^ 


9 


OU 

Ona 

V.  =  -r,     Va  =  a, 

et  en  faisant  usage  de  la  formule  précédente,  on  pourra 
exprimer  successivement  Vj,  Vj,  V4, , . . ,  par  des  fonc- 
tions de  x^  il  est  évident  que  Y„  sera  une  fonction  en- 
tière de  X  du  degré  n.  On  trouve 

¥3  =  ^'  — 3x, 

Vs  =  dp»  — 5x>H-5x, 


D'après  cela,  Féquation  proposée  pourra  être  ramenée 
I  une  équation  du  degré  ^t  en  x^  et  les  racines  z  de  la  pro- 
posée seront  données  par  la  formule  générale 


=ï*Vf 


«»  —  xa  -f- 1  =  o ,     d'où     zz=:  ^dzi/  7 I. 

Il  faut  remarquer  aussi  que  le  premier  membre  de  Féqua- 
tion proposée  est  égal  au  produit 

I»,  Xt, . .  •  ,j:         désignant  les  (/  racines  de  Féquation 
en  X. 
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62.  La  transformation  u  =  ^  -4-  a  a  poar  objet  de 
former  une  équation  dont  les  racines  soient  égales  à 
celles  de  la  proposée  augmentées  d'une  quantité  donnée  a  ; 
l'équation  proposée  étant  y(z)  =  o,  la  transformée  sera 
/{u  —  a)  =  o  ou  f(z  —  a)  =  o ,  en  écrivant  z  au  Heu 
de  u.  Si  Ton  ordonne  par  rapport  aux  puiss99C^^  4^  ^» 
cette  transformée  sera 

^  I  1.2  I.2.../7/ 

On  pourra  disposer  de  l'indéterminée  a  de  manière  à 
faire  évanouir  l'un  des  termes  de  cette  équation.  Ainsi, 
l'on  fera  disparaître  le  terme  çn  ^'""~*  si  Ton  détermine  « 
par  l'équation 

/"-'(-- a)  =0. 

Supposons  par  exemple  que  l'équation  propoféç  ^Q\t 


on  a 


/(z)  =  z^-h  Pz'  -h  Q«  -h  R, 


I 
1 .2 

I  .2.3 


3a' 4-  aP^-i-Q, 


32  4- P, 


I. 


p 

L'équation /*'''(«}  =  o  donnjç  -s  =  —  =;  si  donc  on  veut 

P 

faire  disparaître  le  terme  en  2*,  il  faudr^  prendre  a  =  «  • 

Les  formules  précédentes  donnent 

-3--4-R-7, 


./        P\         2P_ 


et  la  transformée  sera 

z'  -4-  /îz  -4-  ^  =  o . 

63.  La  (r^nsformation  linéaire  générale  Qxprim^c  par 

la  formule 

at-h  h  Vu  —  h 

u  =  —. — r-^T—      ou      z  =  — ■ T— 

a  z-^  b  a  —  au 

fournît  le  moyen,  à  cause  des  indéterminées  a,  i, . . . ,  de 
faire  disparaître  deux  termes  d'une  équation.  Considé- 
rons par  exemple  Péquation  du  troisième  degré 

z*-hP«*  + Qz-hR=:o; 
la  transformée  en  u  sera 

A«  «'  H-  A,  a^  -4^  Aa  tf  ^  A»  =  0 , 
en  posant,  pour  abréger, 

Ao  =  V^  —  Pa'A"  H-  Qa'^^'  —  Ra'% 

A,  =  fc'[—  ZhW  -K  P(tf6'  +  W)  —  Qtffl'] 
-^a'I^bh'  —  Q(fl6'  -4-  ha!)  +  3Rûû'], 

A,  =  —  ^[—  3^^'  -H  P(«A'  H-  ^û')  ~  ^aa!  ] 
—  fl[P^^'  —  Q(a^'  -h  ôû')  -h  3Rflû'], 

A,  =  —  ^  -t-  Pfl6»  —  Qa« A  -t-  R^ï^ 

Déterminons  m j|in tenant  les  arbitraires  a  et  ol  de  ma* 
nière  que  1  on  ait 

Al  =;  o ,     Aa  =  o  j 

comme  on  n^  peut  aduKAtre  que  ob'^rr^ba'  soit  nul,  puis^ 
fpiVloF^  u  a«  dépeodfiutpaddô  z,  les  dcnix  équft*tions  pré^ 
oédeuties  sa  r^duirom  à 

—  3^^'  -4-  P(«3'  -4-  ^fl')  --  Q«fl'=:  O, 

si  ou  les  résout  par  rapport  à  bV  et  ai'  H-  ia',  on  trouvera 


4  b' 

3PR       Q» 

(^       b' 

— 1 —  _ 

PQ-9R. 

fl    a' 

P»  —  3Q 

ma' 

F       3Q' 
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en  conséquence,  -  et  -7  sont  les  racines  de  réquation  du 

deuxième  degré 

(P  —  3Q)^'  —  (PQ  —  gR)^  +  (Q^  —  3PR)  ;=  o. 

Désignons  par  t  et  t*  les  racines  de  cette  équation  et 
pary(^)  le  premier  membre  de  Téquation  proposée  5  les 
quantités  a  et  a'  restant  indéterminées»  nous  ferons 
a'  =^a=z=  —  I ,  la  transformée  en  u  se  réduit  alors  à 

ses  trois  racines  seront  exprimées  par  la  formule 


et  celles  de  la  proposée  seront  données  par  la  suivante 

_       y  An 

Celte  formule  peut  être  ramenée  à  une  expression  plus 
simple,  mais  nous  nHnsisterons  pas  sur  ce  sujet  qui  sera 
plus  tard  l'objet  d'une  étude  approfondie  ;  il  nous  suffit  ici 
d'avoir  montré  comment  la  transformation  linéaire  peut 
conduire  à  la  résolution  générale  des  équations  du  troi- 
sième degré.  Ajoutons  que  latnême  transformation  fonrnit 
aussi  la  résolution  générale  des  équations  du  quatrième 
degré,  car  elle  permet  de  faire  disparaître  la  première  et 
la  troisième  puissance  de  Vinconnue,  au  moyen  d'une 
équation  du  troisième  degré.  La  proposée  se  trouve  alors 
remplacée  par  une  transformée  que  l'on  sait  résoudre, 
puisque  celle-ci  peut  être  abaissée  au  deuxième  degré. 


<M—* 
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CHAPITRE  IV. 

DES  ÉQUATIONS  SIMULTANÉES  ET  DE  L'ÉLIMINATION. 


i 


De  V élimination.  • 

64.  Après  avoir  exposé  les  propriétés  générales  des 
fonctions  entières  d'une  variable  et  des  équations  à  une 
seule  inconnue,  nous  devons  parler  des  fonctions  entières 
de  plusieurs  variables  et  des  équations  algébriques  simul- 
tanées. 

Une  fonction  entière  de  plusieurs  ^variables  est  un  po- 
lynôme entier  et  rationnel  relativement  à  chacune  des 
variables,  et  l'on  nomme  équation  algébrique  toute  équa- 
tion qui  peut  être  ramenée  a  la  forme  V  =  o,  V  dési- 
gnant une  fonction  entière. 

Un  système  de  n  équations  algébriques  admet,  en  gé- 
néral,comme  on  le  verra,  un  nombre  limité  de  solutions, 
quand  le  nombre  des  inconnues  est  égal  à  n.  Mais  si  ce 
dernier  nombre  est  seulement  n  —  i ,  les  équations  pro- 
posées n'admettront  point  de  solution,  à  moins  qu'une 
certaine  équation  de  condition  ne  soit  satisfaite  :  les  pro- 
cédés par  lesquels  on  parvient  à  former  cette  équation 
de  condition  constituent  ce  qu'on  nomme  V élimination, 
et  Téquation  obten.ue  est  dite  équation  finale. 

Supposons  que  roii  ait  /z  équations  algébriques  entre 
n  inconnues 

et  que  ces  n  équations  soient  satisfaites  par  les  valeurs  si* 
muhanées 
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regardons  z  comme  une  quantité  connue,  les  équations  pro- 
posées ne  renfermeront  plus  que  n  —  i  inconnues  \  elles 
admettront  d'ailleurs  Un  ^^iitùiéàt  soliltions  communes  si 
Ion  donne  à  z  la  valeur  a  \  donc  l'équation  finale  en  z  ob- 
tenue par  Pélimination  dcr  jg^,  r,, . . . ,  ;?„_,  etïire  lès  pro» 
posées  devra  admettre  la  racine  a.  D'après  cela  on  peut 
dire  que  V équation  finale  qui  résulte  de  V élimination  de 
n  —  I  inconnues  ^i^jCs^.  •  •  >  z^^^  entre  n  équations  con- 
tenant en  outre  Vinconnue  z,  a  pour  racines  les  diverses 
^valeurs  de  z  qui  concourent,  a^ec  des  valeurs  convena- 
bles des  autres  inconnues  y  à  former  les  systèmes  de  solu- 
tions dès  équations  proposées. 

Il  faut  remarquer  que  Télîmiuation  n^a  pas  d'autre  objet 
que  la  formation  de  l'équation  finale^  la  résolution  d'un 
système  d'équations  simultanées  constitue  un  problème 
distinct.  A  la  vérité,  pour  traiter  ce  dernier  problème,  on 
peut  et  on  doit  même  en  général  faire  usage  de  l'élimi- 
nation, mais  on  conçoit  aussi  que  Ton  puisse  aborder  la 
solution  par  d'autres  voies. 

Sur  le  nombre  des  termes  que  peut  contenir  une  fonction 

entière  d 'un  degré  donné» 

65.  Considérons  d'abord  un^  fonction  homogène  et 
entière  des  n  +  i  variables 

et  du  degré  m.  Si  cette  fonction  est  la  plus  générale  de 
son  degré,  elle  renfermera  tous  les  termes  qui,  abstraction 
faite  d'un  coefficient  constant,  seront  de  la  forme 

I       a  n      «-+-1  ' 

la  somme  des  exposants  «i,  ocj,  .^  . ,  a,^.i  étant  égale  à  m. 
Le  nombre  total  des  termes  dont  il  s^agit  est  précisément 
celui  des  combinaisons  complètes  m  k  m  deswH-i  lettres 
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fi,  ^t)  •  •  •  9  ^n+i9  combinaisons  danâ  ksquell^  tthe  même 
lettre  petit  figurer  |>luiifftiÉ8  fovâ.  On  ssiH  que  le  nombre 
de  ces  combinaisons  complètes  est  égal  au  nombre  des 
combinaisons  simples  de  n-i-m  lettres  m  k  m^  et  voici 
d'ailleurs  comment  on  peut  établir  l'égalité  de  ces  deux 
nombres.  Supposons  que  Ton  ait  écrit  toutes  les  combi- 
naisons complètes  des  n  -f- 1  lettres  Zi,  Zf ,.. .,  z^iy  nikm^ 
de  manière  qu>e  dans  chacune  déciles  Tindice  d'une  lettre 
ne  soit  jamais  supérieur  à  l'indice  de  la  lettre  Suivante^ 
désignons  par  A  Tensemble  de  toutes  ces  combinaisons. 
Supposons  que  Ton  ait  formé  en  même  temps  toutes  les 
combinaisons  simples  des  7z+m  lettres  Zi,  Zt,.«, ,  2^„,  m  a 
m,  de  manière  que  dans  chaque  combinaison  les  indices 
des  lettres  forment  une  suite  croissante,  et  désignons  par 
B  Pensemble  de  ces  combinaisons.  Il  est  évident  que  si, 
dans  chaque  combinaison  B,  on  retranche  respectivement 
les  nombres  o,  i,  a,  3, ... ,  (/ti  —  i)  des  indie^^d  des  lettres 
successives,  on  obtiendra  une  combinaison  A  ;  réciproque- 
ment, chaqife  combinaison  A  se  changera  en  une  combi- 
naison B,  si  Ton  augmente  rèspectïveftienif  lés'  indi'ceâ  des 
lettres  successives  des  nombres  o,  i ,  2,...,  (m —  1).  D'ail- 
leurs, par  l'opé^aEton  dont  il  Vient  d'être  question,  deux 
GdmbÎQaisons  différentes  de  Fun  des  systèmes  A  et  B  se 
changent  en  deutc  combinaisons  nécessairement  distinctes  ; 
donc  les  deux  systèmes  renferment  le  m;èn:ie  nombre  de 
combinaisons. 

Il  résulte  de  là  qu'une  fonction  entière  et  homogène  du 
degré  m  dépendant  de  //  -f- 1  variables  a,  dans  le  cas  le 
plusgëtiéral, 

(/ï -h  1)  (/î -f- 2) . .  .(«  + /w) 

I  .  ?.  .  3  .  .  .  /7i 

termes.Si,dans  cette  fonction  homogène,  on  pose  z„^i  =  i  ^ 
on  obtiendra  la  fonction  entière  la  pltis  générale  de  n  va- 


i44  covus  d'algèbre  supérieure. 

riables  et  du  degré  m  \  le  nombre  total  .des  termes  d'une 
telle; fonction  est  donc  aussi  représenté  par  Texpression 
précédente. 

66.  Nous  désignerons  généralement  par  le  symbole 
N  (n,  m)  le  nombre  des  termes  contenus  dans  la  fonction 
entière  la  plus  générale  de  n  variables  et  du  degré  m  \  on 
aura  aloi's 

^  I .2.3. . .m  . 

le  second  membre  de  cette  formule  ne  change  pas  quand 

on  échange  entre  elles  les  lettres  n  et  m,  car  on  peut  lui 

donner  la  forme 

1.2  3..  .(/î  -+-  m) 

1 .2.3. .  ./ax  1 .2.3. . ./»' 
on  a  donc  aussi 

(2)  îH(n,m)  =  ^ '--^ ^ : — '- 

L'expression  (i)  se  réduit  à  i  pour  n  ==  o,  et  la  même 
chose  a  lieu  à  l'égard  de  l'expression  (2)^  quand  on  y  fait 
m  =  o  ;  on  a  donc 

(3)  '    N{o,w)  =  i,.  N(i»,.0)=:l, 

ce  qui  est  conforme  à  notre  déOnition  du  symbole 
N  (n,  m)  ]  on  doit  admettre  que  les  formules  (3)  subsistent 
quand  on  fait  m  =  o  dans  la  première,  et  n  =  o  dans  la 
seconde,  et  nous  aurons 

N(0,  o)=:l, 

ce  qui  exprime  simplement  une  convention»  Enfin,  dans 
ce  qui  va  suivre,  l'entier  m  pourra  recevoir  des  valeurs 
négatives,  et  nous  conviendrons  que,  pour  de  telles  va- 
leurs, on  a 

N  (/i,  m)  =:Of 

lors  même  que  n  aurait  la  valeur  zéro. 
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Sî  l'on  remplace  m  par  m  —  i  dans  la  formule  ('2),  on 


aura 


^^  ,                 ,        m  (iw -h  i). .  .(/If -h /i  —  1) 
N  \ny  m  —  i)  =  — ^ — :^ -y 


1 .2. 3.  •  ./s 

et,  par  suite,  en  supposant  /i  ^  i , 

(w-4- i)(/w-|-2)...(/w -h*«  — 1) 
N(«,«)-N(«,m-.)= ,.,.3...(„-.) 

OU 

N(/î,i»)  —  N  (/ly /7t — i)i=N(/i — i,*»).     . 

Celle  formule  a  été  établie  dans  l'hypothèse  de  m  posi- 
tif et  de  «  ^  I  ;  mais,  d'après  notre  définition  du  symbole 
N,  on  reconnaît  qu'elle  subsiste  quand  m  est  nul  ou  né- 
gatif, et  quand  n  est  égal  à  i .  Si  Ton  y  remplace  m  suc- 
cessivement par  m,  m  —  i,  m  —  a, . . . ,  (m  —  i/i,  -f-  i), 
et  qu'où  ajoute  les  m^  équations  résultantes,  il  viendra 

N(/î, m)  — N  (/?,  m  —  /»,)  =  N  (/i  —  i",  im)  H-  N {«  —  i ,  w  —  i )-h . . . 

-h  N(/i  —  I,  /w  —  y/i,  -h  i), 

formule  qui  subsiste  évidemment,  quel  que  soit  le  nombre 
entier  m^  supposé  positif. 
Si  l'on  pose 

la  formule  précédente  pourra  s'écrire  comme  il  suit 

/*i  =  'Wi  — < 

(5)  A«,N(«,m)=     21     N(;»-i,vw-p.). 

le  signe  V  du  second  membre  indiquant  qu'il  faut  donner 

SQccessivement  à  (Zj  les  valeurs  o,  i,  2,...,  [m^  —  1)  dans 
l'expression  N  (/?  —  i ,  m  —  Ui  ),  et  faire  ensuite  la  somme 
des  résultats. 

I.  10 


(6) 
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Soient  m^^m^^. ,  ,^m^  des  nombres  positifi»  quelcon- 
ques, et  posons  encore 

A«,A;„^N(/î,  /w)  =  A„,  N(/ï,  m)  —  A„,N(/?,  m  —  w,), 
A;„,  A„,  A^,  N  («,  m)  r=r  A;„^  A„,  N  (/i,  /w  )  —  A„,  A,^^  N  («,  w  —  W3), 

Si  Ton  suppose  que  h  ne  soit  pas  supérieur  à  n,  on  aura, 
en  appliquant  successivement  h  fois  le  théorème  exprimé 
par  la  formule  (5), 

( 7 )    ^„^  A^^_^. . .  A;„.  A«, N  (/i,  /M )  =2  ^  ('^  ~  ■*»  '^  ""  f*«  ~  f*:»  —•  •  •- H*)!; 

le  signe  ^  exprimant  qu'il  faut  faire  la  somme  de  toutes 

les  valeurs  que  prend  N  («  —  A,  m  —  ^t  —  /ij — ...  —  jx^), 
quand  on  emploie  successivement  tous  les  systèmes  de 
valeurs  nulles  ou  positives  des  indéterminées  /uii,  ^s. . . . ,       j 
|u,  tels  que  Ton  ait 

Le  nombre  des  termes  contenus  dans  le  second  meaibre 
de  la  formule  (7)  est  ainsi  égal  au  produit  m^  nif..»  nii. 
Si  le  nombre  h  est  égal  à  /i,  chacun  des  termes  dont  nous 
venons  de  parler  se  réduira  à  i  ou  à  o.  Supposons  qu^ils  se 
réduisent  tous  à  i,  la  formule  (7)  donnera 

(8)  ^m  ^m     ,  .  .^m.^{ny  m):=zm^mi, .  .nin- 

Mais  pour  que  cette  formule  (8)  subsiste,  il  faut  que  la 
quantité  m  —  fXi  —  f/t  —  •  •  •  —  f^m   qi^î   figure  -sous  le 

signe  \^9  dans  la  formule  (7),  ne  soit  jamais  négative,  et 
la  condition,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  est 
(g)     w  =:  ou  >  (w,  —  \)-\-  [nii  —  i)  -f-.  .  .  -\-[m„  —  i). 
Si  cette  condition  n'est  pas  satisfaite,  comme  les  indé- 
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tcrmiiiées  )X|,  /ix,,. . .  varient  de  o  à  //ii  —  i,  <lc  o  k 
m, —  !,.••?  respectivement,  la  somme  f^i  •+- f/t  H- •••■+- fn 
prendra  au  moins  une  fois  chacune  des  m  + 1  valeurs 
0,  I,  o,.*-9  /7i;  donc,  dans  le  second  membre  de  la  for« 
mule  (7),  où  l'on  suppose  k  =  n^  il  y  a  plus  de  m  termes 
égaux  à  I,  et  Ton  a  alors 

(10)  A«^A«^_^. .  .A«,N(/î,  m)';:>m. 

67.  J'établirai  encore  ici  une  inégalité  qui  nous  sera 
utile  dans  ce  qui  va  suivre,  et  que  Ton  conclut  très-faci- 
lement des  formules  (4)  et  (6).  Le  nombre  que  représente 
le  symbole  N  n'étant  jamais  négatif,  il  en  est  de  même  des 
expressions  dont  la  valeur  est  fournie  par  la  formule  (y)\ 
alors  les  formules  (4)  et  (6)  nous  donnent 

Ainsi  on  aura  généralement 

N  («,  w)  >  A;„^_^  a«^_^ .  .  .  A„,  N  {n,  m  )  ; 

en  changeant  w  en  m  —  /n^,  et  en  écrivant  dans  le  second 
membre 

au  lieu  de  N  (n,  m  —  Wx),  on  aura 

Cela  posé,  on  a  l'identité 

N  («,  w  —  w,)  =  N  (n,  m)  —  A„,  N  (/i,  w), 

et  en  donnant  à  A  les  valeurs  2,  3, .  .  . ,  Xr,  dans  Tînégalilé 
que  nous  venons  d'obtenir,  il  vient 


9 


N  («,  w  —  mi)  >  A™     . . .  ^m^  N  (/î,  m  )  —  A,..  .  .  .  A«,  IN  (  »,  w). 

'fil  —  1  ^ 


A-1 

10. 
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Si  Ton  ajoute  ces  inégalités  avec  l'égalité  qui  les  précède, 
on  aura 

N  (/î,  /w  —  /w,)  H-  N  («,  /»  —  nti)  -f- . .  .  -f-  N(/i,  m  —  iwj 

ce  qui  est  le  résultat  que  nous  avit)ns  en  vue.  Il  faut  re- 
marquer que  le  signe  ]>  n'exclut  pas  ici  l'égalité. 

Du  nombre  des  termes  d^une  fond  ion  entière  ^  qui  ne 
sont  pas  diifisibles  par  des  puissances  données  des 
variables, 

68.  Soit  V  une  fonction  entière  et  complète  du  degré 
m  des  n  variables 

et  cherchons  combien  il  y  a,  dans  le  polynôme  V,  de 
termes  qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  des  monômes 


M.         /n^  m. 


7ri|,  f?!], . . . ,  m^  étant  des  exposants  entiers  quelconques, 
dont  le  nombre  k  est  égal  ou  inférieur  à  n. 

Si  mi  est  inférieur  à  m,  la  partie  de  V  qui  est  divisible 

par  «"•  est  égale  au  produit  de  ce  monôme  par  une  fonc- 
tion entière  du  degré  m  —  //ii,  laquelle  doit  être  un  poly- 
nôme complet,  car  autrement  la  fonction  Y  ne  serait  pas 
complète;  donc  le  nombre  des  termes  de  V  qui  sont  di- 
visibles par  «"'  est 

N  [ny  m  —  wî,), 

et  ce  résultat  subsiste  quand  m^  est  supérieur  à  ttz,  puis- 
qu'alors  l'expression  précédente  est  nulle.  Il  résulte  de  U 
que  le  nombre  des  termes  de  V  qui  ne  sont  pas  divisibles 
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par  2"'  est 

N  («,  m) —  N  («,  m  —  «i), 

f 

ou,  diaprés  notre  notation, 

Représentons,  pour  un  moment,  par  X  (/i,  m)  le  nombre 
des  termes  de  V  qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  des  mo- 
nômes 

«,  7  «,  ♦  •  •  •  >  »4^,  ; 

la  partie  de  V  qui  est  divisible  par  z^*  est  le  produit  de  -z^* 

par  une  fonction  entière  du  degré  m  —  m^^  et  dans  cette 
fonction  il  y  a  X  (n,  m —  m*)  termes  qui  ne  sont  divisi- 
bles par  aucun  des  monômes  z"*, . . . ,  ^JJ^-»  ;  ce  nombre  ex- 
prime aussi  combien  il  y  a,  dans  V,  de  termes  qui  ne  sont 
pas  divisibles  par  les  mêmes  monômes,  mais  qui  le  sont 

pa^J^"^  Il  résulte  de  là  que  le  nombre  des  termes  de  Y  qui 
ne  sont  divisibles  par  aucun  des  monômes 


z  ',   z  ' z  *-',   z.  * 


est  égal  à 

3((:>{nym]  —  X  (n,  /w  —  mk), 

ou,  si  l'on  veut,  à 

Mais  nous  avoqs  vu  qu'il  y  a,  dans  la  fonction  V, 
A«,N(/ï,  m)  termes  non  divisibles  par  z"^*,  donc  il  y  en  a 

4b,Û„jN  («,  m]  qui  ne  sont  divisibles  ni  par  z^'  ni  pajr 
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f 

x"'^  pareillement  A^^Ù,„^A„^  N  («,  m)  est  le  nombre  des 
termes  non  divisibles  par  l'un  des  ti-ois  monômes  2"',  2"% 
^^S  et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que  l'expression 

représente  le  nombre  des  termes  de  la  fonction  V  qui 
n'admettent  pour  diviseur  aucun  des  monômes 

Réduction  d'une  Jonction  entière  de  pltisieurs  quantités 
assujetties  à  satisfaire  à  un  pareil  nombre  d^ équations 
données. 

69.  Soient 

(1)  V,  =  0,   V,  =  0,...,    yk=o 

k  équations  algébriques  des  degrés  respectifs  /7i|,m,, . . . ,  m^ 
entre  les  variables 

dont  le  nombre  n  est  au  moins  égal  à  k. 

Nous  supposerons  non-seulement  que  ces  équations 
soient  complètes,  mais  encore  que  les  coefficients  de  cha- 
cune d'elles  demeurent  indéterminés,  en  sorte  qu'il  ne 
puisse  exister  entre  eux  aucune  relation.  Cela  posé,  nous 
établirons  la  proposition  suivante  :  Soit  S  une  Jonction 
entière  quelconque  des  variables  ^i,  z^, . . . ,  //  sera  tou- 
jours possible  de  tirer  des  équations  (i)  les  valeurs  des 
puissances 

qtà  sejvnt  ainsi  exprimées  par  dt^s  Jonctions  entières  ne 
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contenant  Zj,  Zj,...,  Zk  quai^ec  des  exposants  inférieurs 
à  rrii^  /Wf,...,  nii  respectis^ement.  En  oulre^  par  la  sushii- 
tiition  de  ces  valeurs^  on  powTa  faire  disparaître  de  la 
fonction  S  tous  les  termes  divisibles  par  l'un  des  mo- 
nômes (  2  ) . 

Cette  proposition  est  évidente  quand  le  nombre  h  est  égal 
à  Tunité^  dans  ce  cas  le  système  (i)  se  réduit  à  une  seule 

équation  de  laquelle  on  pourra  tirer  la  valeur  de  z"^  ;  la 

substitution  de  cette  valeur  abaissera  le  degré  de  S;  si  ce 
degré  reste  supérieur  à  w, ,  de  nouvelles  substitutions 
pourront  évidemment  le  réduire  au-dessous  de  mj.  Au 
surplus,  la  réduction  peut  être  opérée  immédiatement  en 
divisant  S  par  Vj  ;  si  l'on  désigne  par  — Ti  le  quotient  de 
ceue  division  et  par  S'  le  reste  qui  est  de  degré  inférieur 
à  mj,  on  aura 

S-+-T.V,=rS'; 

en  sorte  que  pour  atteindre  le  but  proposé,  il  suffira  d'a- 
jouter à  S  le  produit  Tj  Vf.  . 

Lorsque  le  nombre  k  est  supérieur  à  i ,  si  les  degrés 
W],  m,,.. .,  mi  des  équations  (i)  sont  égaux  entre  eux^  on 
voit  tout  de  suite  que  l'on  pourra  résoudre  ces  équations 

par  rapport  à  z"*,  z"%. . .,  z"*,  puisque  nous  leur  suppo- 
sons la  plus  grande  généralité  possible,  mais  on  aperçoit 
moins  facilement,  même  dans  ce  cas  particulier,  la  marche 
qu  il  faut  suivre  pour  faire  disparaître  de  la  fonction  S  les 
termes  divisibles  par  Tun  des  monômes  (2)  ^  le  procédé 
est  pourtant  le  même  que  dans  le  cas  de  /r  =  ],  mais  i( 
faut  l'appliquer  d'une  manière  convenable,  afin  qu'au- 
cune des  substitutions  qu'on  exécute  ne  fasse  reparaître 
des  termes  déjà  disparus  par  des  substitutions  précédentes. 
Quels  que  soient  le  nombre  A  et  les  degrésmi,f7itv;'''A9 
je  dis  qu'on  peut  trouver  des  polynômes  T|,  T,, .  . . ,  T^ 
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tels  que  la  somme 

(3)  S  +  T,  V.-h  Ta'V^-h. . .  +  T*Va=  S' 

ne  renferme  plus  aucun  terme  divisible  par  Tun  des  mo- 
nômes (2)  5  j'ajoule  qu'en  général  ces  polynômes  ne  seront 
pas  complètement  déterminés  et  qu'ils  pourront  en  consé- 
quence être  choisis  de  plusieurs  manières  différentes.  En 
effet,  désignons  par  m  le  degré  de  la  fonction.  S  et  pre^ 
nons  pour  Tj,  T,, . . . ,  Tjt  les  fonctions  entières  les  plus 
générales  des  degrés  respectifs 

rh aucune  de  ces  fonctions  devant  toutefois  être  réduite  à 
zéro,  lorsque  le  nombre  qui  doit  exprimer  son  degré  est 
négatif. 

Le  nombre  des  coefficients  arbitraires  contenus  dans  le 
premier  membre  de  la  formule  (3)  sera  évidemment 

(4)  N(/w  —  ///,)  -l-N(//i  —  iwj)  +. .  .-h  N  (/lî  —  mk]  ; 

d'ailleurs  ce  premier  membre  est  un  polynôme  complet 
du  degré  m  qui  renferme  N  («,  m)  termes,  et  parmi  ceux- 
ci  il  y  en  a  (n°  68) 

qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  des  monômes  (2).  Le 
nombre  des  termes  de  Fexpression  (3)  qui  sont  divisibles 
par  l'un  des  monômes  (2),  termes  que  nous  voulons  faire 
disparaître,  est  donc 

(5)  •    N  (/i,  /w)  -  ^m^t^m^^^ . . .  A«  N  (/î,  m)  ; 

or  on  a  vu  au  n^  67  que  le  nombre  (4)  n'est  jamais  in- 
férieur au  nombre  (5);  donc  les  arbitraires  contenues 
dans  la  formule  (3)  seront  toujours  en  nombre  suffisant 
pour  révanouissement  de  tous  les  termes  divisibles  par 
J'un  des  monômes  (2). 
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La  fonction  S  est  quelconque  ;  si  on  la  réduit  succes- 
sivement aux  monômes  (2),  on  voit,  par  ce  qui  précède, 
que  chacun  de  ces  monômes  sera  exprimable  par  une 
fonction  entière  qui  ne  contiendra  les  variables  Zi ,  2;«, .  • . ,  ^^ 
qu'avec  des  exposants  inférieurs  à  mj,  m,, . . . ,  m^  respec- 
tivement. 

Elimination  de  n  —  i  inconnues  entre  n  équations  algè- 
briques.  —  Théorème  de  Bezout  relatif  au  degré  de 
V équation  finale. 

70.  C'est  en  partant  des  considérations  qui  précèdent 
que  Bezout  est  parvenu  à  établir,  comm^  nous  allons 
l'expliquer,  le  principe  fondamental  de  la  théorie  de  Té- 
limination. 

Soient 

(1)  Vi  =  o,     V,  =  o,...,     V„z=o 

n  éqaations  algébriques  des  degrés  mj,  m,,. . .,  m„  res- 
pectivement et  contenant  n  inconnues 

nous  si^pposerons,  comme  au  n°  69,  que  chacune  des 
équations  proposées  est  la  plus  générale  possible,  et  qu*il 
n'existe  aucune  relation  entre  les  coefficients. 

Considérons  les  n  —  i  premières  équations  (1);  d'a- 
près ce  qui  a  été  dît  au  n°  69-,  on  pourra  tirer  de  ces 
équations  les  valeurs  de 


t     '        2     '  '        «— 1 


et  ces  valeurs  seront  exprimées  par  des  fonctions  entières 
qui  ne    renfermeront    les  inconnues  Zj,    z,,...,   z„_i 
qu'avec  des  exposants  inférieurs  à  /Wj,  m^^. . . ,  m„_i  res- 
pectivement. 
Cela  posé,    soit  T„  un  polynôme  complet  d'un   degré 
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iiidéierininé  que  je  représenterai  par  m  —  w„.  Si  Ton 
niukiplie  par  T„  la  dernière  des  équations  (i)  qui  est  du 
degré  i/j„,  elle  deviendra 

(2)  T„V„  =  o, 

et  je  dis  qu'on  peut  réaliser  Télimination  des  n  —  1  in- 
connues Zj,  ^8,. . .,  -z„_i,  par  le  moyen  des  arbitraires 
contenues  dans  T„  et  avec  le  secours  des  n  —  i  preniières 
équations  (1).  Les  arbitraires  ayant  été  ainsi  déterminées, 
Téquatipn  (  1)  deviendra  Téquation  finale  et  le  nombre  m 
exprimera  son  degré. 

Le  premier  membre  de  l'équation  (2)  est  un  polynôme 
complet  du  degré  m,  et  il  renferme,  en  conséquence, 
N  (tz,  m)  termes;  mais  quand,  au  moyen  des  n  —  i  pre- 
mières équations  (1),  on  aura  fait  disparaître  (n^  69) 
tous  les  termes  divisibles  par  l'un  des  monômes 


n — I 


3)  */,  2^/,...,  2, 

il  n'en  restera  plus  que 

par  conséquent,  pour  que  l'élimination  puisse  s'exéculer, 
il  faut  que,  par  le  moyen  des  arbitraii:es  contenues  dans 
T„,  tous  ces  derniers  termes  disparaissent,  à  l'exception 
des  m  -h  I  qui  ne  renferment  que  la  seule  inconnue  z„. 
Ainsi  le  nombre  des  termes  qu'il  faut  faire  évanouir  est 

(4)    .  A„^_^,  .  .  A„,A„,N(/i,  m) —  (/lî -+- i). 

Le  polynôme  T„  étant  complet  et  du  degré  m  —  /w„,  il 
renferme  N  («,  m  —  /7i„)  termes;  mais  le  nombre  des 
coefficients  dont  on  peut  disposer  pour  l'élimination  est 
beaucoup  moindre.  En  eifet,  il  est  évident  qu'avatit  d'ef- 
fectuer le  produit  T„  X  V„  qui  doit  former  le  premier 
membre  de  l'équation  (2),  rien  n'empèclie  de  faire  dis- 
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paraître  de  T„  tous  les  termes  divisibles  par  l'un  des 
monômes  (3);  il  n'y  aura  d'arbitraires  dans  T„  que  les 
coefficients  des  termes  restants  dont  le  nombre  est 

A«^^_^.  . .  AflijAfli^N  {n,  m  —  m„), 

en  sorte  que,  pour  plus  de  simplicité,  on  doit  supposer 
tous  les  autres  nuls,  puisqu'il  est  possible  de  les  faire 
disparaître.  Enfin,  on  peut  choisir  arbitrairement  Tuji 
des  coefficients  du  polynôme  T„  ainsi  réduit,  car  cela  re- 
vient à  multiplier  Téquation  (2)  par  une  constante^  donc 
le  nombre  des  arbitraires  utiles  pour  Télimitiation  est 
seulement 

(5)  Afl,^^^ .  .  .  A«, A„^N  (»,  /w  —  /w„)  —  I . 

On  voit  d'après  cela  qu'on  pourra  faire  disparaître  les 
inconnues  z^  ^,, . . .,  «„_i  de  l'équation  (2),  en  résol- 
vant simplement  un  système  d'équations  du  premier  de- 
gré entre  un  pareil  nombre  d'inconnues,  si  les  expres- 
sions (4)  et  (5)  sont  égales  entre  elles.  En  écrivant  que 
ces  expressions  sont  égaïes,  il  vient 

OU 

m  =  ^m„Ani„_,  •  •  •  A«,Afl,^N  («,  m)  ; 

or,  le  second  membre  de  cette  formule  n'étant  pas  su- 
périeur à  772,  il  est  nécessairement  égal  au  pix>duit 
mims.../7ï„,  d'après  la  formule  (8)  dun^  66;  car  la 
condition  (9)  que  suppose  cette  formule  sera  évidem- 
ment remplie.  Ou  a  donc 

m  rz:  //?|  /713  • .  .  m^y 

et  on  peut  dès  lors  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Le  degré  de  V  équation  finale  qui  résulte  de  P  élimina- 
lion  de  n  —  i  inconnues  entre  n  équations  à  fi  incon- 
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nues  est  égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations  y 
lorsque  celles^i  sont  complètes  et  que  leurs  coefficients 
demeurent  indéterminés. 

71.  La  démonstration  que  nous  venons  de  présenter 
repose  sur  ce  fait,  que  les  coefficients  arbitraires  du  po- 
lynôn^e  T„  sont  complètement  déterminés  par  les  équa- 
tions du  premier  degré  auxquelles  ils  doivent  satisfaire. 
Or,  bien  que  le  nombre  de  ces  équations  soit  égal  à  celui 
des  arbitraires,  et  que  les  équations  proposées  aient  la 
plus  grande  généralité  possible,  on  pourrait  craindre  de 
se  trouver  ici  dans  Tun  des  cas  d'incompatibilité  dont 
l'existence  est  bien  connue  5  il  est  facile  de  montrer  qu'il 
n'en  peut  être  ainsi. 

En  effet,  supposons  que  les  équations  proposées  se  ré- 
duisent à 


2^* —  a  =  o,  zl* —  z,  =  o,  z"* —  «2=  o,,..,    z.« —  «„_i  =  o, 


m 


a  étant  une  constante  donnée.  Dans  ce  cas,  on  a 


m 


ii=2„"— ^««-1, 


n 


et  la  fonction  qui  réalise  l'élimination  peut  être  déter- 
minée à  priori.  Si,  en  eiTet,  on  pose 


m  "=.  ni\  ITii  .  .  .  ITinn        "*    ^^=  ' 


le  polynôme  T„  aura  pour  valeur 

"  n  "     •    Il  n — l 

car,  en  employant  cette  valeur  de  T„,  on  a 


m  m' 


ou,  à  cause  des  n  —  i  premières.équa lions  proposées, 
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II  est  évident  que  si  l'on  applique  a  ce  cas  particulier 
la  méthode  générale  du  n*^  70,  on  obtiendra  cette  même 
valeur  de  T„  que  nous  venons  de  former  ;  il  en  résulte  que 
les  équations  qui  déterminent  T„  ne  peuvent  offrir  d'im- 
possibilité en  général,  puisqu'elles  n'en  présentent  pas 
quand  on  donne  certaines  valeurs  particulières  aux  coeffi» 
cients  des  équations  proposées. 

Nous  ajouterons  encore  une  remarque  fort  importante. 
Le  raisonnement  du  n^  70  a  conduit,  par  l'élimination  de 
n  —  1  inconnues  entre  n  équations,  à  une  équation  finale 
dont  le  degré  est  égal  au  produit  des  degrés  des  équations 
proposées  ;  maïs  on  peut  se  demander  si  ce  degré  ne  serait 
pas  susceptible  de  s'abaisser  par  l'évanouissement  de  quel- 
ques termes,  ou  s'il  ne  serait  pas  possible,  eu  suivant 
une  voie  différente,  de  déduire  des  équations  proposées 
une  équation  finale  de  degré  moindre.  Il  est  aisé  de  voir 
qu'il  n'eu  est  rien,  tant  qu'il  s'agit  d'équations  générales  -, 
effectivement,  dans  l'esLemple  que  nous  venons  de  consi- 
dérer, on  reconnaît  à  priori  que  l'équation  finale  est 


m 

z   —  a  =  o, 


et  son  degré  est  égal  au  produit  des  degrés  des  proposées. 
Or,  ces  dernières  sont  comprises  dans  les  équations  géné- 
rales du  n"70*,  ^onc  Téquation  finale  qui  en  résulte  est 
nécessairement  comprise  dans  Téquation  finale  qui  se  rap- 
porte au  cas  général. 

On  arrive  à  la  même  conclusion  en  considérant  n  équa- 
tions des  degrés  mi,  m,,...,  m„  respectivement,  dont 
chacune  soit  décomposable  en  facteurs  linéaires  dé  la 
forme 

ûi,  «j, . . . ,  étant  des  coefficients  indéterminés.  Le  système 
de  ces  équations  peut  évidemment  être  remplacé  par 
w  =  i»!  /w, .  • .  m„  systèmes  formés  de  n  équations  du  pre- 
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inier degré;  /chacun  de  ceux-ci  fournit  une  équation  finale 

du  premier  degré,  ei  le  produit  des  m  équations  finales 

ainsi  obtenues  est  Téquation  finale  relative  au  système 

pi^oposé. 

Dans  les  deux  cas  que  nous  venons  de  citer,  il  est  évi- 
demment impossible  de  tirer  des  équations  proposées 
une  équation  en  ^„, 

<p(z„)=:0,* 

dont  le  degré  soit  inférieur  à  w  j  donc  la  même  chose  est 
également  impossible  dans  le  cas  des  équations  géné- 
rales. 

72.  L'analyse  que  nous  venons  de  développer  montre 
qu^on  n'obtiendrait  pas  la  véritable  équation  finale,  dans 
le  cas  où  le  nombre  des  équations  est  supérieur  à  2,  si, 
au  lieu  d'éliminer  les  inconnues  à  la  fois,  comme  nous 
l'avons  fait,  on  voulait  procéder  par  éliminations  succes- 
sives. Car  supposons  le  cas  de  trois  équations  générales 
des  degrés  respectifs  Wj,  rw,,  m^  entre  les  inconnues 
^1,  ^2,  ^3.  Si  l'on  élimine  Zi  entre  la  première  équation 
et  chacune  des  deux  autres,  on  obtiendra  deux  équa- 
tions finales  des  degrés  rrii  m^  et  mi  mj,  puis  l'élimination 
de  Zi  entre  ces  deux  dernières  fournirait  une  équation 
dont  le  degré  pourrait  s'élever  jusqu'à  m^/Wj/ns,  tandis  que 
la  vraie  équation  finale  est  seulement  du  degré  m^m^m^* 
Le  cas  des  équations  du  premier  degré  est  le  seul  où  Ton 
puisse  procéder  par  éliminations  successives. 

Sur  la  résolution  des  équations  algébriques  simultanées , 

73.  Lorsqu'on  sait  former  l'équation  finale  qui  résulte 
de  l'élimination  de  « — i  inconnues  entre  n  équations 
données,  on  peut  aussi,  d'après  une  remarque  due  à 
M.  Liouville,  déterminer  les  valeurs  des  inconnues  élî- 


ç 
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minées  qui  répondent  à  chaque  racine  de  Inéquation  fi- 
nale. C'est  ce  que  nous  allons  développer. 
Reprenons  les  n  équations 

(1)  V.rrrO,      V,  =  O, . . . ,       V„=rO, 

des  degrés  respectifs  mi,  m«, . . . ,  m„  entre  le«  inconnues 
Ji,  ^sv  •  •  9  ^n^  ^^  supposons,  comme  nousTavons  fait  jus^ 
qu  ici,  que  ces  équations  aient  la  plus  grande  généralité 
possible. 
Posons 

(2)  z  =  a, s, -f- «2  2, -h  .  .  . -h  a»_i  ««— i  H- ««, 

«1,  «t, . . . ,  a„_i  étant  des  coefficients  indéterminés,  et  pre- 
nons z  pour  inconnue  à  la  place  de  z„,  il  faudra,  dans  les 
équations  (i),  remplacer  z„  par  la  valeur 

Zn=  z—  (a,z,  -h  ajZj-l-.  .  .  +  flr„_,z„-_,); 

ceUe  substitution  ne  changera  pas  le  degré  des  équations, 
el  celles-ci  deviendront 

(3)  Ui  =  o,     Ua  =  o,...,     U„  =  o. 

Si  l'on  élimine  ^,,  Zj,, . .,  z„^i  entre  les  équations  (3), 
on  obtiendra  une  équation  finale  en  z  dont  le  degré  m 
sera 

et  qui  contiendra  dans  ses  différents  termes  les  n  —  i  in- 
déterminées «1,  «î, . . . ,  «»_!.  On  peut  chasser  les  dénomi- 
nateurs qui  seraient  fonctions  dea,,  «j, . .  .  el,  en  ordon- 
nant le  premier  membre  par  rapport  à  ces  indéterminées, 
Téquation  finale  en  z  sera 

(4)  /(«)  -+-  [a.F.  {z)  -+-  a, F,  (3)  -^  . . .  -t-  a„_, F^,  (z)] -+-...=  o. 

On  retrouvera  l'équation  finale  relative  aux  équations 
proposées  en  attribuant  la  valeur  zéro  aux  indéterminées 
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a;  on  a  effectivement  alors  z  =  2„,  et  Féquatîon  (4)  se 
réduit  a 

(5)  /(z,)  =  o; 

mais  Pindétermi nation  des  quantités  a  va  nous  fournir 
des  résultats  plus  étendus.  Si,  dans  l'équation  (4)  ?  on 
remplace  z  par  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (2)  et  que 
Ton  fasse  usage  des  formules  connues 


F.{z)  =  F.(z„) 


•> 


il  viendra,  en  ordonnant  par  rapport  aux  a, 

Cette  équation  (6)  résulte  de  la  combinaison  des  équa- 
tions (i)  entre  elles,  et  elle  est  nécessairement  satisfaite, 
quelles  que  soient  les  indéterminées  a,  par  tous  les  sys- 
tèmes de  valeurs  des  inconnues  susceptibles  de  vérifier  les 
équations  proposées.  Si  l'on  suppose  que  ces  indétermi- 
nées soient  nulles  à  l'exception  d'une  seule  a  ,  le  premier 

membre  de  la  formule  (6)  se  réduira  à  un  polynôme  or- 
donné suivant  les  puissances  de  a    et  il  n^e  pourra  être 

identiquement  nul,  à  moins  que  les  coefiBcients  des  di- 
verses puissances  de  a  ne  soient  nuls.  Ainsi,  en  parti- 
culier, on  aura,  outre  l'équation  (5), 

pour  toutes  les  valeurs  i,  2, . . . ,  («  —  i)  de  l'indice  /ui,  ce 
qui  donnera 

.   .  F.(3„y  F,(2„)  _      F^.  (s,) 

(7)  ^'==-7^:,'  "^^-/'w'""  ''^'~~7^T' 
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Dans  le  cas  particulier  ou  le  premier  membre  de  cha- 
cune des  équations  (i)  est  un  produit  de  facteurs  du  pre- 
mier degré  à  coefficients  indéterminés,  l'équation  (  5  )  n'a 
point  de  racines  égales,  et  par  suite  elle  n'en  peut  avoir 
dans  le  cas  général.  Donc,  si  l'on  remplace  z„  par  Tune  des 
racines  de  Féquationfinale  (5),  la  dérivée/*' (z„)  ne  sera 
pas  nulle  et  les  formules  (y)  ne  deviendront  point  illu- 
soires, à  moins  que  l'on  n'attribue  des  valeurs  détermi- 
nées aux  coefficients  des  équations  proposées. 

74.  La  méthode  précédente  conduit  à  d'autres  formules 
qu'il  convient  de  remarquer  et  qu'on  obtient  en  (égalant  à 
zéro  les  termes  que  nous  n'avons  pas  considérés  dans  la 
formule  (6)  et  qui  contiennent  en  facteur  soit  une  puis- 
sance supérieure  à  la  première  de  l'une  des  indéiermi- 
nées  (X,  soit  un  produit  de  puissances  de  plusieurs  de 
ces  indéterminées.  Par  exemple,  si  l'on  représente  par 
F     (z)  le  coefficient  de  «^«^  dans  le  premier  membre 

de  l'équation  (4)?  les  indices  [let  v  pouvant  être  égaux, 
et  qu'on  égale  à  zéro  les  coefficients  de  a'   et  de  a  «^ 

dans  l'équation  (6),  il  viendra 

[llM^^^^/^^'-K   +F       (>)-o 

(/'W  V.+  [^^('«)  *v -^-FK*")  V]  +  ^;..v(''')  =  «- 

La  seconde  de  ces  formules  (8)  donne  cette  valeur  de  z^ 

Les  formules  (8)  et  (9)  sont  plus  composées  que  les 
formules  (7),  mais  quand  on  passe  du  cas  des  équations 
générales  à  celui  des  équations  particulières,  les  for- 
mules (7)  peuvent  devenir  illusoires,  et  dans  ce  cas  les 
formules  (8)  et  (9)  les  suppléeront.  Celles-ci  peuvent  à 
I.  II 


(9)  z=.^     >'^^'"^    •    -^ 
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leur  tour  deyenir  illusoires  et  exiger  l'emploi  d'autres 
formules  qu'on  pourrait  pareillement  tirer  de  1  équa- 
tion (6);  mais  il  n'est  pas  utile  d'insister  davantage  sur 
ce  sujet. 

75.  Les  équations  (5)  et  (j)  sont,  d'après  notre  ana- 
lyse^  une  conséquence  nécessaire  des  équations  propo- 
sées; soit  V  =  o  l'une  quelconque  de  celles-ci,  et  dési- 
gnons par  V^  le  résultat  que  l'on  obtient  quand  on  rem- 
place dans  V  ,  Zj,  -Zj,. . .,  ^„_j  par  les  valeurs  (7).  La 
fonction  Y  sera  de  la  forme 

4>  (zA  étant  une  fonction  entière.  Effectuons  la  division 
de*^  (z„)  psirf(Zn)  de  manière  à  obtenir  un  reste  ç  {z„) 
de  degré  inférieur  à  m,  et  désignons  par  V  (z„)  le  quo- 
tient de  cette  division,  on  aura 

Cela  posé,  puisque  les  équations  (7)  résultent  des  propo- 
sées, il  en  sera  de  même  de  l'équation  V  =  o,  laquelle 
se  réduii  h 

Or  celle-ci  ne  peut  avoir  lieu  que  si  <p  (z„)  est  identique- 
ment nul,  car  ce  polynôme  est  au  plus  du  degré  m  —  i ,  et 
nous  savons  qu'on  ne  peut  tirer  des  équations  proposées 
une  équation  finale  en  z„  d'un  degré  inférieur  à  m.  La 
précédente  valeur  de  \'^  se  réduit  donc  à 
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d  OU  il  résulte  que  les  équations  proposées  sont  satisfaites 
par  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  inconnues  tirés  des 
équations  (5)  et  (7)  ;  ce  qui  est  la  réciproque  de  la  pro- 
position établie  au  n^  74*  Ainsi  se  trouve  démontré  cet 
important  théorème  :  ' 

Le  nombre  des  systèmes  de  solutions  communes  à  plu- 
sieurs équations  renfermant  un  pareil  nombre  d'incon- 
nues est  égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations^  lors- 
que celles-ci  sont  complètes  et  que  leurs  coefficients  de- 
meurent indéterminés. 

En  particulier,  deux  lignes  des  degrés  m^  et  m^  se  cou- 
pent enmi  m%  points  ;  trois  surfaces  des  degrés  m^^nii^  m, 
se  coupent  en  m^m^  m^  points. 

On  dit  qu'une  courbe  algébrique  plane  ou  gauche  est 
de  Tordre  m,  lorsqu'elle  est  rencontrée  en  m  points  par 
un  plan  quelconque.  L^intersection  de  deux  surfaces  des 
degrés  m,^  et  m^  est  donc  en  général  une  courbe  de  Tordre 
mi  ffif,  car  le  nombre  des  solutions  communes  à  trois 
équations  des  degrés  mi,  m^  et  i  est  m^'x.m^'Xi.  Ainsi 
l'intersection  de  deux  surfaces  du  deuxième  degré  est  en 
général  une  courbe  du  quatrième  ordre;  mais  il  peut  arri« 
ver,  dans  les  cas  particuliers,  que  cette  courbe  se  réduise, 
soit  à  une  courbe  du  troisième  ordre  et  à  une  droite,  soit 
à  deux  courbes  du  deuxième  ordre,  c'est-à-dire  à  deux 
coniques. 

Remarque  sur  la  méthode  d^élimination  de  Bezout.  — 

Méthode  d*EuIer. 

76.  La  méthode  d'élimination  de  Bezout,  exposée  au 
n®  70,  consiste  à  multiplier  l'une  des  équations  pro- 
posées, 

(1)  V,=:0,       ¥2=0,...,       V«  =  0, 

I  r  . 
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par  un  certain  polynôme,  et  à  employer  les  autres  équa- 
tions pour  faire  disparaître  quelques-uns  des  termes  con* 
tenus  dans  ]e  produit;  Félimination  s^acbève  ensuite  en 
disposant  convenablement  des  arbitraires  que  renferme 
le  polynôme  multiplicateur.  Mais^  d'après  ce  qu'on  a  vu  au 
n**  69,  cette  manière  d'opérer  revient  à  ajouter  entre  elles 
toutes  les  équations,  après  les  avoir  multipliées  par  cer- 
tains facteurs;  donc,  si  Ton  représente  par 

(a)  /w  =  o 

l'équation  finale  qui  résulte  de  l'élimination  de  -21,^3,. -m 
Zn^i  entre  les  équations  (i),  on  aura  identiquement 

/(3,)==T.V,-f-T,V,-4-,..-+-T„V„ 

Ti,  Tf, . . . ,  Trt  étant  des  fonctions  entières  des  inconnues 
convenablement  choisies. 

77.  Dans  V Introduction  à  l'Analyse  infinitésimale, 
Euler  a  indiqué,  pour  le  cas  de  deux  équations,  une  mé- 
thode qui  revient  au  fond  à  celle  de  Bezout.  Représentons 
les  deux  inconnues  par  x  et  j^  et  supposons  que  les  équa- 
tions soient  Tune  du  degré  /?/,  l'autre  du  degré  n  ;  ces 
équations  ayant  été  ordonnées  par  rapport  à  y,  représen- 
tons par 

V,=:P^'»-f-Q/"-'-hR/'»-»-f-S  /»-'  -h .  .  . , 
Va  =  P' j»  H-  Q' j*"'  -+-  R V*  -»-  S'j"-»  -f- . . . , 

leurs  premiers  membres.  La  méthode  d'Euler  consiste  à 
multiplier  respectivement  les  polynômes  Vi  et  Vs  par  les 
facteurs  indéterminés 

M,  =z  p'j"-'  -f-  A'jr"-»  -f-  B'j»-*  -f-  cy-«  -f- . . . , 

M,=::  P  j«—  -4-  A  j"-'  -h  B/'»-^  -4-  C  j^-<  -h . . . , 

à  exprimer  ensuite  que  les  coefficients  des  mêmes  puis- 
sances dey  sont  égaux  dans  les  produits  MiV, ,  M,  V,,  et  à 
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éliminer  enfin  les  m  -4-  »  —  2  indéterminées  A,  B, .  • . , 

A',  B', . . . ,  entre  les  m-j-n  —  i  équations  du  premier 

degré 

P A'  4-  QP'  =  P'A  -+-  PQ', 

PB'  -f-  QA'  H-  RP'=:  P'B  ■+-  Q'A  ■+-  R'P, 

PC  -4-  QB'-f-  RA'  -f-  SP'  =:  P'C  -f-  Q'B  -h  R'A  -f-  S'P, 

ainsi  obtenues. 

Les  wi  4-  «  —  2  premières  des  équations  précédentes 
donnent  pour  les  indéterminées  A ,  B , . . . ,  A',  B',  • . . , 
des  valeurs  fractionnaires  auxquelles  on  peut  supposer 
le  même  dénominateur  A  *,  les  facteurs  Mi  et  M^i  auront 
donc  la  forme 

Tj  et  T,  étant  des  fonctions  entières  de  x  eljy  et  il  est 
évident  que  notre  équation  finale  sera 

T,V,-f-T,V,=ro. 

78.  S'il  s'agit,  par  exemple,  d'éliminer  j  entre  les  deux 
équations  du  deuxième  degré 

on  sera  ramené  par  le  procédé  d'Euler  à  éliminer  A  et  A' 
entre  les  trois  équations 

PA'— P'A=(PQ'— QP'), 
QA'—  Q'A  —  —  (RF  —  PR'), 
RA'--R'A=:o, 

ce  que  l'on  peut  faire  en  ajoutant  ces  équations  après  les 
avoir  multipliées  respectivement  par  les  facteurs 

QR'  — RQ',     RP'— PR',     PQ'-^QP'; 
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il  vient  ainsi 

(PQ'—  QP')  (QR'—  RQ')  —  (RP'—  PR')»z=  o. 

Sî  Ton  tire  des  éqnalions  qui  précèdent  les  valeurs 
des  indéterminées  A  et  A',  on  en  conclura,  comme  il  a 
été  indiqué  plus  haut,  les  polynômes  par  lesquels  il  faut 
multiplier  les  équations  proposées,  pour  obtenir  l'équa- 
tion finale  d'après  la  méthode  de  Bezout.  Ces  polynômes 
sont  respectivement 

-  (PQ'~  QP')  (P'j-f-Q')  —  P'(RP'—  PR') 

et 

-f-  (PQ'  —  QP')  (Pj  4-  Q)  +  P  (RP'  —  PR')- 

Remarquons  encore  que  Téquation  finale  peut  ici  s'ob- 
tenir immédiatement  en  résolvant  les  équations  propo- 
sées par  rapport  à  j^  et  à  j*,  ce  qui  donne 

_  RP^  —  PR^  ^       QR'— RQ^ 

•^~~PQ'— QP''      •^'■~PQ'  — QP^' 

et  en  égalant  ensuite  la  seconde  expression  au  carré  de  la 
première. 

Cas  de  trois  équations  du  deuxième  degré 
à  trois  inconnues, 

79.  Pour  donner  un  exemple  des  simplifications  que 
comportent  les  applications  de  la  méthode  de  Bezout, 
nous  considérerons  le  cas  de  trois  équations  générales  du 
deuxième  degré  entre  les  trois  inconnues  j:,j';  z.  Soient 

[   û  7'  -f-  2   hyz  -f-  /7  35'  -h  2  r/j  -+-  2  et  -\'  f  =  O , 
(l)  )    «'j*-f-  2^'^3  4-c'z'-{-  2^'j-f-  2C''z-+-/'=  O, 

(  a"y^  -f-  2  h"jz  -t-  c"z»  -h  id"y  +  2 e^z  -h/''  —  o 

les  équations  proposées  ordonnées  par  rapporta  7  et  à  -25 
dans  chacune  d'elles  les  trois  premiers  coefficients  sont 
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des  constantes,  les  deux  coefficients  suivants  sont  des  fonc- 
tions linéaires  de  X'^  enfin  le  dernier  terme  est  une  fonc- 
tion entière  de  x  du  deuxième  degré. 
Nous  poserons 

(2)  E=a{b'c''—b''c')-^â'(b''c  —  bc")'ha"(bc'—b'c) 

et 

D  =  d{à'c''—  b''c')-hd'(b"c  —  bcf')'^€r{bc'  -  b'c) , 
Ys  =  e(b'c"  —  b"  c')-^  ^  {b"  c  —  b(/')-\-  e"  (bc'  -  b'  c], 
F  =:f[b'c''—b"c')-^f{b"c  —  bc")-¥f"{bc'—b'c]\ 

\}'=  d{c' a" ^c" a')  ^ d' [</' a^ca'')'hd" {en'  -^ c' a), 

(3)  (  -E/=c{c'a"'-c"a')-^e'[(/'a—ca")'^e''  (ca'^c'a), 
F'  ==^/{€'  a''  —  f"  a'  )  -f-/'  {(/'a  —  en"  )  +/"  (  c û'  ~  c'  «  )  ; 

D"=d{a' b''--a" b')-hd' (a^b  —ab'')'^d''  {ab'  —  a' b), 
I."=e(a'b"—a"b')-^e'[a"b  —  ab")-^e"{ab''--a'b)', 
\  ¥"=:f{a'b"—a"b')^f(a"b  —  ab")-^f"[ab'-^a'b). 

Alors,  en  éliminant  successivement  deux  des  quantités 
/*,  jz,  z*  entre  les  équations  (i),  on  obtiendra  les  sui- 
vantes : 

iBj^-+-  2Dj-f-2E2-hF  =rO, 
2  H^Z  -f-2D'j-f-2E'z-hF'zziO, 
H  3'  -f-  ijy'y  -f-  2E"z  -h  F"z=  o, 

qui  pourront  suppléer  les  proposées  ;  mais  nous  leur  don- 
nerons une  autre  forme  qui  permettra  de  faciliter  les  cal- 
culs ultérieurs.  Si  l'on  pose,  pour  abréger  l'écriture, 

iR  =:HF  4'2(D'E— DE')  -h(E'»  — 4EE"), 
(5)  R'  =  Hr  -f-4(D"E  —DE")  —  2(D'E'— 2D"E  — 2DE"), 
(  R''=  eF''-h2(D"E'— D'E'0+ (D'»— 4DD"), 

et  que  Ion  multiplie  les  équations  (4)  par  H,  on  pourra 


(7) 


(8) 


l68  COURS   D^ALGEBRE    SUPÉRIEURE. 

leur  donner  la  forme  suivante  : 

(H7 -f- E')  (Hr -h  2D  —  E')  +  2E(Hz -h  aE'^— 'D') -+- R  =  o, 
(6)  {  2(H^-f.E')(Hz-f-D')  — 8D"E-f-R'=:o, 

(Hz  -f-  D')(Hz  4-  2E"—  D')-+-2D"(Hjr  -f-  2D  —  E')  +  R''=o; 

nous  représenterons  respectivement  par 

les  premiers  membres  de  ces  équations  (6). 

Pour  former,  d'après  la  méthode  de  Bezout,  le  pre-  \ 
mier  membre  de  Téquation  finale  demandée,  nous  mul-  \ 
tiplierons  la  fonction  Y^  par  un  polynôme  indéterminé 
Tt  du  sixième  degré  qui  ne  renferme  aucun  terme  di- 
visible par  j^*  ou  par  2*5  les  équations  Vj  =  o,  Vg=  o, 
seront  ensuite  employées  pour  faire  disparaître  du  pro- 
duit T,Vj  tous  les  termes  qui  contiendront  en  facteur j"* 
ou  z*.  Construisons^  pour  cet  objet,  les  formules  sui- 
vantes : 

(H«-4-D')V,  — ^E  V3=:(Hr-4-E')(Hjr-f-aD  — E')(Hz-hD') 

—  4D''E(HyH-2D— E') 
-f-R(Hz-f-D')— 2R''E, 

(H/-f-E')V3— 2D"V,=:(Hz-hD')(Hz-4-2E''  — D')(H7-hE') 

—  4D"E(Hz-+-2E"  — D') 
-hR''(H/-f-D')  —  2RD", 

(Hz -f-D')  (Hz -f- 2E''— D')  V,  — [2E (Hz-4- 2  E'^— D')-+- R]V, 
i=(Hj-t-E')(Hjr-h  2D  — E')(Hzr^D')(Hz-f-2E''— D') 

—  4D"E(H/  -f-  2D—  E')(Hz  -f-  2E''—  D') 

—  2RD''(Hj  -f-  2D  —  E' j  —  2R''E  (Hz  -4-  2E''—  D')  —  RR"; 

en  égalant  à  zéro  leurs  seconds  membres,  nous  obtien- 
drons les  équations  nécessaires  pour  Tévanouissement  des 
termes  que  nous  aurons  à  faire  disparaître. 
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Nous  donnerons  au  polynôme  T^  la  forme  suivante  : 

•     {  T,r=  2X(Hj  -f-  2 D  —  E')  (Hz  -f-  2  E"  —  D') 
(9)  -f-2(Y-4-E'X)(Hz  -f-aE'^— D') 

I      -f-  2  (Z  -h  D'X)  (H/ -f-  2D  —  E')  -f-  U, 

X,  T,  Z,  U  désignant  des  fonctions  entières  et  indétermi- 
nées de  x;  la  première  de  ces  fonctions,  X,  est  du  qua- 
trième degré^  Y  et  Z  sont  du  cinquième^  enfin  U  est  -du 
sixième  degré.  U  est  presque  superflu  d'ajouter  que  c'est 
uniquement  pour  les  convenances  du  calcul  que  nous  écri- 
YonsY-f-  E'X  etZ  +  lyXaulîeudeY  et  Z.  Comme  nous 
l'avons  dit,  les  formules  (7)  et  (8)  seront  employées  à 
faire  disparaître  du  produit  TtYi  les  termes  divisibles 
parj*  ou  par  2*  5  il  est  facile  de  voir  qu'on  produira  cet 
effet  en  ajoutant  au  produit  TiYi  les  seconds  membres 
des  trois  formules  (7)  et  (8)  respectivement  multipliés 
par  les  facteurs 

-  4  (Z  -f-  D'X),     -  4  (Y  -f-  E'X),     —  4x, 

ce  qui  revient  à  ajouter  à  T,Vj  les  produits  TiVi,T»V8 
dans  lesquels  les  facteurs  Ti ,  Ta  ont  pour  valeurs 

T,  =  — 4X(Hz  -f-  D')  (Hz  -h  2E"--  D') 

-h8D"(Y-h  E'X)  — 4(Z-f-D'X)  (Hz  -f-D'), 
(10)' 

T3=r  — 4X[2E(Hz-4-2E''— D')-+-R] 

—  4(Y-f-E'X)(Hj-f-E')-h8E(Z-+-D'X). 
EflTectivement,  si  Ton  pose 

(11)  0:=,T.V.-l-T,Va-hT3Vs, 

puis  que  l'on  fasse,  pour  abréger, 

,    ,  (  HP=:4D''R-f-(2E'^— DMR'  — 2E'R", 

HQ  =  4  ER''  -+-  (2  D  -^  E')R'  —  2D'R, 
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et 

('    ^i  ■  4(E'»-4EE")R"H-(R'»  — 4RR"), 


Texpression  (11)  de  0  deviendra 

l  e=r(u-f-R'X)v, 

,      -f-2H(HPX-f-R'Z-- 2R"Y)r 

>4) 

^  ^^  ^      -h2H(HQX  +  R'Y— 2RZ)z 


H(2PY-+-2QZ— HNX). 

Maintenant,  pour  que  cette  expression  devienne  celle  du 
premier  membre  de  Téquation  finale  demandée,  il  faut 
que,  par  le  moyen  des  polynômes  indéterminés,  les  termes 
en  yz^  en  y  et  en  z  disparaissent  de  la  formule  (i4). 
Comme  le  terme  en  jz  ne  figure  que  dans  V|,  il  nous 
faut  poser 

(i5)  U-f-R'X=:o, 

et 

(  HPX  -+-  R'Z  —  2R"  Y  =:  o, 

^     '  I  HQX-f-R'Y  — 2RZ=:o; 

Texpression  de  0  se  réduit  alors  à 

(17)  0  =  2HPY-+-2HQZ— H'JSX.    ' 

On  tire  des  équations  (16) 

(2PR  -f-  QR')HX  =  —  (R»  —  4RR"} Y, 
(2QR"-+-  PR')HX=--(R''  — 4RR")Z; 

ces  formules  montrent  que  le  polynôme  X  est  divisible 
par  R'* —  4RB."  qui  est  une  fonction  entière  de  x  dci 
quatrième  degré;  le  quotient  de  la  division  est  donc  une 
constante  que  l'on  peut  choisir  à  volonté.  Nous  prendrons 
pour  cette  constante  Tinverse  de  la  quatrième  puissance 
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de  H,  changée  de  sîgne^  en  sorte  que  l'on  aura 

(18)  I  H'T  =  2PR-hQR', 

(  H»Zz=2QR"-+-PR'; 

les  polynômes  X?  Y^  Z  étant  connus,  la  formule  (i5) 
fera  connaître  U.  Enfin,  au  moyen  des  formules  précé- 
dentes, on  obtiendra  celte  expression  de  0, 

('9)  ^=  L [N(R"  —  4 RR")  -+-  4 (P'R  +  PQR'  -f-  Q^R")], 

a 

qui  fournit  la  solution  de  la  question  proposée. 

Les  valeurs  de  P  et  Q  données  par  les  formules  (12) 
renferment  en  dénominateur  la  constante  H,  et  la  valeur 
de  N  tirée  de  la  formule  (i3)  a  le  dénominateur  H* 5 
maison  peut  démontrer  que  ce  dénominateur  doit  dispa- 
raître des  expressions  de  P,  Q,  N,  lesquelles  sont  ainsi 
des  fonctions  entières  des  coefficients  des  équations  (1). 
Le  dénominateur  H'  disparait  également  de  Texpres- 
sion  (19)  de  0^  et  celle-ci  devient  alors  une  fonction  en-r 
lière  et  homogène  du  douzième  degré,  relativement  aux 
dix-huit  coefficients  des  équations  proposées;  mais  nous 
ne  démontrerons  pas  cette  proposition  qui  s*écarte  un 
peu  de  notre  sujet. 

80.  Il  faut  remarquer  que  l'analyse  précédente  ne 
donne  pas  seulement  l'équation  finale  demandée  ©  =  o, 
mais  qu'elle  fait  connaître  aussi  les  valeurs  des  inconnues 
jei  z  qui  répondent  à  chacune  des  huit  racines  de  cette 
^ualion  finale.  Eflectivemeni,  quelles  que  soient  les  va- 
leurs Jfî/i/e5  que  Ton  attribue  aux  indéterminées  X,  Y, 
Z,  U,  dans  la  formule  (14)9  l'expression  de  0  que  Ton 
obtiendra  se  réduira  nécessairement  à  zéro,  pour  tous 
les  systèmes  de  valeurs  de  t,   7,    z  qui   satisfont   aux 
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équations  proposées.  Or,  si  Ton  fait  successivement 


U 


et 


U 


0,     X      0, 

2R 

^         2H' 

0,     X      0, 

^         2H' 

la  formule  (i4)  donnera  ces  deux  valeurs  correspondantes 

de  0  : 

0  rr:  (R'>  —  4RR")j  +  (aPR  +  QR'), 

e  r=:  (R"  —  4RR''}  z -+- (2QR" -f- PR'), 

qui  Tune  et  Fautre  sont  nulles  \  on  a  donc 

_  _  2PR  -f-  QR^  _  _  2QR^^-+-PR^ 

^~       R'»  — 4RR"'      ^"""~  R'»— 4RR"' 

et  l'on  peut  écrire  aussi 


(10) 


Y  Z 


UX  HX 


? 


X,  Y,  Z  désignant  ici  les  fonctions  déterminées  par  les 
formules  (18).  Il  est  évident  que  si  l'on  substitue  ces 
valeurs  (20)  de  j^  et  de  ^  dans  les  premiers  membres  des 
équations  (6),  ceux-ci  se  réduiront  à  des  fonctions  ra- 
,  tionnelles  de  x  dont  les  numérateurs  seront  divisibles 
par  ©5  au  surplus,  il  est  facile  de  vérifier  qu'il  en  est 
ainsi,  en  se  servant  des  formules  que  nous  avons  obte- 
nues. 

81 .  Si  l'on  suppose  que  x^  y^  z  représentent  des  coor- 
données rectilignes,  le  problème  que  nous  venons  de  ré- 
soudre coïncidera  avec  celui  qui  a  pour  objet  la  recherche 
des  points  communs  à  trois  surfaces  du  deuxième  degré 
données.  La  discussion  des  cas  particuliers  de  ce  pro- 
blème met  en  évidence  diverses  circonstances  intéres- 
santes qu'il  n'entre  pas  dans  notre  plan  d'analyser  d'une 
manière  complète;  mais  nous  indiquerons  succinctement 
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les  principales,  afin  de  faciliter  Tintelligence  des  consi- 
dérations générales  qae  nous  aurons  à  présenter  en- 
suite. 

Les  coefficients  des  équations  proposées  ne  seront  plus 
dans  ce  qui  va  suivre  des  constantes  indéterminées,  et 
nous  examinerons  les  cas  principaux  dans  lesquels  la 
fonction  0  se  réduit  identiquement  à  zéro. 

Supposons  d'abord  qu'il  n'existe  entre  les  coefficients 
aucune  relation  autre  que  celles  qui  sont  nécessaires  pour 
la  réalisation  de  Thypothèse  où  nous  nous  plaçons.  Dans 
cecas;  la  fonction  X  ne  se  réduit  pas  à  zéro,  et  la  substi- 
tuiion  des  valeurs  (20)  de  j*  et  de  z^  dans  les  premiers 
membres  des  équations  (6),  donne  des  résultats  identi- 
quement nuls^  cela  exige,  comme  on  le  reconnaît  aisé- 
ment, que  les  fonctions  rationnelles  substituées  k  y  et  à  z 
se  réduisent  à  des  fonctions  linéaires  de  x^  et,  par  suite, 
que  Y  et  Z  soient  divisibles  par  X.  On  voit  alors  que  nos 
trois  surfaces  ont  une  droite  commune,  savoir,  celle  qui 
est  représentée  par  les  équations  (20);  mais  elles  ont 
aussi  d'autres  points  communs  qu'il  est  facile  de  déter- 
miner. EfTectivemenl,  les  formules  (20)  ont  été  obtenues 
en  remarquant  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  x^  y,  z 
qui  satisfont  aux  équations  proposées,  les  deux  fonctions 
entières 

s'annulent.  En  égalant  à  zéro  le  second  facteur  de  l'une 
et  de  l'autre  expression,  on  retrouve  les  équations  (20); 
mais  on  voit  que  l'on  a  en  outre  la  solution 

X  =  o,     ou     R'2— 4RR"  =  o, 

laquelle  fournit  les  coordonnées  x  de  ceux  des  points 
communs  aux  trois  surfaces  qui  ne  se  trouvent  pas  sur  la 
droite  commune. 
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Ainsi,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  bien  que  les  équa- 
tions proposées  soient  indéterminées,  on  est  conduit 
à  considérer  une  équation  finale  qui  est,  en  général,  du 
quatrième  degré. 

82.  Supposons  maintenant  que  les  coefficients  des 
équations  proposées  soient  tels  que  l'on  ait  identique- 
ment, non-seulement  0  =  o,  mais  encore  X  =  o  ;  comme 
au  numéro  précédent,  nous  exclurons  toute  relation  inu- 
tile pour  la  réalisation  de  nos  hypothèses.  Les  équations 

HXjr  — Y=r=0,       UXz-^Zz=:0, 

obtenues  au  n^  80,  montrent  que  Ton  a  identiquement 
Y  =  o,  Z  =  o;  le  cas  où  les  trois  fonctions  R,  R',  R"  se 
réduisent  à  zéro  sera  examiné  plus  tard,  et  nous  l'ex- 
cluons en  ce  moment*,  alors  l'une  au  moins  des  fonctions 
R  et  R''  étant  différente  de  zéro,  nous  supposerons  que  R 
ne  soit  pas  nulle.  Enfin  l'identité  X  =  o  nous  donne 

et  nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  a  est  une  con- 
stante ou  une  fonction  de  x. 

Admettons  d'abord  la  première  hypothèse.  Les  iden- 
tités Y  =  o,  Z  =  o,  ©  =  o  s'accordent  à  donner 


si  donc  on  fait 


P-+-XQr=o; 
Q 


2R 


=  ç, 


on  aura 


^->Ç, 


2R 

et  il  viendra,  à  cause  des  formules  (12), 

—  XHg  —  -zD"  -f-  (2€"  —  D')X  —  E'P, 
H|  =  2EX»-+-(2D  —  E');  —  D', 
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d'où,  par  1  élimination  de  ^9 

D"  -h  (E'^  —  D')^  4-  (D  —  E')V  +  EV  =ir  o; 

on  voit  que  Ç  est  une  fonction  linéaire  de  x. 

Si  l'on  continue  à  représenter  par  Vi,  Vj,  Vj  les  pre- 
miers membres  des  équations  (6),  on  trouvera,  au  moyen 
des  formules  qui  précèdent, 

-Va  _  X  V,  =  e  (H/-  -h  E'  —  2^E){z  —  xr  —  5), 

On  voit  par  là  que  les  équations  Vi  =  o,  Vj  =  o  sont 
satisfaites  par  toutes  les  valeurs  de  X^  y,  z  qui  satisfont 
aux  deux 

la  dernière  de  ces  équations  est  celle  d'un  plan  :  donc, 
les  trois  surfaces  que  nous  considérons  ont  une  conique 
commune.  Ces  surfaces  ont  aussi  deux  autres  points 
communs,  lesquels  appartiennent  à  la  droite  représentée 
par  les  deux  équations 

Hj-f-  Ë'— 2XEr=o,     Hz  -t-D'  — ^D"  =  o; 

ri 

si  Toa  tire  de  celles-ci  les  valeurs  de  y  et  de  -z  pour  les 
substituer  dans  les  équations  (6),  on  trouvera  les  résul- 
tats 

Rr=:0,       R'rrrO,      R'' —  O; 

ces  équations  sont  en  général  du  deuxième  degré  et  Tune 
quelconque  d'entre  elles  peut  être  regardée  comme  l'é- 
quation finale  qui  convient  au  cas  particulier  que  nous 
examinons. 

Le  cas  où  la  constante  X  se  réduit  à  zéro  n'introduit 
aucune  particularité  nouvelle.  Les  fonctions  R  et  R'' 
sont  alors  identiquement  nulles,  et  comme  nous  excluons 
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le  cas  de  R  =  o,  Thypothèse  0  =  o  exige  que  l'on  ait 
D"  =  o.  Alors  les  lieux  que  représentent  les  deux  der- 
nières équations  (6)  ont  un  plan  commun. 

83.  Supposons  que  1  soit  une  fonction  de  x,  et  po- 
sons • 

s 

r  et  S  étant  des  fonctions  entières  premières  entre  elles. 
Comme 

R'  r        R"       r» 

R="^7^      R-^F' 

on  aura 

R  —  As\     R'  =  2  krs,     R"  =  Ar\ 

d'où  il  suit  que  le  degré  de  r  ou  de  5  ne  peut  surpasser 
l'unité^  et  comme  l'une  de  ces  fonctions  au  moins  ne  se 
réduit  pas  à  une  constante,  la  quantité  k  sera  nécessaire- 
ment indépendante  de  x. 

D'après  les  résultats  obtenus  au  numéro  précédent,  on 
aura 

D"*»  -f-  ( E"  —  D')  rs'  -h  (D  —  E')  r^s  -f-  Er»  =  o. 

Supposons  que  s  ne  se  réduise  pas  à  une  constante;  l'i- 
dentité précédente  prouve  que  E  est  divisible  par  5,  d'ail- 
leurs E  est  du  premier  degré  \  on  a  donc 

E  =  aSy 

a  étant  une  constante.  En  substituant  à  E  cette  valeur  et 
divisant  par  5,  il  vient 

D''5»  -f-  (E''  —  D')  rj  H-  (D  —  r  -f-  «r)  r»  =  oj 

on  voit  de  même  que  D  —  E'  -f-  «r  est  divisible  par  5,  et 
en  désignant  par  S  une  constante,  on  aura 

D— E' =  —  ar-+-65j 
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pois  réquation  précédente  divisée  par  s  deviendra 

D''*  -f-  (E"—  D'  -h  6r)r  =  o; 

enfin,  la  fonction  E''  —  IX  4-  ër  est  encore^divisible  par  s  ' 
et,  en  désignant  par  y  une  nouvelle  constante,  on  aura 

E''  — D'  =  — er-f-7J, 

puis 

D''=-7r, 

En  résumé,  nos  hypothèses  nous  ont  donné  les  ré* 

sultats 

E  =  (xSf     D  —  E'  =  —  ar  -f-  65, 

E"— D'=z  — 6r-f-7J,     D''=  — vr; 

et  ron  aurait  évidemment  obtenu  les  mêmes  formules,  si 
Ton  avait  supposé  r  fonction  de  or,  s  pouvant  être  une 
constante. 

Au  lieu  de  la  constante  k  qui  entre  en  facteur  dans  les 
expressions  de  R,  R',  R'',  nous  en  introduirons  une  autre  g 
déterminée  par  Téquation 

^  =  (6^  — 4a7)  — g'»,     d'où     g^  =  ±:v/(6»  — 4a7)  — ^; 

alors  les  équations  (6)  de  nos  trois  surfaces  deviendront 

+E'+(g'-+-6)^][H/-f-e'— 2ar— (g'  — e)j]-+-2aV[H8-hD'-f-(g'— 6)r]  =  o, 
+E'+(^+6>](Hz-+-D')— (^-f-6)5[H3-+-D'-f-(g'  — 6)r]rr:o, 

l+D'4-(g'— e)r][H2H-D'-f-27J— (g'-f-Sjr]— 27r[Hr4'E'-f-{g'-f-ê)*]=ro. 

Ces  équations  sont  satisfaites  en  même  temps  que  les 

cleux 

Hr-4-E'4-(^-h6)5  =  o, 

Hz  H- D' -h  (g'  —  6)r=o, 

dans  lesquelles  g  a  Tune  ou  l'autre  des  deux  valeur» 

i  V(6' —  4*7)  — ^î  ï^s  surfaces  que  nous  considérons 
ont  donc  deux  droites  communes  non  situées  dans  le 
même  plan.  On  voit  aussi  que  le  reste  de  rintersection 
I.  12 
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de  deux  des  trois  surfaces  se  compose  de  deux  autres 
droites;  chacune  de  celles-ci  coupe  les  deux  premières 
droites  en  deux  points  qui  sont  sur  la  troisième  surface, 
et  en  conséquence  elle  ne  peut  rencontrer  cette  troisième 
surface  en  d'autres  points. 

Ainsi,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  il  n'y  a  plus  d'équa- 
tion finale. 

84.  Considérons  enfin  le  cas  où  Ton  a  identiquement 
R  c=  o,  R'  :=  o,  R^'^  =  o.  Les  premiers  menxbres  des  équa- 
tions (6)  deviennent  alors 

V,  =  (Hr  -4-  E')  (Hj-h  2D  —  E')  -4-  2E  (Hz  -f-  îE"  —  D'), 

V,=:  (H/  -h  E')  (Hz  -h  D')  —  4D'='E, 

V,  =  (H  z  -f-  D')  (Hz  -f-  2E*  —  D')  -f-  2D"  (H^  -t-  2D  --  B'), 

et  il  en  résulte 

(Hz  H-  D')V,  -  (Hj-4-  aD  -  E') V,  -  2E V,  =  o, 
(Hr-V- E')  Y,—  (Hz  -t-  aE"  —  D') V,—  aD'^V.  =  o. 

La  droite  qui  a  pour  équations 

Hj-f-E'=:o,     E=;o 

appartient  aux  deux  surfaces  Yi  et  Ys,  et,  d*après  les 
identités  qui  précèdent,  le  reste  de  Tintersection  de  ces 
deux  surfaces  appartient  à  la  troisième  surface  Y3.  Pa- 
reillement, la  droite  déterminée  par  les  équations 

Hz-f-D'  =  o,     D^'^irO 

appartient  aux  surfaces  Vt  et  Vj,  et  le  reste  de  Tîntersec- 
tion  est  sur  Yi,  Enfin,  la  droite 

H j  -h  2D  —  E'  =  o,     Hz  -h-  2E^  —  D'  =  o 

appartient  aux  surfaces  Yi  et  Ys,  et  le  reste  de  PinterseG- 
tion  appartient  à  Y«.  Il  résulte  de  là  que  les  trois  sur- 
faces considérées  ont  une  courbe  du  troisième  ordre 
commune. 
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Les  trois  droites  qui  complètent  les  intersections  des 
surfaces  deux  à  deux  ne  se  rencontrent  pas  en  général,  et 
en  conséquence  elles  rencontrent  la  courbe  du  troisième 
ordre.  Dans  le  cas  qu'on  Tient  d'examiner  il  n'y  a  point 
d'équation  finale. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  cette  discussion,  et^ 
nous  remarquerons  en  terminant  que  nous  n'ayons  pu 
rencontrer  le  cas  où  les  surfaces  données  ont  une  courbe 
da  quatrième  ordre  commune,  parce  que  nous  avons  exclu 
les  hypothèses  dans  lesquelles  la  constante  H  se  réduit  à 
zéro. 

Sur  les  équations  simultanées  dans  lesquelles  les  coèffi^ 
cients  ont  des  valeurs  particulières  déterminées. 

85.  En  ae  considérant  jusqu'à  présent  que  des  système» 
formés  d^équation  s  générales  dans  lesquelles  les  coefficients 
sont  indéterminés,  nous  nous  sommes  affranchi  de  toutes 
les  difficultés  auxquelles  les  cas  particuliers  peuvent  don- 
ner naissance.  Mous  allons  présenter  ici  quelques  consi- 
dérations relatives  à  ces  cas  particuliers;  mais  il  n'entre 
pas  dans  nos  vues  d'approfondir  en  ce  moment  cette 
partie  importante  de  la  théorie  des  équations  ;  nous  re- 
viendrons sur  ce  sujet  dans  la  deuxième  Section  de  cet 
Ouvrage. 

Les  systèmes  formés  de  plusieurs  équations  simultanées 
entre  un  pareil  nombre  d'inconnues  peuvent  être  distin* 
gués  en  deux  genres,' suivant  qu'ils  admettent  un  nombre 
limité  ou  un  nombre  illimité  de  solutions.  Dans  le  pre- 
mier cas,  l'équation  finale  relative  aux  équations  propo- 
sées doit  évidemment  être  comprise  dans  l'équation  finale 
qui  se  rapporte  au  système  composé  d'équations  générales, 
en  même  nombre  que  les  proposées,  et  respectivement  de 
mêmes  degrés  que  celles-ci.  Dans  le  deuxième  cas,  il  n*y 

12. 
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de  la  fonction  y*  (^n)  )  si  ce  degré  se  réduit  à  m  —  jui,  i'é* 
quation  finale  (2)  a  /x  racines  qui  deviennent  infinies 
quand  on  fait  tendre  les  coefficients  A,  B, .  • . ,  vers  les 
limites  A^^\  B^^^ ....  Il  est  essentiel  de  tenir  compte  de 
ces  racines  infinies  et  de  ne  point  abaisser  au-dessous 
de  m  le  nombre  des  systèmes  de  solutions  des  équations 
proposées.  Ces  m  systèmes  de  solutions  nous  sont  don- 
nés par  les  formules  des n°^ 73  et  74 ;  les  formules  (7)  du 
n"  73  suffisent  toujours  quand  Téquation  finale  (  5  )  n^a  pas 
de  racines  égales;  autrement  il  faut  avoir  recours  aux  for- 
mules (8),  (9),  etc.  (n^74).  Le  cas  où  l'équation  finale  ac* 
quiertdes  racines  égales  mérite  dVrrèter  notre  attention  ; 
parmi  les  m  systèmes  de  solutions  des  équations  (4)9  il 
s'en  trouve  alors  plusieurs  qui  fournissent  la  même  va- 
leur pour  l'inconnue  z^.  Il  peut  même  arriver  que  k  de 
ces  systèmes  coïncident  entièrement,  et,  dans  ce  cas,  ils 
constituent,  pour  les  équations  proposées  (4),  ce  qu'on 
nomme  une  solution  multiple  d^ ordre  h. 

L'équation  finale  relative  aux  équations  générales  (i) 
pous  donne  ainsi  la  véritable  équation  finale  qui  se  rap- 
porte aux  équations  particulières  (4)9  mais  quand  on  veut 
obtenir  celle-ci  par  une  voie  directe,  il  est  essentiel  de 
maintenir  à  chaque  racine  le  degré  de  multiplicité  c|ui  lui 
convient» 

87.  Supposons  maintenant  que  la  fonction  y(z„)  se 
réduise  identiquement  à  zéro  quand  on  fait  A  =  A^*\ 
B  =  B^®^ ....  Nous  poserons 

A  =:  A(t)  -f  e  A(0,     B  =  BO  H-  f  B(>),     C  =r  C(»>  -t-  eCO), ...  ; 

'  A^^^,  B^*\  C^*^. . .,  étant,  ainsi  que  €,  des  constantes  in- 
déterminées, en  sorte  que  la  généralité  des  équations  (1) 
ne  sera  point  altérée.  En  faisant  cette  substitution  dans 
les  polynômes  Nk  et  T^  et  en  o^rdonnant  ensuite  les  résul-^ 
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tau  par  rapport  aux  puiasances  croissfttites  de  e,  on  aura 

et 

Vj'^et  l]'*^  étant  des  polynômes  indépendants  de  e.  La 
fonction  y*  (^„)  prendra  donc  la  forme 

Par  hypothèse,  le  ternie  f^^^  (z„)  est  nul  5  quelques-uns 
des  coefficients  des  puissances  de  ê  peuvent  aussi  to  ré- 
duire à  zéro,  mais  ils  ne  peuvent  pas  tous  s^évanouir,  car 
l'expression  précédente  de/'(z„)  se  rapporte  toujours  à 

un  système  d'équations  générales.  Désignons  par/^^^  [z^) 
le  premier  des  coefficients  qui  sont  différents  de  zéro,  on 
aura  alors  identiquement 

/(•){z,)=o,    /0)(z„)  =  o,...,   /(/*-0(^„)^o, 
et  l'expression  def{£n)  deviendra 

/(z„)  =.  6  v^^)(z„)  -t-  g/^H-yc/^^o  (z;)  ^ . . .  ; 

en  conséquence,  Téquation  finale  relative  au  système  gé- 
néral (i)  prendra  la  forme 

/W  (z„)  H-  «/(^-^0(z„)  4-. .  .=  0. 

Maintenant,  pour  passer  des  équations  générales  attt 
équations  particulières  (4),  il  suffit  de  faire  tendre  s  vers 
zéro,  et  à  la  limite  Téquation  finale  se  réduira  à 

L'analyse  qui  précède  nous  conduit  donc  toujours  a 
une  équation  limite^  soil  que  les  équations  proposées  ad^ 
mettent  des  solutions  en  nombre  limité,  soit  que  ces 
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équations  constituent  un  système  indéterminé,  et   ad- 
>   mettent  en  conséquence  une  infinité  de  solutions. 

Lorsque  le  premier  cas  a  lieu,  il  y  a  pour  les  équations 
proposées  une  certaine  équation  finale 

qui  est  indépendante  des  quantités  arbitraires  Â^^^  B^^\ 
C^^\  •  • .  et  dont  le  premier  membre  est  évidemment  un 
diviseur  de  J^^\zn)]  on  a.  donc 

4>(z„)  étant  une  fonction  entière  de  z»  et  des  arbi- 
traires A(*^  B<*\ ... . 

Lorsque  les  équations  proposées  admettent  une  infinité 
de  solutions,  il  n*y  a  plus  d'équation  finale;  Téquation 
limite 

correspond  à  ce  qu'on  nomme,  dans  la  Géométrie,  une 
en\feloppe.  Elle  fournit  les  valeurs  limites  qui  convien- 
nent à  rinconnue  z„,  dans  le  cas  d'un  système  variable 
que  Ton  fait  tendre,  suivant  une  loi  quelconque,  vers 
un  système  composé  d'équations  indéterminées. 

88.  Les  considérations  que  nous  venons  de  présenter 
peuvent  se  résumer  par  les  propositions  suivantes  : 

Le  degré  de  V équation  finale  qui  résulte  de  Vélimi-- 
nation  de  n-^i  inconnues  entre  n  équations  algébri- 
ques quelconques  à  n  inconnues  est  au  plus  égal  au 
produit  des  degrés  de  ces  équations. 

Dans  le  passage  d^ un  système  d'équations  générales 
à  un  système  d^ équations  particulières  respectivement 
de  mêmes  degrés^  le  degré  de  l'équation  finale  peut 
s^  abaisser  y  soit  par  V  éi^anouissement  de  quelques  termes^ 
soit  par  la  suppression  dUtn  facteur. 
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Il  serait  facile  d'établir  par  notre  analyse  que  Téqua- 
tien  finale  relative  aux  équaûons  (4)  peut  toujours  se 
mettre  sous  la  forme 

S,  V|*^  -h  S, V(*^  -h ...  4-  Sy^^  =  o , 

S|,  S|,.  •  •  9S»  étant  des  fonctions  entières.  La  détermina- 
tion directe  de  ces  polynômes  multiplicateurs,  dans  les 
différents  cas  qui  peuvent  se  présenter,  est  le  problème 
que  Bezout  s'est  proposé  de  résoudre,  et  dont  le  déve- 
loppement forme  l'objet  de  la  Théorie  des  équations 
algébriques^  que  nous  lui  devons.  La  solution  n'est  pas 
exemple  de  difficultés,  et  Tapplication  de  la  théorie  est 
fort  laborieuse;  aussi  nous  n'entrerons  à  ce  sujet  dans 
aucuns  détails,  et  nous  renverrons  à  la  Section  suivante 
où  l'on  trouvera  l'exposition  d'une  nouvelle  méthode 
d'élimination. 

Il  ne  sera  pas  inutile,  en  terminant,  de  présenter  un 
exemple  simple  dans  lequel  le  degré  de  l'équation  finale 
s'abaisse  par  la  suppression  d'un  facteur.  Je  choisirai, 
à  cet  effet)  le  cas  de  deux  équations  du  deuxième  d^ré 
que  nous  avons  déjà  considéré  au  n^  78.  Les  inconnues 
étant  X  et  y  y  soient 

j  Y,  =  Py  4-Qr  -4-R=:o, 

deux  équations  générales  du  deuxième  degré;  P  et  P 
sont  des  constantes,  Q  et  Q'  sont  des  fonctions  linéaires 
dex,  R  et  R'sont  des  fonctions  entières  du  deuxième 
degré.  Les  facteurs  T|,  Ti,  par  lesquels  il  faut  multiplier 
respectivement  Vj  et  Vi ,  ont  ici  pour  valeurs 

(  T,  =  —  (PQ'-  QF)(P>  -f-  Q')—  P'(RP'~  PR') 
^M  Ta=-h(PQ'--QP')(Pr-f-Q)  •4-P(RP'-PR0> 
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et  le  premier  membre  de  Féquation  finale  est 

(3)    T|V,-M,V,=(PQ'  — QP')(QR'  — RQ')  — (RP- —  PR')'. 

Ce  premier  membre  se  réduit  a  zéro,  ainsi  que  les  poly- 
nômes Ti  et  Ti,  lorsqu'on  suppose  P  =  o,  P  =  o.  Po- 
sons, conformément  à  ce  qui  a  été  dit  précédemment, 

V  =  ep,     P' ==«/>', 

les  formules  (a)  et  (3)  donneront 

et 

y  V.  4-  Î-'  V,  ==  (/>Q'  -  p'Q) (QR' -  RQ')  -*{p'K  —p^'Y- 

Faisons  tendre  maintenant  e  vers  zéro  et  désignons 
par  Y*\  V^*\  Tj",  T<"  les  limites  de  V. ,  V, ,  îî  et  î-',      1 

on  aura 

Tl'^  -  -  (/'Q'-7''Q)Q',    T,^'^=  ^  (f'Q'~y''Q)Q, 

et 

t(')  v|*>  +  T^'J  V^^'^  ==  (/?Q'  -  />'Q)  (QR'  -  RQ') . 

Si  Ton  remplace  dans  cette  dernière  formule  T|'^  et  Tj'^ 

par  leurs  valeurs,  les  deui[  membres  contiendront  le  fac- 
teur pQ/  —  /»'Q,  et  en  supprimant  ce  facteur  il  viendra 

—  Q'V|*^  -f-  QV^"^  =  QR'  —  RQ'; 

Téquation  finale  se  réduit  donc  à 

QR'— RQ'r^o, 


i 
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et,  comme  on  le  voit,  elle  s'est  abaissée  au  troisième  degré 
par  la  suppression  d^un  facteur. 

Si  l'on  suppose  que  x  et  /  représentent  des  coordon- 
nées rectilignes,  les  équations  proposées  seront  celles  de 
deux  coniques.  L'équation  finale  que  nous  venons  d'ob- 
tenir fera  connaître  les  abscisses  de  trois  des  points  d'in- 
tersection, mais  les  deux  coniques  doivent  être  regardées 
comme  ayant  un  quatrième  point  commun  situé  à  Tin- 
fini;  l'ordonnée  y  de  ce  quatrième  point  est  infinie^  mais 
Tabscisse  x  est  complètement  indéterminée. 

L'eiiistence  de  solutions  indéterminées  se  manifeste 
même  chez  les  équations  du  premier  degré.  Effectivement, 
les  deux  équations 

a^  -4-  ^ar  -f-  c  =  o ,     a* y  H-  b'  x  -\-  c^  z=o 

représentent  deux  droites  qui  deviennent  parallèles  lors- 
qu'on suppose  a  =  o ,  //  =  o .  L'ordonnée  du  point  d*in- 
tersection  est  alors  infinie,  mais  l'abscisse  est  indéter- 
minée. 

Théorème  relatif  au  degré  de  multiplicité  des  solutions 
de  deux  équations  simultanées  à  deux  inconnues, 

89.  Il  existe  à  l'égard  des  solutions  multiples  d'un  sys- 
tème d'équations  simultanées  un  théorème  analogue  à 
celai  qui  concerne  les  racines  multiples  des  équations  à 
une  inconnue.  Nous  allons  établir  ici  ce  théorème  en  nous 
bornant  au  cas  de  deux  équations  à  deux  inconnues  x  etj^. 

Soient 

deux  équations  des  d^rés  m  ei  n  respectivement  et  aux- 
quelles nous  supposons  la  plus  grande  généralité  possible. 
Pour  donner  à  ces  équations  la  solution  x  =  x^^j  =J^o» 
il  suffira  d'assujettir  les  arbitraires  contenues  dans  y*  et  F 


(3) 


i88  COURS  d'algèbre  supérieure. 

aux  deux  conditions 

Cela  étant,  ordonnons /"(x,^),  F(Xjy)  par  rapport  a 
X  —  Xq  et  y  — j^oî  P^î*  posons 

il  est  évident  que  les  premiers  membres  des  équations  (1) 
prendront  la  forme 

/{x,  x)  =  {a:^  js,)  <p,  {t)  -h  («  —  Xo)»y,  (0  +  ...  -f-  (a:  —  «•)*?«  W 
F(:r,  j)  =:  (ar  —  Xo)<^,  {t)  -f-  (j;  —  j:o)'<ï>a(0  -+-...-+-(«  —  ^.)"*- W 

<f   (t),  0  (f)  étant  des  fonctions  entières  de  t,  la  première 

du  degré  fx  et  la  seconde  du  degré  v  *,  dans  ce  qui  va  suivre, 
les  indices  fx  et  v  pourront  surpasser  m  et  n  respective* 
ment,  mais  dans  ce  cas  on  fera  cp   («)  =  o ,  ^^(t)  =  o. 
Désignons  par 

une  fonction  entière  arbitraire,  d'un  degré  quelconque  5, 
des  deux  variables  a:  et  j^  et  que  nous  ordonnons  de  la 
même  manière  que  les  fonctions^^et  F.  On  aura  identique- 
ment 

en  posant,  pour  abréger, 

T.   =^i{t)  —  cro{0?i(0» 

T,  =4>a(0  --[cio(0?2(0  ■^^i(^)9t{^)]f 

Ta  =  <ï>8  (/)  —  [tJa  (0  Î3  (0  ■+-  ^i  (0 1>2  (0  +  '^^  (0  ?!  (Oi 

• • ...» » 

et  si  Ton  dispose  des  arbitraires  contenues  dans  les  fonc- 
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dons/et  F,  ainsi  que  de  celles  contenues  dans  ^^  de  ma- 
nière que  Ton  ait  identiquement  ' 

(5)  T,  =  0,     T,  =  o,...,    T*-,  =  o, 

la  formule  (4)  deviendra 

6)  F(*,  r)  ~/(x,  j)^;  (or,  r)  =  (^  —  J?«)*Ti  ^  (x —  *.)*+' T*4.i  H- 

Cela  posé,  supposons  qu^on  véuille^donner  aux  équa- 
tions proposées  la  solution  x  =  Xj,  jr  =  j^i  5  il  suflSra  que 
le  second  membre  de  la  première  formule  (3)  et  celui 
de  la  formule  (6)  se  réduisent  à  zéro  pour  x=Xi  et 

t  r:  *^- — ^  ^  ces  valeurs  de  x  et  de  t  devront  donc  satisfaire 

J?l  ——  x^ 

aux  deux  équations 

T*  -4-  (ar.—  x.)  T4+,  -h  . .  .  =:  o. 

Mais  si  Ton  fait  varier  x^  et  j^i  de  manière  que  ces  quan- 
tités tendent  vers  les  limites  Xo  et  7*09  les  deux  conditions 
imposées  aux  arbitraires  se  réduiront  à  une  seule  à  la 
limite,  car  il  suffira  que  les  deux  équations 

soient  satisfaites  par  la  même  valeur  de  t\  cette  valeur 

I      sera  égale  à  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  -^ 

I  ^i  —  ^« 

quand  yi  etX|  tendent  vers^^  et  x^^.  Comme  la  première 
des  équations  précédentes  est  du  premier  degré,  la  con- 
dition dont  nous  venons  de  parler  équivaut  à  celle  de  la 
divisibilité  de  Ti  par  cj»!  (t)  ^  enfin,  parce  que  T*  renferme 
le  terme  zs^^i  [t)  (fi(t)  èi  que  les  conditions  (5)  laissent 
^1.1  (t)  indéterminée,  on  peut  supposer  cette  fonction 
choisie  de  manière  que  Ton  ait  identiquement 

(7)  T|  =  o, 

On  voit  donc  que  si  Ton  dispose  des  quantités  qui  res- 
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tent  arbitraires  de  maaière  à  satisfaire  à  l' équation  (7), 
on  augmeuteiti  d^une  unité  (n*^  86)  le  degré  de  multipli- 
cité de  la  solution  (xo^^o)* 

Il  résulte  de  là  que  les  formules  (5)  donnent  les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  le  degré  de  mul- 
tiplfcité  de  la  solution  (xo^/o)  soit  égal  à  /c;  ces  mêmes 
formules  expriment  quil  existe  une  fonction  ^  {x^^y)  telle, 
que  Téquation  (6)  ait  lieu  identiquement.  Il  faut  remar- 
quer que  le  polynôme  Ti  n'est  pas  divisible  par  ©1(^)5  à 
moins  que  le  degré  de  multiplicité  de  la  solution  {-T^^yo) 
ne  soit  supérieur  à  A*;  en  outre  il  est  évident  qu'en  dis- 
posant de  la  fonction  indéterminée  zjjt-i  (^))  on  pourra 
réduire Tt  à  une  constante  différente  de  zéro. 

Remplaçons  t  par  sa  valeur  ^^- -^  la  formule  (6)  de- 
viendra 

(8)*  F{x,y)-/{^,xmx,x)=x(^,x), 

X  i'^tj)  ^tant,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  un 
polynôme  de  la  forme 

(9)   xi^^x}=(^i^-'^*y-^^Op^,{x-Xo)P{jr-^X,Y; 

-  où  G  et  Gp^q  désignent  des  coefficients  constants  et  où  le       1 

signe  X  embrasse  un  nombre  limité  de  termes  dans  cha-       ; 

cun  desquels  le  degré  p  -h^  est  supérieur  h  h, 

Noos  emploierons  les  caractéristiques  Dr,  D^  pour  re- 
présenter les  dérivées  de  nos  polynômes  prises  par  rapport 
à  X  ei  à  y  respectivement  -,  ainsi  D^^F  (x,  j),  D^  F  (Xyj) 
désigneront  les  dérivées  de  F(jr,^)  relativement  à  jp  et 
ky.  Cela  posé,  si  dans  l'identité  (8)  on  remplace  x  par 
X  -}-  /t,  et  qu'on  égale  les  coefficients  de  la  première  puis- 
sance de  h  dans  les  deux  membres,  il  viendra 

(10)  D,F{x,  y)  --/(  jr,  J)D,^P(.r,  r>~  ^x,  r)ï>,/lx,  r)  =:  D,x{jf,rli 
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OB  aura  aussi,  en  opéranl  de  la  même  manière  à  l^égard 

ii)D,F(x,/)-/(x,j)D^^;(x,j^j-4;(x,j)D^/(a;,r)=:p,x('^>r). 
Nous  poserons 
(i2)F,(:r,j^)==;;D^/(x,7).D,F(a:,r)-D,/(4:,jr).EyF(x,r), 
et  nous  ferons  en  même  temps,  pour  abréger  lécrilure, 

*.  (x,  jr)  =  I>,/(ar,  f) .  B,^  (^,  ^  )  -  t>,/(^,  x)  D,^  (x,  ^), 

Alors,  ^3  ajoutant  entre  elles  les  équations  (lo)  et  (i  i)  res- 
pectivement multipliées  par-|-D^y*(x,j")  et — D,/'(j:,j^), 
on  trouvera 

(l3)  V^{af,  j)— /(ar, /),[;,  (x,j)  =  X«(^»  r)- 

Les  termes  du  premier  degré  en  a:  —  j:©  et  j^  — /t  daos 
/(x,  j)  ont  pour  somme  (x  —  Xo)  cfi  (<),  et  la  dérivée  de 
cette  somme  par  rapport  ky  est  égale  au  coefficient  gdet 
dans  <pi  (;),  coefficient  que  toute  notre  analyse  suppose 
différent  de  zéro.  Il  en  résulte  que  jji  (x,  7)  contiendra  le 
terme  J(gG[x  —  XqY"^  avec  d'autres  termes  qui  seront 
tous  d'un  degré  supérieur  kk  —  i  par  rapport  à  x  —  j:©  et 
/— joî  ^ette  fonction  ^i  (^j  j)  aura  donc  la  forme 

H  et  Hp^^  étant  des  constantes,  et  la  sommeyi  -H  ^  étant 
supérieure  à  A  —  i . 

Les  formules  (i3)  et  (i4)  montrent  que  (x^^ y q)  est  une 
solution  multiple  d'ordre  k  —  i  pour  les  équations  simul- 
tanées 

Ce  résultat  subsistera  lorsqu'on  donnera  des  valeurs  par- 
ticulières aux  quantités  qui  restent  arbitraires  dans  F  et 
dans/,  lors  même  que  ces  valeurs  feraient  disparaître  t  de 
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(fi  (t),  pourvu  cependant  que  (fi  (t)  ne  se  réduise  pas  a 
zéro.  On  évitera  efiecti vement  ce  cas  si  l^on  reprend  l'ana- 
lyse qui  précède  après  y  avoir  changé  les  lettres  x  et  j 
Tune  dans  l'autre. 

Mais  si  ^ ^  (  t)  se  réduit  identiquement  à  zéro,  la  conclu- 
sion précédente  ne  peut  pas  être  maintenue  ;  dans  ce  cas 
les  deux  équations 

admettent  la  solution  x  =  Xq^j  =yo» 

Comme  rien  ne  distingue  les  équations  (i)  Tune  de 
Tautre,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  que  nous 
avions  en  vue  : 

Théorème.  —  Soient  f(x^j)  =  Oj  F  (x ,  j-)  =  0 
deux  équations  simultanées,  et  F,  (x^j)  la  différence 
D^/(x,  y)  D,F  (x,  y)  -  h^f{x,  y)  D^F  {x,  y).  Si 
les  équations  proposées  admettent  la  solution  a:  =  j:o, 
y  =yo  avec  un  degré  de  multiplicité  A",  les  équations 
Fi  [oc^j)  =  o^f[x^j)  =  o  admettront  la  même  solu-- 
tion  av^ec  un  degré  de  multiplicité  précisément  égala 
h — I,  i  moins  que  cette  solution  n  appartienne  aux 
deux  équations  D;c/(.r,j^)  =0,  D^/(a:,y)  =  o.  Pa- 
reillement les  équations  Fi  {oc^y)  =  o,  F  (x,  y)=^o  ad^ 
mettront  la  solution  j:  =  ar©  5  ,y  =  /o  ^^cc  le  degré  de  j 
multiplicité  h  —  i  ^  à  moins  que  les  deux  équations  j 
D;rF{a:,j-)  =0,  D^F(j:,j^)  =  o    niaient  cette  même     \ 

solution. 

< 

On  voit  que,  dans  tous  les  cas,  une  solution  multiple 
des  équations/  [x^j)  =  o,  F  [x^j)  =  o  satisfait  néces- 
sairement à  Téquation 

90.  La  proposition  que  nous  venons  d^étàblir  comprend 
le  théorème  qui  se  rapporte  aux  racines  multiples  des 
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équations  à  une  seule  inconnue,  car  si  on  l'applique 
aux  deux  équations  f{x)  =  o,  j^  =  o,  dont  la  première 
a  k  racines  égales  à  0:09  elle  indiquera  que  Téquation 
/'(r)  =  a  a  /r  —  1  racines  égales  à  a:©. 

Mais  le  nouveau  théorème  n'a  pas  une  étendue  aussi 
grande  que  le  premier,  car  nous  avons  exclu  le  cas  d'une 
solution  multiple  qui  satisferait  aux  quatre  équations  ob- 
tenues en  égalant  à  zéro  les  dérivées  relatives  à  j:  et  à  ^ 
des  premiers  membres  des  équations  proposées.  Ce  cas 
est  celui  dans  lequel  la  solution  que  Ton  considère  est 
une  solution  multiple  de  chacune  des  équations  prises 
séparément.  En  eiïet,  si  Ton  pose,  comme  au  n*^  89, 

r  —  r»  =  ^  (^  — •  *a)f 

et  que  la  fonction  y (a:,j^)  du  degré  m  puisse  se  mettre 
sous  la  forme 

f(x,  jr)  =  (J?  —  *o)* y*  (0  -♦-•..  -^  («  —  aro)'"f m ( r), 

(fi[t)  étant  d'un  degré  égal  a  /r,  parmi  les  racines  de 
Téquation 

y  *  (r)  H-  . . .  -f-  (x  —  iro)'"~*f  m  (t)  =  o, 

il  y  en  aura  k  qui  tendront  vers  des  limites  finies  quand 
on  fera  tendre  x  vers  Xo^  d'où  il  résulte  que  k  solutions 
de  réquationy(a:,j^)  =  o  viendront  se  confondre  à  la 
limite  avec  la  solution  (xo^yo).  Si  l'on  suppose  que  x  ety 
représentent  des  coordonnées  rectilignes,  on  pourra  dire 
que  le  point  (Xo,  jKo)  est  un  point  multiple  d'ordre  k  pour 
la  courbe  représentée  par  l'équaliony(a:,  j^)  =  o. 

Nous  avons  cru  utile  de  faire  cette  indication,  mais 
nous  n'entrerons  point  dans  l'examen  des  détails  du  cas 
singulier  dont  il  vient  d'être  question.  Remarquons  seu- 
lement que  si  deux  équations 

admettent  la  solution  (xo,jKo)  avec  le  degré  de  mullipli- 
I.  i3 
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cité  k^  mais  que  cette  solution  soit  simple  potir  chaijiie 
équation  prise  séparément^  on  pourra  remplacer  Tune  des 
équations  par  une  autre  pour  laquelle  Ja  solution  (aro)  Jo) 
ait  le  degré  de  multiplicité  k.  Il  est  évident  en  e^Tet  qu'à  la 
dernière  des  deux  jurécédentes  équations  on  peut  substi- 
tuer h  8(Ui vante 

qui  remplira  la  condition  requise  si  Ton  détermine  la  foDC- 
tion  ^  (or,  /)  comme  on  Ta  expliqué  au  numéro  précédent. 

Application  de  la  théorie  du  plus  grand  commun  divi- 
seur à  la  recherche  des  solutions  communes  à  deux 
équations  à  deux  inconnues, 

91 .  La  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  fournit 
une  méthode  très-simple  pour  ramener  la  résolution  de 
deux  équations  à  deux  inconnues  à  celle  d'un  ou  de  plu- 
sieurs systèmes  dans  lesquels  l'une  des  équations  nç  ren- 
ferme qu'une  seule  inconnue.  Nous  allons  exposer  ici 
cette  méthode. 

Soient 

(i)  yt  =  o,     V,  =  o 

deux  équations  algébriques  entre  les  inconnues  xeljr. 
Si  les  polynômes  Vi  et  Vi  sont  décomposables  en  facteurs, 
de  manière  que  l'on  ait 

il  est  évident  que  la  recherche  des  solutions  du  sys- 
tème (i)  se  ramènera  à  celle  des  solutions  des  /iv  sys- 
tèmes 

(2)  Vf'=o,     V<^>  =  o, 

» 

les  indices  supérieurs  i  et/  pouvant  recevoir  les  valeurs 
I;  2,  • .  • ,  jiA  et  I ,  a, • .  • ,  V  respectivement. 


SeCTION    I.  -r*    CHAPITRE    lY.  IpS 

Si  les  équations  qui  composent  l'un  des  systèmes  (2) 
rentrent  l'une  dans  Tautre,  ce  système  sera  indéterminé 
et  la  même  chose  aura  lieu  à  Tégard  du  système  proposé. 

Si  les  équations  (a)  ne  renferment  Tune  et  l'autre 
qu'une  seule  inconnue,  x  par  exemple,  elles  seront  in- 
compatibles et  elles  ne  fourniront  aucune  solution  des 
équations  proposées^  à  moins  que  leurs  premiers  mem- 
bres n'aient  un  diviseur  commun.  Alors,  si  l'on  prend 
Tune  des  valeurs  de  x  qui  annulent  ce  diviseur  commun, 
avec  une  valeur  arbitraire  de  y^  on  satisfera  évidemment 
aux  équations  (i)  ^  ce  cas  est  compris  dans  le  précédent. 

Si  les  équations  (2)  renferment  seulement,  l'une  l'in- 
connue x^  l'autre  l'inconnue  y^  chacune  d'elles  aura 
autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  degré,  et  en 
combinant  successivement  chaque  racine  x  avec  chaqtfe 
racine  j^,  on  obtiendra  tous  les  systèmes  de  solutions  des 
équations  (2). 

Enfin,  si.  Tune  des  équations  (2)  renfermant  les  deux 
inconnues,  Tautre  n'en  contient  qu'une  seule,  x  par 
exemple,  celle-ci  admettra  une  ou  plusieurs  racines,  et  la 
première  équation  fournira  une  ou  plusieurs  valeurs 
de  y  correspondantes  à  chaque  racine  x.  La  recherche 
des  solutions  des  équations  simultanées  (2)  n'offre  donc 
alors  que  les  difficultés  du  problème  de  la  résolution  d'une 
équation  à  une -inconnue. 

En  général,  avant  de  procéder  à  la  recherche  des  solu- 
tions des  équations  proposées  (1),  il  conviendra  de  dé- 
barrasser leurs  premiers  membres  des  facteurs  fonctions 
de  X  ou  fonctions  de  y  que  ces  polynômes  peuvent  ad- 
mettre. On  appliquera  à  cet  effet  la  méthode  du  n^  47  ; 
par  exemple,  pour  avoir  les  facteurs  de  Vf  qui  ne  dé- 
pendent que  de  a:,  on  ordonnera  ce  polynôme  par  rap- 
port à  y^  ensuite  on  cherchera  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  deux  des  coefficients,  puis  le  plus  grand 
V  i3. 
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commun  diviseur  entre  ce  premier  plus  grand  commun 
diviseur  et  un  troisième  coefficient,  et  ainsi  de  suite. 
Cette  opération  ayant  été  exécutée,  on  sera  ramené,  dia- 
prés ce  qui  précède,  au  cas  de  deux  équations  dont  les 
premiers  membres  n'ont  aucun  diviseur  fonction  d'une 
seule  inconnue. 

92.  On  est  naturellement  conduit,  comme  on  va  le 
voir,  à  appliquer  la  méthode  du  plus  grand  commun  di- 
viseur dans  la  recherche  des  solutions  communes  à  deux 
équations. 

Soient 

(i)  V.  =  o,     V,  =  o 

les  équations  proposées  entre  les  inconnues  x  et  y.  Con- 
formément à  ce  qui  a  été  dit  au  numéro  précédent,  nous 
admettrons  que  les  polynômes  Yi  et  Vj  n'ont  aucun  divi- 
seur commun  ;  ces  polynômes  ayant  été  ordonnés  par  rap- 
port aux  puissances  décroissantes  de  j^  supposons  que  le 
degré  de  Vi  par  rapport  ky  ne  soit  pas  inférieur  au  degré 
de  Va .  Divisons  Vt  par  Vj ,  et  désignons  par  Q^  le  quo- 
tient, par  Vs  le  reste  de  la  division  \  on  aura 

V,  =  V,Q.-f-V3. 

Si  la  division  n'a  introduit  aucun  dénominateur  fonction 
de  X,  Qi  et  V3  seront  des  fonctions  entières;  par  suite,  les 
valeurs  simultanées  de  x  e\  de  y  qui  annulent  Vj  donne- 
ront 

V.=:V3, 

et,  en  conséquence,  le  système  proposé  (i)  admettra  les 
mêmes  solutions  que  le  système  formé  des  équations 

(2)  Va— O,-      V3=0, 

qui  est  évidemment  plus  simple. 
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Sapposons,  d'après  cela,  que  Ton  opère  sur  les  poly- 
nômes Yi  et  Vsy  comme  s'il  était  question  de  chercher  leur 
plus  grand  commun  diviseur  ;  on  sera  conduit  à  une  suite 
d'égalités  telles  que 


n — 2  —    »  n—i  Vu— 3 


•  •  » 


Vj,  V4, . . . ,  Vn  sont  des  fonctions  entières  de  y  dont  les 
degrés  formeront  une  suite  décroissante,  et  la  dernière 
fonction  V„  est  indépendante  de  y.  Si  aucune  des  divi- 
sions qu'on  vient  d'exécuter  n'a  introduit  de  diviseurs 
fonctions  de  x^  en  sorte  que  Qi ,  Qs,  •  • .  ,Q„  soient  des 
fonctions  entières  de  x  et  de  y^  ainsi  que  Va,  V4, .  •  • ,  V„, 
il  est  évident  que  les  solutions  du  système  (i)  seront  les 
mêmes  que  celles  du  système 

(3)  V„-,=:o,     V„  =  o, 

dans  lequel  Tune  des  équations  ne  renferme  que  Tin- 

connueo;,  et  celle-ci  sera  Téquation  finale  qui  résulte  de 

l'élimination  de  y  entre  les  proposées. 

Mais,  le   plus  souvent,  la   recherche  du  plus  grand 

commun  diviseur  des  polynômes  Vi  et  Vs  introduit  des 

dénominateurs  fonctions  de  x  ]  dans  ce  cas,  les  conclusions 

précédentes  ne  subsistent  pas.  Si,  par  exemple,  la  division 

de  Vi  par  Vj  introduit  de  tels  dénominateurs,  le  quo- 

N 
tient  Qi  sera  de  la  forme  —  >  N  et  D  étant  des  fonctions 

entières  *,  on  aura 

N 

et  l'égalité  Vi  =  Vs  n'aura  plus  lieu  nécessairement  pour 
les  valeurs  de  J?  et  j^  qui  annulent  Vj,  parce  que  le  dé- 
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nominateur  D  peut  alors  se  réduire  aussi  à  asëro.  Toute- 
fois, on  évitera  les  dénominateurs  fonctious  de  a:,  sî,  ayant 
decommencer  la  division,  on  multiplie  le  polynôme  Yi 
par  une  fonction  entière  X  de  or,  convenablement  choisie; 
on  aura  alors 

Les  solutions  des  équations  Vi  =  o ,  Vj  ==  o  sont  com- 
prises parmi  celles  des  équations  Y,  =  o ,  Va  =  o  ;  mais 
ces  dernières  admettent  en  outre  les  solutions  des  équa- 
tions X  =  o ,  Vj  =  o  ;  donc,  quand  on  remplacera  le  sys- 
tème (i)  par  le  système  (2),  on  ne  supprimera  aucune  des 
véritables  solutions,  mais  on  pourra  en  introduire  qui 
soient  étrangères  à  la  question. 

Il  était  important  d'éviter  ces  solutions  étrangères  in- 
troduites par  la  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur. 
M.  Labatie  a  fait  connaître  en  i832  un  théorème  que 
nous  allons  exposer  et  qui  remplit  cet  objet  de  la  manière 
la  plus  heureuse. 

Théorème  de  M.  Labatie. 

93.  Soient  V|  et  Y^.  deux  fonotians  entières  de  x  et 
de  y  qui  n^ ont  pas  de  diviseur  commim  et  qui  ne  ren^ 
ferment  aucun,  facteur  indépendant  de^ y  ^  ordonnons 
V|  etYi  par  rapport  àj  et.  opérons^  sur  ces  polynômes 
comme  s'il  était  question  de  Qheiy:her  leur  plus  grand 
comniun  div^iseur^  en  ayant  soin  :  i®  de  multiplier  cha^- 
que  di\fidende  par  une  fonction  entière  de  x,  choisie  de 
manière  à  éviter  les  dénominateurs  fonctions  de  cette 
inconnue;  2°  de  débarrasse/?  chaque  reste  des  facteurs 
indépendants  dey  qu  il  peut  avoir ^  avant  de  le  prendre 
pour  diviseur. 

Soient  <4i,  u%9...^Uh  les  multiplicateurs  ainsi  em^ 
ployés^  Qi,  Qft,....,  Q„  les  quotients  obtenus  dans  les 
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dimiom  successives',  et  Vsf^i,  V**'*^.,.,  V„^.it'„«i5  %^f^  les 
restes  de  ces  divisions  ;  le  dernier  reste  Vn  ^^*  indépen" 
dont  de  y  ^  et^  dans  ceux  qui  le  précèdent  ^  ^19  ^t****?  •'n-i 
désignent  dès  facteurs  Jonctions  de  x  seule  ^  de  manière 
^««Vs,  V4,..,y  V,^i  ne  renferment  aucun  facteur  indé" 
pendant  dey. 
Soient  encore  di  le  plus  grand  commun  diviseur  de 

«j  et  de  1^1;,  d^  celui  de  -^  et  de  y^,  d^  celui  de    '  *  ■■ 

cf  de  Viy  0.9  d'^  celui  de     V"  V"  et  de  ^n- 

Cela  posé,  on  obtiendra  toutes  les  solutions  com- 
munes des  deux  équations 

sans  aucune  solution  étrangère^  en  prenant  les  solutions 
de  chacun  des  n  systèmes 


[Y, =0-1    rv3=o-i    r^*=°l       rV;H^t=o-i 


w 


Oq  a  les  égalités 

(3)  /^3V3=V4Q3-4-V»p,; 

v  • ••» 

qui  seront  toutes  comprises  dans  la  suivante  : 

si  Ton  attribue  a  \k  toutes  les  valeurs  i ,  a,  •  • . ,  n  et  que 
l'on  prenne  V;^.t  égale  à  Tunité. 
Les  multiplicateurs  u^  peuvent  être  choisis  de  ma- 
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nière  que  u^  et  v^  n'aient  aucun  diviseur  commun  ;  par 

exemple,  si  le  plus  grand  commun  diviseur  d^  de  u^  et  de 
l'i  ne  se  réduit  pas  à  lunité,  le  produit  VjQj  sera  divi- 
sible par  ^1,  diaprés  la  première  des  égalités  (3),  et  ce 
produit  s^annulera  si  Ton  prend  pour  x  Tune  des  racines 
de  Téqualion  Jj  =  o  •,  mais  le  polynôme  V,  ne  peut  être 
nul,  puisqu'il  n'a  aucun  diviseur  indépendant  àey^  donc 
il  faut  que  Qi  s'annule,  et  en  conséquence  Qi  est  divi- 
sible par  Jj,  quel  que  soit  j^.  Il  résulte  de  là,  qu'au  lieu 

du  multiplicateur  Ui,  on  aurait  pu  choisir  -^;  dans  les  ap 

plicationsdu  théorème  de  M.  Labatie,  il  conviendra  tou- 
jours d'adopter  les  multiplicateurs  les  plus  simples,  ce- 
pendant la  démonstration  que  nous  allons  présenter  ne 
suppose  point  que  l'on  ait  pris  cette  précaution. 

Si,  entre  les  fjt —  i  premières  des  égalités  (3),  on  éli- 
mine Vj,  Vj,...,  V„__,,  il  est  évident  que  le  produit 
Uiiif  .  .M„__,Vi  se  trouvera  exprimé  par  la  somme  des 
polynômes  V  ,  V„_,_,,  multipliés  chacun  par  une  fonc- 
tion entière,  et  il  est  facile  de  voir  que  si  l'on  divise  par 
d^d^. . . ^a— 1  l'égalité  ainsi  obtenue^  elle  prendra  la  forme 

G„_,  et  G»_a  désignant  des  fonctions  entières.  D'abord, 
pour  fjt  =  a,  cette  formule  devient 

et  elle  coïncidera  avec  la  première  des  égalités  (3  ),  si  Ton 
divise  celle-ci  par  c/i,  et  que  l'on  pose 


(5)  Go:=:I,       G. 


Q.. 
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cette  valeur  de  Gi  est  entière,  car,  ainsi  que  nous  Pavons 
montré  plus  haut,  Qi  est  divisible  par  d^.  D'après  cela, 
pour  établir  la  formule  (4)9  il  suffit  de  montrer  que  si 
elle  a  lieu  pour  une  valeur  de  fx,  elle  subsiste  encore  pour 
la  même  valeur  afigmentée  de  i .  Â  cet  effet,  multiplions 

u 

la  formule  (4)  par  -^  et  remplaçons  ensuite  Wy^V^  par  sa 

/* 
valeur  tirée  des  égalités  (3),  savoir  : 

si  Ton  pose,  pour  abréger, 

(6)  G,  =  ^-.4-%l^^S 

fJL  /A I      /* 

il  viendra 

c_L_r  V  —  fi-  V         -4-  fi-        V         -li  • 

par  hypothèse,  G^_,  est  une  fonction  entière;  donc,  à 
cause  de  la  précédente  égalité,  le  produit  G^V^^,  est 
pareillement  une  fonction  entière,  ce  qui  exige  que  G„  le 
soit  aussi,  puisque  V„^|  n'a  pas  de  facteurs  indépendants 
de  j.  La  formule  précédente  se  déduit  de  la  formule  (4) 
en  remplaçant  \i.  par  /Jt  4-  i ,  donc  notre  assertion  se  trouve 
justifiée.  En  même  temps>  on  voit  que  les  fonctions  G^, 
0},  • . , ,  seront  données  successivement  par  la  formule  (6), 
en  partant  des  valeurs  connues  de  Go  et  de  Gi. 
Le  polynôme  Vj  est  lié  aux  fonctions  V^  et  V^_,_i  par 

une  relation  analogue  à  la  formule  (4)*  On  a  effective- 
ment : 

H^_,  et  H      j  désignant  des  fonctions  entières.  Cette 
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foiimufe  se  dëdnit  de  la  fôrnmle  {4}  en^  changeant  dan» 
celles-ci  Vi  en  Vi  et  en  remplaçant  la  lettre  G  par  H; 
donc  le  raisonnement  cpii  a  servi  pour  établir  la  for- 
mule (4)  prouve  que  si  notre  nouvelle  assertion  s*ap- 
plique  à  une  valeur  de  (x,  elle  subsiste  pour  la  même  va- 
leur augmentée  de  i.  Le  même  raisonnement  montre 
encore  que  Ton  a 

(8)  H,=  -V^-^    "/   Y      • 

Or  la  formule  {7)  se  réduit  à  une  identité,  pour  jx  =  2,  si 
Ton  fait 

(9)  eo  =  o,     H.=:^; 

donc  elle  est  générale,  et  en  parlant  des  valeurs  (9)  de 
Ho  et  de  Ht,  la  formule  (8)  déterminera  tontes  les  fonc- 
tions entières  H„. 
V  En  retranchant  les  égalités  (6)  et  (8)  l'une  de  l'autre, 

après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  H^^j  et 
G„_,,  on  obtient 

u   p 

remplaçons  fx  successivement  par  2,  3,. .  •,  jx  et  multi- 
plions entre  elles  les  /x —  i  égalités  résultantes,  il  viendra 


ou,  à  cause  des  formules  (5)  et  (9),  i 

fio)  G  H        —H  G        =f~i1^ ^- — ^^^• 

fit  f* 

Enfin,  si  l'on  retranche  les  formules  (4)  et  (7)  Tune 
de  l'autrev  a^s  avoir  multiplié  la  première  par  H^^, 


SBCTIO»    I.  CHAPITHE    IV.  0»^ 

et  la  seconde  par  G^^i,  il  viendra 

et  ayant  égard  à  la  formule  (lo),  on  aura  simplement 

(n)      B,_.V.~G,_.V.  =  (-tr5.J...^V,^.; 
en  particulier  pour  fA  =  it  +  1 9  on  a 


•  •  • 


Les  formules  (4),  (7),  (i  1)  et  (i2)„  que  nous  venons  de 
tirer  des  égalités  (3),  fournissent:  immédiatemeuit  la  dé?" 
monstration  du  théorème  de  M..Lahatie. 

En  effet,  les  fonctions  -j-; t^~-  c'  tt —  n'ayant  au- 

d,d^...d^_^      d^_^ 

cun  diviseur  commun,  les  formules  (4)  et  (7}  montrent 

qtfe  les  valeurs   de  or  et   de  j^  qui    annulent   V^   et 

9 

•^ —  annulent  nécessairement  Vi  et  Vj  ;  donc^  en  prer 

mier  Heu,  toutes  les  solutions  des  divers  systèmes  (2) 
sont  des  solutions  des  équations  (i). 

En  second  lieu,  si  des  valeurs  simultanées  de  a:  et  de  ^ 
annulent  Vi  et  V^,  la  valeur  de  x  annulera,  d'après  la 

formule  (12),  l'une  au  moins  des  fonctions  -^ ,  —»•••>  -r* 
^      '  dx    d^  dn 

Si  la  première  de  ces  fonctions  s'annule,  les  valeurs,  de 
X  et  de  j^  que  nous  considérons  seront  des   solutions 

du  premier  système  (a);  supposons  généralement   que 

9 

r  soit  la.  première  fonction  qui  s'annule  ;  alors  la  for- 
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mule  (il)  montre  que  V  _^,  doit  s  annuler,  et  en  consé- 
quence les  valeurs  de  x  et  Aej  qui,  par  hypothèse,  satis- 
font aux  équations  (i),  satisferont  également  à  celui  des 
systèmes  (a)  qui  occupe  le  fx**"**  rang.  Donc  :  toutes  les 
solutions  des  équations  (i)  satisfont  à  Vun  au  moins 
des  systèmes  (2),  ce  qui  achève  la  démonstration  du 
théorème  énoncé. 

Remarque.  —  Le  théorème  de  M.  Labatie  donne  les 
diverses  solutions  des  équations  proposées,  avec  le  degré 
de  multiplicité  qui  leur  convient;  mais  cette  proposition 
nouvelle  ne  me  paraît  pas  avoir  une  importance  assez 
grande  pour  que  je  m'arrête  à  en  présenter  la  démonstra- 
tion. 

94.  Le  théorème  qui  précède  se  rapporte  exclusivement 
aux  solutions  finies  et  déterminées  des  équations  propo- 
sées. Pour  avoir  les  systèmes  de  solutions  déterminées 
dans  lesquelles  la  valeur  de  j^  est  infinie,  il  suffit  d'or- 
donner les  équations  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
santes dej^,  et  de  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  les  coefficients  du  premier  terme  de  l'une  et  de 
l'autre  équation.  On  égalera  ce  plus  grand  commun  divi- 
seur à  zéro,  et  les  racines  de  l'équation  obtenue  seront  les 
valeurs  cherchées  de  x. 

On  procédera  d'une  manière  semblable  pour  trouver 
les  solutions  dans  lesquelles  la  valeur  de  x  est  infinie. 

jipplicalion  de  Vélimination  à  la  transformation  des 

équations. 

95.  Le  problème  que  l'on  a  en  vue,  dans  la  trans- 
formation des  équations,  peut  être  énoncé  de  la  manière 
suivante  : 

Étant  donnée  une  équation  f{z)  =  o  du  degré  m, 
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dont  les  racines  sont  représentées  par  ^i ,  :z  j , . . . ,  z„^^  for- 
mer une  équation  F  (m)  =  o  dont  chaque  racine  u  5*ea?- 
prime  par  une  Jonction  rationnelle  donnée  <f  (-s^u  -^j  ,.•  •  j  ^a) 
de  ji  racines  de  la  proposée. 

Il  est  évident  que  la  solution  de  ce  problème  s'obtiendra 
en  éliminant  les  (x  quantités  Zj,  Zj, . . . ,  ^^  entre  les  (iz  -H  i 

équatioDs 

/(Z,)=0,      /(Z,)=:0,...,     /(2^)  =  0, 

En  traitant  la  question  à  ce  point  de  vue,  chacune  des 
racines  ^i,  ^3, , . . ,  z^  est  considérée  comme  ayant  m  va- 
leurs différentes,  et,  par  suite,  1/  doit  avoir  en  général 
m^  valeurs  distinctes  5  l'équation  finale  en  u  sera  donc 

du  degré  m^»  Il  en  résulte  que  si  Ton  s'impose  la  con- 
dition que  les  quantités  ^,,  z,, .  . . ,  ^     soient  distinctes, 

sauf  le  cas  où  la  proposée  aurait  des  racines  égales,  on 
obtiendra  une  transformée  qui  sera  compliquée  de  solu- 
tions étrangères  à  la  question.  On  peut  cependant,  dans 
chaque  cas,  diriger  le  calcul  de  l'élimination  de  manière 
à  éviter  ces  solutions  étrangères,  mais  le  plus  souvent  il 
est  préférable  de  résoudre  le  problème  de  la  transforma- 
tion par  une  autre  méthode  qui  sera  exposée  dans  la 
Section  IL  Nous  nous  bornerons  ici  à  présenter  deux 
exemples. 

• 

96.  Problème  I.  —  Étant  donnée  une  équation 
f(z)  z=zo  du  degré  m^  Jormer  une  équation  F  (//)  =  0 
dont  les  racines  soient  les  sommes  prises  deux  à  deux  des 
racines  de  la  première  équation. 

Désignons  par  z  et  par  z^  une  racine  quelconque  de 
l'équation /^( 2)  =  0.  D'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut. 
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Téquation  en  u  sera  le  résaltat  de  Véliminatîon  de  z  et  ^i 
entre 

ou  le  résultat  de  réiimi nation  de  z  entre  les  deux 

/(2)=rO,      /(a  — 2)  =  0. 

Maïs  ce  système  peut  lui-même  être  remplacé  par  le  sui- 
vant, 

f[z)  =  o,    /(jc  —  z)— /(z)  =  o, 

dans  lequel  la  deuxième  équation  a  pour  premier  membre 
le  produit  de  deux  fonctions  entières,  savoir  : 

/(«  -  z)  -f{z) 


et     u  —  2  a. 


u  —  2Z 


U  s'ensuit  que  Téquation  finale  en  i/,  relative  aux  deux 
équations  qui  précèdent,  sera  le  produit  des  deux  équa- 
tions finales  qui  se  rapportent  respectivement  aux  deux 
systèmes 

et 

(2)  /(z)  =  0,       u  —  23  =  0. 

L'équation  qui  résulte  de  Télimination  de  u  entre  les 
équations  de  ce  dernier  système  est 

et  elle  a  pour  racines  les  doubles.  ^  4-  2,  -^i  -+-  ^1, . . .  des 
racines  de  Téquatioa  proposée.  Comme  on  a 

M— 2Z  1.2  ^  '  1.2.  .  ./»  •^     ^  ' 

on  voit  que  Téquation  demandée  s'obtiendra  par  rëlîmt- 
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nation  de  u  entre  les  denx  équations 


(3)  /(.)  =  o,  /'{z)+  ii_2f/*(,)4..,.  +  (l^f)L./.(,)=o; 

k    »    J  t    »  ^  »     m     »  lift 

quant  au  degré  de  cette  équation,  on  voit  à  priori  qu'il 
doit  être  égal  au  nombre  des  combinaisons  de  m  choses 

deux  à  deux,  c'est-à-dire  égal  à  — '-• 

S'il  s'agit  de  l'équation  du  deuxième  degré 

/(z)  =  «»  -+-/WJ  H-  y  =  o, 

on  aura 

La  deuxième  des  équations  (3)  se  réduit  à 

tt  -f-  /?  =  o, 

et,  comme  elle  ne  renferme  pas  z,  elle  n'est  autre  que 
l'équation  demandée;  ce  résultat  est  évident. 

Dans  le  cas  du  troisième  degré,  la  méthode  générale 
est  susceptible  de*simplificàtion.  Car,  soit  Féquation 

/{z)  ==«*-!-  pz^  -ï-  çfz  -4-  r  =  o, 

et  désignons  par  z^  ^i,  z^Aes  trois  racines..  Si  l'on  fait 
z,  -f.  z,  =  M,  ou  aura  «  =  •—  u  —  />,  et,  par  suite, 

•    /(— a  — ;?)  =  o; 
cette  équation  est  précisément  la  transformée  demandée. 

97.  Problème  IL  —  Étant  donnée  une  équation 
f[z)  =  o  du  degré  m,  former  une  équation  F  (m)  ==0, 
dont  les  racines  soient  les  différences  deux  à  deux  des 
racines  de  la  proposée. 

Désignons  comme  précédemment  par  z  et  par  Zi  une 
racine  quelconque  de  réquationy*(z)  =  o;  l'équation  en  i4 
s'obtiendra  en  éliminant  z  et  Z|  entre 

/(«)==o,'    /(z,)=o,     «==«,  —  z, 
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ou,  en  éliminant  z  entre  les  deux 

/(«)  =  o,    /(w-4-z)=o. 

Ce  système' peut  être  remplacé  par  le  suivant  : 

/(2)  =  o,    /(a-i-2)— /(3)=o, 

lequel  se  décompose  en  deux  autres,  savoir  : 

(0  /(«)=<>,        -^ :^-i-^=:0, 

(2)  /(z)  =  o,     a  =  o. 

Les  systèmes  de  solutions  du  système  (2)  sont  formés 
d^une  quelconque  des  racines  z  de  la  proposée  et  d'une 
valeur  nulle  de  u\  quant  aux  équations  (i),  elles  peuvent 
être  écrites  sous  la  forme 


f{z)  =  o,  /'(z)  +  -fi-/"{*)+...+  _^ — -/"•W=o;    \ 
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elles  donneront  pour  équation  finale  la  transformée 
F  (m)  =  o  que  Ton  cherche,  et  celle-ci  n'aura  de  racines 
nulles  que  si  la  proposée  a  des  racines  égales. 

On  reconnaît  à  priori  que  le  degré  de  Téqualion  de- 
mandée est  égal  au  nombre  des  arrangements  de  m  choses 
deux  à  deux,  c'est-à-dire  égal  à  m\m —  i);  en  outre,  il 
est  évident  que  les  m  [m  —  1)  racines  de  cette  équation 
formeront  des  couples  tels  que  z  —  z^'=:Ui^Zi — z  = — «i 
de  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires,  en  sorte  que 

son  premier  membre  sera  le  produit  de  — ^ facteurs 

de  la  forme  m*  —  u\^  et  il  ne  renfermera  que  des  puis- 
sances paires  de  m.  L'équation  F  (w)  =  o  s'abaissera  donc 

au  degré  — ^ en  posant  ir  =  v^i  1  équation  en  v  est 

dite  Y  équation  aux  cannés  des-  différences  des  racines  de 
la  proposée. 


! 
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Exemple.  —  Appliquons  ce  qui  précède  k  Téquation 
du  troisième  degré 

(1)  8»  -*-  Pz'  4-  Qz  -H-  R  =  o. 

P 
Si  l'on  remplace  z  par  z  —  ô'  ®^  9^®  ^'^"^  P^*^  (^^  ^^) 

P»      ^  2P'      PQ      « 

cette  équation  se  réduira  à 

(2)  Z^  -hpz  -hq  =  0i 

Les  racines  de  I  équation  (2)  sont  égales  à  celles  de 
lequation  (i)  augmentées  d'une  même  quantité;  donc, 
poiu*  Tune  et  Tautre  équation,  l'équation  aux  différences 
est  la  même.  On  obtiendra  celle-ci  en  éliminant  z  entre 
l'équation  (2)  et  Téquation 

(3)  3s»  -♦-  3«z  -4-  (u^  -h/?)  =  o. 

Le  moyen  le  plus  simple  de  faire  cette  élimination  con- 
siste à  retrancher  les  équations  (2)  et  (3)  Tune  de  l'autre 
après  avoir  multiplié  la  première  par  3  et  la  seconde 
par  z^  ce  qui  donne 

(4)  3az»-H-  (a^  —  2>»)z  —  3^  =  0; 

à  tirer  des  équations  (3)  et  (4)  les  valeurs  de  ^  et  z^,  sa- 
voir : 

u^  -h pu  -h  3q  j u*  — pu^  -I-  gqu  —  2/?* 

^"~''  2(u^'hp)  ""  6 (a' 4-/?)  ' 

et  à  égaler  la  seconde  expression  au  carré  de  la  première. 
Posant  ensuite 


u^  =  v 


on  obtiendra  Téquation  aux  carrés  des  différences  deman- 
dée, qui  est 

P^  -4-  6pP^  —  3y5ïp  4-  (4;>3  4-  2  7  9»)  =  O. 

I.  i4 
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Remaique.  —  Soit  f(z)  une  fonction  entière  de  z,  à 

coefficients  réels  5  si  l'on  pose  z  =  x  -^y  ^ —  i  et  que  l'on 
fasse 

/(jr -f- j  V^^)  =  (p  (x,  j) -f- v^^  ^Kar,  j), 
(^  ei^  étant  des  fonctions  réelles,  on  aura  aussi 

Cela  étant,  si  Ton  considère  les  équations  simultanées 

et  que  l'on  élimine  successivement  entre  elles  les  incon- 
nues X  et  y  y  il  est  évident  que  l'équation  finale  enx  ne 
sera  autre  chose  que  l'équation  aux  demi-sommes  des  ra- 
cines de  la  proposée^  tandis  que  l'équation  finale  enj-  sera 

l'équation  aux  quotients  par  ^  ^ — i  des  difierences  des 
mêmes  racines*  Effectivement,  les  deux  équations  qui 
précèdent  équivalent  aux  deUx  suivantes  : 

qui  expriment  que  x-i-y^/ — i  et  x — j^v — 1  sont  des 
racines  def(z)  =  o. 

Sut  la  recherche  des  dîuiseurs  des  fonctions  entières 

d'une  variable. 

98.  Toute  fonction  entière  y («)  d'une  variable  z  est 
le  produit  de  facteurs  linéaires  de  la  forme  z  —  Zi'^  la  re- 
cherche de  ces  facteurs  linéaires  équivaut  à  la  résolution 
de  l'équation  f(z)s=  a^car  la  condition  pour  que  z  —  Zi 
soit  un  diviseur  de  f{z)  est  f{zi)  =  0.  Si  la  fonction 
f(z)  est  dû  degré  m,  elle  «émettra  évide«!ment  autant 
de  diviseurs  du  degré  [i  que  l'on  peut  former  de  combi- 
naisons aveeles  m  facteurs  linéaires  pris  [ikfÂ'^ce  nombre 
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de  combinaisons  est  égal  à 

m  {m  —  i),..(/w  —  fA-f-t) 


M=: 


1.2.  ..  p. 


Pour  trouver  les  diviseurs  dont  il  s'agit,  on  effectuera  la 
division  de  la  fonction^ (z)  par  un  polynôme  tp  (z)  du  de- 
gré /x,  dans  lequel  les  coefficients  soient  indéterminés, 
et  on  égalera  à  zéro  le  reste  du  degré  pt  —  i  que  Ton  aura 
obtenu^  on  formera  ainsi  p,  équations  qui  serviront  k 
déterminer  les  \l  coefficients  du  polynôme  y  (-s).  Si  l'on 
veut  avoir  Téquatîon  de  laquelle  dépend  l'un  de  ces  coef- 
ficients, il  faudra  procéder  à  ^élimination  de  tous  les 
autres,  et  l'on  trouvera  une  équation  finale  dont  le  degré 
devra  être  égal  à  M.  A  chacune  des  M  racines  de  cette 
équation  finale  correspondra  un  diviseur  de  degré  [l  du 
polynôme  y  (lî),  en  sorte  que  les  valeurs  des  coefficients 
éliminés  devront  être  déterminés  complètement  par  le 
moyen  des  équations  de  condition. 

Lorsqu'on  a/x=i  ou/!Ji  =  /7i  —  i,le  nombre  M  est  égal 
à  m*,  mais  dans  tout  autre  cas  on  a  M  ^  m,  en  sorte 
qu'en  général  la  recherche  des  diviseurs  d'un  degré  dif- 
férent de  I  ou  de  m  —  i  dépend  d'une  équation  dont 
le  degré  est  supérieur  à  celui  de  la  proposée.    - 

Au  lieu  de  procéder  comme  nous  venons  de  f  indiquer, 
on  peut  écrire  que  le  polynôme  donné y*(^)  est  le  produit 
de  deux  polynômes  ^{z)^  ^{^)  ^^^  .degrés  jx  et  m  —  ft 
respectivement,  et  dans  lesquels  tous  les  coefficients  soient 
indéterminés*,  on  formera  ainsi  m  équations  de  condi- 
tion entre  les  m  coefficients  indéterminés,  et  l'on  obtien- 
dra ensuite,  par  l'élimination,  l'équation  dé  laquelle  dé- 
pend l'un  des  coefficients  du  polynôme  cp  (^). 

Soit  le  diviseur 

«p (2)  =  z/*  -f-  aiZ^* ~  *  -f-  aL.,z^  -  ^  H-  .  .  .  4-  a^  _ ,  z  -f-  «^^^ 

14. 
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il  est  évident  que  —  a^  est  la  somme  de  /x  racines  de 
réquationy*(z)  =  o;  donc  Féquation  finale  de  laquelle 
dépend  —  olx  coïncidera  avec  Téquation  aux  sommes  des 
racines  de  y*(2)  =  o,  prises  [i  k  [i.  Ainsi,  en  particu- 
lier, pour  avoir  l'équation  aux  sommes  des  racines  deux 
à  deux  d'une  équation y*(z)  =  o,  il  suffira  d'exprimer  que 
z^ —  uz-hq  est  un  diviseur  de/'(z)]  on  trouvera  ainsi 
deux  équations  de  condition  entre  u  et  ^,  et  par  l'élimi- 
nation de  g  on  conclura  l'équation  demandée, 

99.  Bien  que  la  recherche  des  diviseurs  du  deuxième 
degré  d'un  polynôme /*(z)  dépende  toujours  d'une  équa- 
tion de  degré  supérieur  au  degré  de  f(z)y  il  existe  im 
cas  remarquable  dans  lequel  cette  équation  s'abaisse  et 
devient  ainsi  plus  facile  à  résoudre  que  l'équation 
y(z)  =  o.  Le  cas  dont  je  parle  est  celui  où  le  polynôme 
f{z)  est  du  quatrième  degré. 

Soii 

/(z)  =r  z*  -4-  P«»  -*-  Qz'  -I-  Rz  -f-  S, 

et  désignons  par 

z^  -h  pz  -\-  q 

un  diviseur  def(z).  La  quantité  p  dépendra  d'une  équa- 
tion du  sixième  degré,  mais  je  dis  que  si  Ton  fait  dispa- 
raître le  deuxième  terme  de  cette  équation,  le  quatrième 
et  le  si)(ième  disparaîtront  aussi,  en  sorte  que  Téquation 
transformée  ne  renfermera  que  des  puissances  paires  de 
la  nouvelle  inconnue  p'y  et  qu'elle  s'abaissera  au  troi- 
sième degré  en  posant  ^"  =  (^. 

En  effet,  désignons  par  Zi,  Zi,  z^,  z,,  les  quatre  racines 
de  réqaationy(z)  =  o.  Les  six  racines  de  l'équation  enp 
seront 

z, «„         z,  «3,         2, Z4, 

Zj Zj,         Z] ^4,         Z3  Z4, 
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et  leur  somme  Sera  égale  à  —  3  («i-*-«ï-I--2s-H'Z4)>  c'est- 
à-dire  égale  à  +  3P.  Pour  faire  disparaître  le  terme  du 
cinquième  degré  dans  l'équation  en  p^il  faut  donc  poser 


d'où 


P'  = 


;.=y  +  -P, 


2  a  ' 


Les  six  valeurs  de  p*  seront  donc 


I 
2 

I 

2 

I 
2 

I 

2 

I 
2 

I 
2 


—  aaH-«s-f-Z4), 


—  Zi-hZ2—  z,H-Z4), 


—  z. -f-  Z,-f-Z,—  «4), 


-h  Z,— *,  —  Zi-h  Zi), 


-h  z,—  z,-f-  «s—  24), 


-+-  Z,  H-Zj—  «8—  «4), 


et  Ton  voit  que  ces  valeurs  sont  égales  deux  à  deux  et  de 
signes  contraires,  comme  nous  l'avions  annoncé. 

Ce  qui  précède  conduit  à  une  conséquence  importante, 
ainsi  qu'on  le  verra  dans  la  suite  de  cet  Ouvrage. 


Sur  rabaissement  des  équations,  y 

100.  Une  équation/(z)  =  o  est  susceptible  d'abaisse- 
ment lorsqu'elle  ne  renferme  que  des  puissances  de  z 
dont  l'exposant  est  divisible  par  un  même  nombre  n\ 
effectivement,  si  le  degré  est  désigné  par  mn,  l'équation 
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9*abaissera  au  degré  m  en  posant  ^"  =  x  ^  110119  av^as  vu 
aussi  commeut  ou  peut  toujours  abaisser  le  degré  des 
équations  réciproques.  Enfin,  on  produira  l'abaissoni^ot 
d'une  équation  toutes  les  fois  que  Ton  parviendra,  par 
une  voie  quelconque,  à  décomppser  son  premier  membre 
en  <]eux  facteurs.  Cela  arrivera,  par  exemple,  si  Ton  sait 
que  Téquation  f{^z)=^o  a  des  racines  communes  avec 
une  autre  équation  F{z)  =  o,  à  moins  qu'elle  n'ait  toutes 
ses  racines  communes  avec  celle-ci. 

Nous  sommes  ici  conduit  à  présenter  une  définition 
qui  a  une  grande  importance  dans  l'Algèbre. 

Définition.  —  Une  fonction  entière/ [z)  est  dite  irré- 
ductible, lorsqu'elle  réadmet  aucun  dii^iseur  rationnel. 

Une  équation  est  dite  irréductible  quand  son  premier 
membre  est  une  fonction  irréductible. 

Mais  il  nous  reste  à  expliquer  ici  ce  que  nous  enten- 
dons par  div^iseur  rationnel,  et  en  général  par  quantité 
rationnelle. 

Si  les  coefficients  de  la  fonction  y  (-z)  sont  des  nombres 
rationnels,  un  diviseur  rationnel  est  simplement  celui 
dans  lequel  tous  les  coefficients  sont  des  nombres  ration- 
nels. 

Pour  embrasser  tous  les  cas,  supposons  que  les  coeffi- 
cients def(z)  soient  des  fonctions  rationnelles  de  quan- 
tités quelconques  y  qu'on  regarde  comme  connues^  nous 
nommerons  diviseur  rationnel  de  f{z)  tout  diviseur, 
fonction  entière  de  z,  dont  les  coefficients  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  des  qus^nlités  connues.  Généralement, 
toute  fonction  rationnelle  des  quantités  connues  sera 
dite  une  quantité  rationnelle.  Dans  le  cas  d'une  fonction 
dont  les  coefficients  demeurent  indét^erminés^  les  quan- 
tités connues  ne  sont  autre  çbose  que  les  coefficients 
eux-mêmes. 
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La  définition  qui  précède  s'étend  d'elle-même  à  une 
foDction  entière  de  plusieurs  variables. 

Diaut  remarquer  qu'une  fonction  entière  ou  une  équa- 
tion peut  être  réductible  ou  irréductible,  suivant  la  nature 
des  quanti  tés  regardées  comme  connues.  Par  exemple,  Té- 
qnation  z* —  a  =  oest  irréductible,  tant  qu'on  ne  regarde 
comme  quantités  connues  que  les  nombres  rationnels; 
mais  si  parmi  ces  quantités  on  fait  figurer  les  racines  car- 
rées des  nombres  rationnels,  l'équation  se  réduira,  car  son 
premier  membre  se  décomposera  dans  les  deux  facteurs 

z  —  ^2  et  Z-f-\^2. 

Théoeème.  —  Sif{z)  =  o  est  une  équation  irréduc- 
tible, F  (z)  une  fonction  rationnelle,  et  que  Inéquation 
F(z)  =  o  admette  une  racine  z^  def[z)  =  o,  elle  ad- 
mettra aussi  toutes  les  autres. 

Soit,  en  effet, 

f  €t  \|/  désignant  des  fonctions  entières;  la  racine  jSi  sera, 
par  hypothèse,  commune  aux  équations 

et  cela  exige  que  le  polynôme  cj>  (^)  soit  divisible  par^(z) , 
car  autrement  il  y  aurait  un  diviseur  commun  à  ces  poly- 
nômes, et  réquationjr(z)  =  o  ne  serait  pas  irréductible. 
Soit  donc 

on  aura 

et,  par  conséquent,  Téquation  F  (z)  =  o  admettra  toutes 
les  racines  dey(z)  =  o. 

1(M.  Il  est  quelquefois  possible  d'abaisser  une  équation 
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dont  deux  racines  son  t.  liées  entre  elles  par  une  relation 
donnée,  et  la  voie  de  Télimination  peut  être  employée  i 
cet  effet. 

Soit  effectivement 

(«)  /(»)  =  o 

une  équation  du  degré  m,  dont  z,  Zi , . . . ,  z^^i  désignent 
les  m  racines,  et  supposons  que  l'on  ait  entre  deux  de  ces 
racines  la  relation 

dans  laquelle  (f  désigne  une  fonction  entière.  On  pourra 
éliminer  Z|  entre  cette  équation  et  Téquation 

/{»,)  =  o, 

et  Fou  obtiendra  ainsi  Téquation  finale  en  z^ 

(2)  F(«)  =  o-. 

Si  réquation  proposée  est  irréductible,  la  fonction 
F  (z)  sera  divisible  par  f{z)  d'après  le  théorème  du 
n?  100,  et  réquation  précédente  ne  sera  d^ aucun  usage. 
Mais  si  l'équation  proposée  est  réductible,  il  pourra 
arriver  qu^e  quelques-unes,  des  racines  de  l'équation  (i) 
n'appartiennent  point  à  l'équation  (2);  dans  ce  cas,  les 
polynômes y*(z)  et  F  (z)  auront  un  plus  grand  commun 
diviseur  ^{z)  différent  de  y  (z),  et  l'on  pourra  en  con- 
séquence décomposer  la  fonction  f(z)  en  deux  facteurs 
l'un  et  l'autre  rationnels^  dans  le  sens  qui  a  été  indiqué 
au  numéro  précédent. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'équation 

ait  deux  racines  z  et  z^  dont  la  somme  soit  égale  à  une 
quantité  donnée  a.  On  cherchera  le  plus  grand  conmiun 
diviseur  ^{z)  des  polynômes /(z)  et  f(a  —  z),  et  on 
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décomposera  ainsi  f(z)  en  deux  facteurs.  S^il  n'y  a  que 
deux  racines  z  et  Zi  qui  soient  liées  par  la  relation 
z  H-  ^1  =  a,  le  polynôme  i^  (z)  sera  évidemment  du  se- 
cond degré;  il  sera  d'un  degré  supérieur  à  2,  s'il  existe 
plusieurs  couples  de  racines  telles,  que  la  somme  des 
racines  de  chaque  couple  soit  égale  à  a;  enfin  il  sera  du 
premier  degré,  si  l'équation  proposée  a  une  racine  égale 

à  -a,  et  qu'il  n'existe  point  de  couples  de  racines  dont  la 

somme  soit  égale  à  a.  Le  plus  grand  commun  diviseur 
entrey*(^)  elj(a  —  z)  peut  être  égal  à  l'un  ou  à  l'autre 
de  ces  polynômes,  et  cela  arrivera  nécessairement  si  la 
fonction  J^lz)  est  irréductible;  dans  ce  cas,  l'équation 
proposée  ne  change  pas  quand  on  change  ^  en  a — ^,  et  je 
dis  qu'elle  est  susceptible  d'abaissement.  En  effet,  posons 


a 

z  =  —  H-  M 
2 


et 


/W=/(J-^«)  =  F(«); 


on  aura 


donc  l'équation  transformée 

¥(a)  =  o 

ne  changera  pas  par  le  changement  de  z<  en  —  u.  Si  l'on 
supprime  les  racines  nulles  que  cette  équation  peut  avoir, 
elle  ne  renfermera  plus  que  des  puissances  paires  de  u  et 
on  l'abaissera  en  posant  u*  =  v^. 

Le  cas  d'une  équation  y*( -2 )  =  o  dont  deux  racines  sont 
liées  par  la  relation  zZi=:  a  donne  lieu  à  une  discus- 
sion toute  semblable. 

Il  ne   sera   pas  inutile    de    présenter    en   terminant 
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l'exemple  d'une  ëquatioo  irréductible  dont  deux  racines 
soient  liées  entre  elles  par  nne  relation  simple.  L'équa- 
tion 

/"(z)  =  z'  -I- a' ^r-  a  z  —  I  =  o, 

qui  a  pour  racines  les  doubles  des  cosinus  des  arcs  — i 

/      /? 

—y  — j  est  dans  ce  cas  ^  r,  Zi  et  z^  désignant  les  trois 
7  ^  7 
racines,  on  a 


I  -f-  Z  \  z  / 


et  si  Ton  forme  les  expressions  de  f[zi)^  f{^*))  ^^ 
trouvera 

Nous  nous  sommes  borné  au  cas  où  Ton  a  une  relation 
entre  deux  racines  de  l'équation  proposée.  Si  Ton  avait, 
entre  [i  racines,  /x  étant  ^  2,  la  relation 

(p(z,  z,,  z,, .  . .  ,  z^_,)  =0, 

on  pourrait  éliminer  ^  —  i  racines  en  faisant  intervenir 
Il  —  I  des  (JL  équations 

et  il  en  résulterait  diverses  équations  finales  qui  auraient 
nécessairement  des  racines  communes  avec  la  proposée. 
Mais,  comme  dans  le  cas  particulier  que  nous  avons  exa- 
miné précédemment,  ces  équations  ne  seront  d'aucun 
usage  si  l'équation  proposée  est  irréductible. 
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CHAPITRE  V. 

PROPRIÉTÉS  DES  RACINES  DE  L'DNITÉ. 


Propriétés  des  racines  de  Véquation  binôme  z'"=:  i. 
Des  racines  primitiveSi  ef  de  leur  nombre. 

102.  Nous  compléterons  la  théorie  générale  contenue 
dans  les  deux  Chapitres  précédents,  en  exposant  ici  les 
propriétés  des  racines  de  l'unité  dont  nous  ferons  un 
fréquent  usage  dans  la  suite  de  cet  Ouvrage. 

Théorème  I.  —  Les  racines  communes  à  deux  équa- 
tions binômes^  telles  que 

iont  également  racines  de  Véquation 

oà  6  désigne  le  plus  grand  commun  dii^iseur  des  noni" 
hres  m  et  n. 

Supposons,  en  effet,  que  Ton  ait  à  la  fois 

0^=1      et     a"=ri; 

I 

«oit  m^n^  et  désignons  par  q  le  quotient,  par  r  le 
reste  de  la  division  de  m  par  n,  en  sorte  que  m  =  n^  +  rj 
on  aura 

Mais,  à  cause  de  a"  =  i ,  on  a  aussi  a"^  =  i  \  donc 

D'où  l'on  conclut  que  si  r,  r'^'r"^. . .,  9  sont  les  restes 
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auxquels  conduit  la  recherche  du  plus  grand  commun 
diviseur  des  entiers  m  et  7t,  on  aura 


afzzzty   a*^  =!,...,   a^  =  I, 


et,  par  conséquent,  toute  racine  commune,  «,  aux  deux 
équations  proposées,  est  aussi  racine  de 


z'=i. 


Il  est  évident  d^ailleurs  que,  réciproquement,  les  racines 
de  cette  dernière  équation  appartiennent  aux  deux  équa- 
tions proposées. 

On  peut  aussi  démontrer  le  précédent  théorème  en  dé- 
terminant le  plus  grand  commun  diviseur  des  binômes 
z'" —  I ,  z" —  I  (n°  47)  ;  on  reconnaît  immédiatement  que 

ce  plus  grand  commun  diviseur  est  z  —  i . 

Il  résulte  de  là  que  si  m  et  n  sont  premiers  entre  eux, 
les  deux  équations 

n'ont  d'autre  racine  commune  que  l'unité,  et  que,  si  m 
est  un  nombre  premier,  l'équation 


z'^=  I 


n'a  de  racine  commune  autre  que  Tunité,  avec  aucune 
équation  de  même  forme  et  de  degré  moindre. 

Théorème  II.  —  Si  a  désigne  une  racine  quelconque 
de  V équation  binôme 

toute  puissance  de  a  sera  aussi  racine  de  la  même  équa- 
tion. 

L'équation 
entraine,  en  effet, 

a'"*=:i,      on      (a*)'"nri, 
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et,  par  conséquent,  tous  les  termes  de  la  série 


a,  a',   a^, .  .  . 


sont  racines  de  l'équation  proposée. 
A  cause  de  a"*=  i,  on  a  aussi 

d'où  il  suit  que  la  série  précédente  contient  au  plus^ 
comme  cela  doit  être,  m  quantités  distinctes,  savoir  : 

a,   a%   a',..    ,   a"^*,  a"  ou    l. 

Lorsque  m  est  un  nombre  premier  et  que  a  n'est  pas  égal 
à  Tunité,  les  m  termes  de  la  série  précédente  sont  diffé- 
rents^ car  si  l'on  avait,  par  exemple, 


t'H-i»'  —  ttn' 


n!  et  n  -f-  rk'  étant  inférieurs  à  m,  on  aurait,  en  divisant 

par  a"'. 


i: 


ce  qui  ne  peut  être,  puisque  l'équation  2'"=  1  n'a  aucune 
racine  commune  autre  que  Tunité  avec  2"  =  i .  Il  en  ré- 
sulte cette  proposition  : 

Théorème  III.   —  Si  m  est  un  nombre  premier,  et 
(jue  a,  soit  une  racine  quelconque  de  Inéquation 


.m 


autre  que  l'unité,  les  m  racines  de  oçtte  équation  seront 
représentées  par 


a,   a%   a*, .  .  . ,   a"^',   a". 


Cette  proposition  n'a  plus  lieu  quand  m  est  un  nombre 
composé,  et  qu'on  prend  pour  a  une  racine  quelconque  de 

mais  elle  aura  lieu  évidemment,  d'après  ce  qui  précède, 
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si  Ton  prend  pour  a  une  racine  qui  n'appartienne  en 
même  temps  à  aucune  équation  z"=i  de  degré  n  infé- 
rieur à  m. 

Cela  posé,  nous  appellerons  racines  primittVes  de  Té- 
quation  binôme 


*"•=  I 


zP^=i 


doit  appartenir  à  une  équation  telle  que 


."=1, 


où  0  désigne  un  diviseur  de  p^  :  mais  tout  diviseur  de  p^^ 
autre  que  p'*  lui-même,  doit  diviser  ^^""'^  donc  les  Tit^ 


celles  des  racines  de  cette  équation  qui  n'appartiennent 
à  aucune  équation  de  degré  moindre  et  de  même  forme, 
telle  que 

Si  m  est  premier,  toute  racine  de  ^'"=1,  autre  que  i, 
est  une  racine  primitive;  et^  dans  tous  les  cas,  chaque 
racine  primitive  jouit  de  la  propriété  de  pouvoir  donner 
toutes  les  racines  par  ses  diverses  puissances. 

i03.  Nous  allons  démontrer  actuellement  qu'il  existe 
des  racines  primitives  pour  toute  équation  binôme,  de 
degré  non  premier,  et  nous  déterminerons  en  même 
temps  le  nombre  de  ces  racines. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  le  degré  de  l'équation 

binôme 

a"=  I 

est  une  puissance  d'un  nombre  premier  p,  et  soit 

m  z=:pt*-\ 

toute  racine  non  primitive  de  1  équation 


SBGTIOir    I.  -^    GHÀPITIIB    V.  SsS 

cines  de  l'équation  précédente,  et,  par  suite,  toutes  les 
racines  non  prinùtwes  de  la  proposée,  doivent  appartenir 
â  Téquation 

D'ailleurs  toutes  les  racines  de  cette  dernière  appartien- 
nent évidemment  à  la  proposée^  le  nombre  des  racines 

non  primitives  de  celle-ci  est  donc^y^"',  et,  par  consé- 
quent, celui  des  racines  primitives  est 

pi*^  _  pt^~^ ,  ou  p^ii  —  -  j  >  ou  mil 

Nous  allons  faire  connaître  la  manière  dont  sont  for- 
mées les  racines  primitives  de  F  équation 

(l)  ZP^=U 

Soient  Si  une  racine  quelconque  de  Téqualion 

6]  une  racine  quelconque  de 

S,  une  racine  quelconque  de 

zP  =  ^^^ 

et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  une  dernière 
écpiation 

dont  nous  désignerons  par  S  une  racine  quelconque.  Si 
Ton  fait 

(2)  a  =  6.6,... 6^^^  6^, 

cette  expression  de  «  aura  p^  valeurs,  puisque  6j  a  ;9  va^ 
leurs,  qu'à  chacune  d'elles  çorre^Kmdent  p  valeurs  de 
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6a,  etc.,  et  elle  donnera  précisément  les  p^  racines  de 
Téquation  (i), 

On  voit  d'abord  que  les  valeurs  de  a  satisfont  à  1  équa- 
tion (i),  car  on  a 


et  par  suite, 


aP^  =  i. 


Il  suffit  donc  de  démontrer  que  les  p^  valeurs  de  a  sont 
distinctes.  Supposons  que  deux  de  ces  valeurs  soient 
égales  entre  elles,  que  Ton  ait,  par  exemple, 

(3)  ^i6363...6^j€^  =  6',6',6'3.  ..6'^_j6'^;  ^ 

en  élevant  cette  égalité  à  la  puissance  p^  et  se  rappelant 
que 


(4) 


6^  =  1,    6'/  =  6'„...,   6;f  =  e;l., 


on  aura 

(5)  ê, 6,63 .  . .  6^_,  =  6',  g'j  €'3 . . .  6^__, . 

Des  égalités  (3)  et  (5)  on  tire 

/• 

en  opérant  sur  l'égalité  (5)  comme  nous  venons  de  faire 
sur/Tégalité  (3),  on  o})tiendra 

et,  en  continuant  ainsi,  on  arrivera  à  cette  conséquence: 
que  l'égalité  (3)  ne  peut  exister  à  moins  que  les  quantités 
6, ,  6s , . . . ,  6    ne  soient  respectivement  égales  aux  quan- 
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tilés  6', ,^', , . . . ,  6'  .  D'où  il  suit  que  la  formule  (2)  don- 
nera effectivement  toutes  les  racines  de  l'équation  (i). 
Cherchons  maintenant  quelles  sont  celles  de  ces  ra- 
cines qui  sont  primitives.  Comme  nous  l'avons  déjà  re- 
marqué, les  racines  non  primitives  de  Téqualion  (1)  sont 
celles  qui  satisfont  à  l'équation 

3^'^       =  I  . 

Supposons  donc  que  l'on  ait 

en  supprimant  les  facteurs  égaux  à  T unité,  cette  équation 
se  réduit  à 

(6)  6'"-'  =  ,. 


/* 


Mais  des  égalités  (4)  on  déduit 

«/*—'  «M"*2  «At— 3 

par  suite,  l'équation  (6)  exige  que 

6|=ri. 

Par  où  l'on  voit  que  la  valeur  de  a  donnée  par  la  for- 
mule (a)  sera  une  racine  primitive  ou  non  primitive  de 
l'équation  (i),  suivant  que  61  sera  différent  de  i  ou  égal 
à  I.. 

De  ce  qui  précède  on  peut  conclure  la  proposition  sui- 
vante : 

Théorème  IV.  —  La  résolution  de  l' équation  binôme 
2"  =  I,  dont  le  degré  m  est  une  puissance  fi  d^ un  nom- 
bre premier  p,  se  ramène  à  déterminer  une  racine  61 
autre  que  P  unité  de  Inéquation  jg^rsi,  une  racine  Sf 
quelconque  de  V équation  z^  =  Si,  puis  une  racine  quel- 
conque es  de  z^  :=  6iy  etc, 

I.  i5 
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€ar  on  aura,  par  ce  moyen,  une  racine  primitive  de 
Féquation  proposée^  laquelle  donnera  toutes  leB  autres 
par  «es  diverses  puissances. 

i04.  Considérons  maintenant  le  cas  général  où  le 
degré  m  de  l'équation  binôme 

(l)  z"=:l 

est  un  nombre  composé  quelconque;  décomposons  ce 
nombre  en  ses  facteurs  premiers,  et  soit 

p,  ç,  • . . ,  f*  désignant  des  noïnbres  premiers  quelconques 
inégaux. 

Écrivons  les  équations 

(2)  <s^'*  =  i,     z«*=i,...,     a»"  =1; 

désignons  par  S  une  racine  quelconque  de  la  première, 
par  y  une  racine  quelconque  de  la  seconde,  etc.,  par  â 
une  racine  quelconque  de  la  dernière,  et  posons 

(3)  a  =  67.  .  .^. 

Ceite  expressicm  de  a  a  m  valeurs,  puisque  S,  y, . .  . ,  d  ont 

tespeclÂTemettt  /i^,  ^''^ . . . ,  ^^  valeurs;  je  dis  que  ce  sont 
pfëcisémeni  Itss  m  racines  de  Téquaiion  (i). 

Il  est  d'abord  évident  que  la  précédente  valeur  de  a 
satîsfeii  À  réqttalioB  (i)^  car  on  a 

et,  par  suite, 

d'où 

Il  reste  à  prouver  que  les  m  valeurs  de  «  sont  différênta. 


i 
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Suf^sons  que  deux  de  ces  voleur^  soient  égales,  que  Ton 
ait,  par  exemple, 

comme  les  quantités  6',  y', .  •  -  ^  ^'  ^^  ^^^^  P^^  tputes  égales 
respectiYement  à  &',  /'j  •  •  •  ?  5"»  admettons  que  6'  diff&re 

de  6'',  et  élevons  l'égalité  précédente  à  la  puissance  q^,,.  r^, 
ouaurit 

et,  en  supprimant  les  facteurs  égaux  a  i , 

nuiis  6'  et  &'  étaut  deux  racines  distinctes  de  Féquation 
z'i^z^j^  ^Ues  peuvent  s'exprimer  par  deux  puissances 
d^uoe  même  racine  primitive  S  ;  posons  donc 

n'el  n  étant  <[  p^.  Alors  la  dernière  égalité  deviendra 
ou,  simplement, 

§«/•••»•;=  i; 

d'où  il  suit  que  6  est  une  racine  commune  aux  deux 
équations 

et  qu'elle  ^tisfait,  en  conséquence,  à  l'équation 

d  désignant  le  plus  grand  commun  diviseur  à  p"^  et 
n(i\..r^.  Mais  ce  plus  grand  commun  diviseur  0  est,  au 

plus,  égal  à  »,  et,  par  suite,  il  est  inférieur  à  p'*;  donc  6 
ne  serait  pas,  comme  nous  l'avons  supposé,  une  racine 

primitive  de  z^^  3=  i . 

i5. 
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On  voit  par  là  que  la  formule  (3)  donnera  bien  les  m 
racines  de  Féquation  (i). 

Cela  posé,  je  dis  que  si  6,  7v*'?  ^  désignent  des 
racines  primitives  de  celles  des  équations  (2)  auxquelles 
elles  appartiennent  respectivement,  la  valeur  de  a  donnée 
par  la  formule  (3)  sera  une  racine  primitive  de  l'équa- 
tion (i). 

Si,  en  effet,  le  contraire  a  lieu,  a  satisfera  à  une  équa- 
tion 


z«  =  ., 


dont  le  degré  9  sera  un  diviseur  de  m,  et  il  y  aura  au  moins 
un  facteur  premier,  parmi  ceux  de  m,  qui  entrera  dans  6 
un  moins  grand  nombre  de  fois  que  dans  m  :  supposons 
que  le  facteur  premier  p  soit  dans  ce  cas,  d  divisera 
p'*"*^". .  .r^,  et,  par  suite,  a  sera  racine  de  l'équation 

on  aura  donc 

Mais 

79'==!...,     ^'•^=1, 


donc 


t>       o  •  •  •  r    —— 


d'où  il  suit  que  6  est  racine  de  l'équation  (4)  5  or  elle  Test 
aussi  de  la  première  des  équations  (a)-,  d'ailleurs,  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  les  degrés  de  ces  deux  équa- 
tions est  p'*""^  donc  6  est  racine  de  l'équation 


zP^     =  I  ; 


mais  cela  est  contre  l'hypothèse,  puisque  6  représente  une 
racine  primitive  de  la  première  des  équations  (2). 

Il  résulte  de  là  que  si  Ton  ne  prend  pour  6,  7. . .,  ^ 
que  des  racines  primitives  de  la  première,  de  la  se- 
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conde,  etc.,  de  la  dernière  des  équalions  (2),  la  for- 
mule (3)  ne  donnera  que  des  racines  primitives  pour 
Téquation  (i).  Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  si  6,  ou 
y,.*  •)  ou  S  n'est  pas  une  racine  primitive  de  celle  dçs 
équations  (2)  à  laquelle  elle  appartient,  la  valeur  de  a 
donnée  par  la  formule  (3)  ne  sera  pas  non  plus  une  ra- 
cine primitive  de  l'équation  (1).  Supposons,  en  effet, 

que  S  ne  soit  pas  une  racine  primitive  de  ^'^  =  i^  on 
aura  alors 

et,  par  suite, 

ce  qui  montre  que  a  ou  ëy. .  ,$  satisfait  à  une  équation 
binôme  de  degré  inférieur  à  m. 

On  peut  conclure  de  ce  qui  précède  le  nombre  des  ra- 
cines primitives  de  Téquation  (i).  En  effet,  le  nombre  des 
racines  primitives  S  est,  comme  on  Fa  vu  précédemment, 

p^li )  ;  celui  des  racines  primitives  y  est  de  même 

q*  (  I j  ;  etc.;  donc  le  nombre  des  racines  primitives 

a  de  Péquation  (i)  est 


fr-^-rH— -){'--. 


H)' 


OU 

m 


{-?)H)-i'-'^- 


On  peut  aussi  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  V.  —  La  résolution  de  r équation  binôme 
«"=1^  ou  m  est  un  nombre  composé  quelconque,  se 
ramène  à  la  résolution  des  équations  de  même  forme ^ 
et  qui  ont  respectivement  pour  degrés  les  nombres  pre- 
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miers  ou  puissances  de  nombres  premiers  qui  diviseni  le 
nombre  m. 

105.  L'expression  du  nombre  des  racines  primitives  de 
Fëquation  <«"'=  i ,  que  nous  avons  obtenue,  est  précisément 
celle  du  nombre  (p  (m)  qui  indique  combien  il  y  a  de  nom- 
bres premiers  à  m  et  non  supérieurs  à  m.  Au  reste,  quand 
on  admet  Texistence  d'une  racine  primitive  a,  il  est  facile 
d'établir  que  le  nombre  total  de  ces  radn^s  est  f  (m). 

Soit  e  un  entier  inférieur  à  m\  si  e  est  premier  à  m, 
a*  sera  racine  primitive  de  ^'"rïs  i ^  en  effet,  si  le  contraire 
avait  lieu,  on  aurait 

{<x')*=l,      ou      a"'=:i, 

n  étant  <[  m,  ce  qui  exige  que  —  soit  entier,  puisque  a  est 

racine  primitive  ;  cette  conséquence  est  inadmissible,  car 
e  est  premier  à  m,  et  ri  est  inférieur  au  même  nombre. 

Si  e  et  m  ont  tfn  diviseiir  commun  0,  *—■  sera  un  miil- 

tîple  de  m,  et  l'on  aura 

m 


(«•)"  =  !; 


m 

1 


donc  a'  sera  racine  de  l'équation  jz  °^  =:  i ,  et ,  par  suite,  elle 
n'est  pas  racine  primitive  de  la  proposée. 

106.  Soient  a^  6,  7, ... ,  co  les  m  racines  de  l'équation 


Z"*z=zl. 


Si  r  désigne  une  racine  primitive  de  la  même  équation, 
les  mêmes  racines  pourront  être  représentées  par 

r,   r%   /%...,   r"*"',   r"*  ou    i; 
on  ^ura  donc,  on  représentant  par  /u^  un  iKMnlu'e  positif 
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quelconque, 


I 


—  r/* 


Le  second  membre  de  cette  formule  est  nul  si  /x  n'est 
pas  divisible  par  m*,  on  a  donc,  dans  cette  hypothèse, 

si  au  contraire  (i  est  divisible  par  m,  chacune  des  puis- 
sances a'*,  6^, . . . ,  ûi)^  est  égale  à  "k ,  et,  par  suite, 

Ainsi,  on  aura  en  particulier 

a-f-€H-'y-|- H-w  =  0 

a'-h  ê'-h  7'-}- -+■  w*=  O 


a*-»  -h  €•»-*  -h  Y"^'  -h -h  fi»"^»  =  o 

€"•-<-  v" -4- -f-  w"*=:  m. 


Rappelons  enfin  que  les  racines  dç  Péquation  js^=  i 
peuvent  être  exprimées  par  le  moyen  des  fonctions  cir- 
culaires. Effectivement,  si  Ton  désigne  par  27r  la  circon- 
férence dont  le  rayon  est  i ,  et  que  Ton  fasse 

*         m 

les  m  racines  de  Téquation  proposée  seront  données  par 
la  formule 

z  =  cospif  +  /sin  p^, 

« 

où  il  suffira  d^attribuer  à  jul  w  valeurs  entières  consé- 
cutives. 
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107i  L^équation  binôme  plus  générale 

se  ramènera  à  la  forme 
si  Ton  pose 

m/— 

")/a  désignant  Tune  quelconque  des  quantités  qui  ont  a 
pour  puissance  m**"**. 

On  peut  démontrer,  a  Tégard  de  ces  extractions  de 
racines  m***"",  un  théorème  tout  semblable  à  celui  qui 
concerne  les  racines  m'^"*"  de  l'unité,  lorsque  m  est  un 
nombre  composé. 

Supposons  d'abord  que  m  soit  le  produit  de  deux  nom- 
bres premiers  entre  eux  p  et  q  :  on  aura 

or  on  peut  toujours  trouver  deux  entiers  Ç  et  u  (n**  13) 
tels,  que  Ton  ait 

puisque  p  et  q  sont  premiers  entre  eux  :  on  aura  donc 


Ainsi  l'extraction  d'une  racine  de  degré  pq  se  ramène 
toujours,  lorsque  p  et  q  sont  premiers  entre  eux,  à  l'ex- 
traction de  deux  racines,  Tune  du  degré  p,  l'autre  du 
degré  q. 

On  a,  par  exemple,  quel  que  soit  a, 

Et,  en  général,  si 

m  zrz  p  .q ,  .  ,  r, 
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p,g^,..yr  désignant  des  nombres  quelconques  premiers 
entre  eux,  deux  à  deux,  on  pourra  écrire 

formule  dans  laquelle  ^,  u,...,  ai)  sont  des  nombres  entiers 
positifs  ou  négatifs. 

Application  de  la  méthode  d  *  abaissement  des  équations 
réciproques  à  Inéquation  binôme. 

108.  Soit  r équation 

(i)  z"»  —  I  =  o  ; 

si  m  est  un  nombre  impair  a|x  +*  i?  et  que  Ton  divise 
l'équation  (i)  par  z^ —  i,  il  viendra 

(2)  «^/*  -f-  z^^~'  -f-...-^2*-f-^-f-I=o; 

on  pourra  transformer  cette  équation  (2)  (n°61)   éh 

une  autre  du  degré  fx,  en  la  divisant  par  2^,  et  en  posant 

ensuite 

r 

z 


»  H--  =  «; 


Téquation  (2),  divisée  par  z^,  devient 

V^  -f-  V^  _,  -f- .  .  .  H-  Va  -H  V,  -h  I  =  O , 

en  faisant,  comme  au  n^  61 , 


\„  =  z-^li 


z» 


nous  représenterons  par  U   son  premier  membre,  en  sorte 
que  l'on  aura 

(3)        u^=:V^-^-v^_,-f-...-f-v,-^v.■4-I. 

Lorsque  le  d^ré  m  est  un  nombre  pair  2/»,  l'équa- 
^on  (i)  se  décompose  dans  les  deux  suivantes  : 

z^  —  1=0,      z»  -h  I  =:  o  ; 
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la  seoonde  se  ramène  k  la  première  en  changeant  z  en 
—  z,  lorsque  n  eu  impair;  mais  si  n  est  un  nombre  pair 
a/x,  on  pourra  lui  donner  la  forme 


z'*  H =  o, 


et,  en  posant  z  -i —  =  x,  elle  deviendra  V    =  o. 

Ainsi  Téquation  (i)  peut  toujours  se  ramener  à  des 
équations  telles  que 

(4)  Vu=:0,       U^-:0, 

doiu  les  premiers  membres  sont  des  fonctions  entières  de  x 
du  degré  fi. 

Chacune  de  ces  équations  a  ses  iâ  racines  réelles.  En 
effet,  les  modules  des  racines  des  équations 

2'/*-hl=:0, -=0 


sont  égaux  à  l'unité;  soit  donc  cos^  +  îsincp  Texpression 
générale  des  racines  de  Tune  de  ces  équations,  les  racines    | 
de  Téquation  (4)  correspondante  seront 

(cosç  -4-  /sin^)  -h  (cosy  H-  /siny)~'  =  20057. 

On  a  vu  au  n°  61  que  les  trois  fonctions  V„,  V„_,,  V„_,     | 
«ont  liées  par  la  relation 

qui  peut  servir  à  former  successivement  les  polynômes 
Vf,  Vj, . .  . ,  en  partant  des  valeurs 

(6)  Vo  =  2,       V.=:^. 

Il  existe  une  relation  pareille  entre  les  trois  fonctions  U„, 
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U„_,,  U„.,  ;  en  effet,  si  Ton  ajoute  les  égalités 
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V,      =:rV.       —  Vo, 

il  viendra,  en  ayant  égard  aux  formules  (6), 

(7)  U,=:j:U„^,~U„_,, 

et  cette  formule  permettra  de  calculer  successivement  les 
polynômes  Ui,  Us,-  •  •  »  en  partant  des  valeurs 

(8)  U.=  i,     U.=x-+-i. 

109,  Si  Von  pose 

(i)  2=r  cosç -h  isincp, 

on  aura 

(2]  .r=  z  H =:2C0Sç, 

^    '  z 

(3)  V„  1=  2"  -I-  -  =  2cos/î(p  ; 

2 

changeons  9  en  Çi,  et  désignons  par  x^^\  V„*  ce  que 
deviennent  alors  x  et  V»,  on  aura 

^tC»)      ^r       sin«i i    sm/fi i 

Vi,^— V„  2  2 


sm sin-i - 

A  2 

Si  Ton  fait  tendre  f  1  vers  f ,  le  second  membre  de  cette 

formule  tendra  vers  la  limite  n  —, — -x  d'ailleurs  x^^^  —  x 

sm(p 

tendant  vers  zéro,  le  premier  membre  a  pour  limite  la 

dérivée  V'„  du  polynôme  V„  5  on  a  donc 

(4)  v:=«^, 
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ou 

I 

\'  =  n 

z 

z 

Si  l'on  désigne  de  même  par  V„  ^  ce  que  devient  \'„ 
quand  on  change  (p  en  ^i,  on  aura 

sin/îfi      sin/19 

V„^^  —  V„ n  sin^i  smç 

a:(0  —  a?         2siDf ,  sincp    cos^i  —  cos^    ' 

le  second   membre  de    cette  formule   est  égal  à  l'ex- 
pression 

sin  (n  H-  i)  -^ 1  sm  (n  —  1) 


sin  î sm 


sm  (n  —  i)  ? i  sm  (/i  H-  i  ) 

— 5 


Sin  i L  sm  -ï^ 1 


multipliée   par  -j—, ; — 1    et  quand  cpi   tend  vers  la 

limite  cp,  il  tend  vers  la  limite 

n[n  H-i)sin  («  — i)ç  —  n  {n  —  i)  sin  (/i  -4-i)f 


4sin^({> 

ou 

n  cosf   sin/??  n^ 


|3  <n       cin  <n  *>  ein3 


cos  /t  f  ; 


2  sm'f    sm?         2Sin'f 

si  donc  on  désigne  par  V*  la  deuxième  dérivée  du  poly- 
nôme y„,  on  aura 

/rx  x,tf       ^  cos»  sin/i?  /i' 

^    ^  "2  sm'(p   sm?        2sm'? 
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Si  Ton  remplace,  dans  cette  formule  (5),  cosn<f  et  — : — - 
par  les  valeurs  tirées  des  formules  (3)  et  (4)9  qu^on  mette 
ensuite  -  au  lieu  de  cosq>,  il  viendra 

(6)  (*^-4)v:^xV;-/i»V„^o; 

cette  équation  remarquable  permet  de  former  facilement 
l'expression  générale  du  polynôme  V„. 

Effectivement,  on  reconnaît  immédiatement  par  les 
formules  (5)  et  (6)  du  n®  108  que  V„  est  un  polynôme  du 
degré  n  dont  le  premier  terme  a  pour  coefficient  l'unité, 
et  qui  ne  renferme  que  des  puissances  de  x  dont  les  expo- 
sants sont  pairs  ou  impairs,  suivant  que  n  est  pair  ou 
impair.  On  peut  donc  poser  » 

le  premier  coefficient  Ao  étant  égal  à  i , 
On  tire  de  là 

Y^=nA,x^'  4-...-+-  (n  —  2p)  A^j?»-^/^'  -h..., 
V' =  «  (rt  —  I  )  Aox'^^-f- . . .  4- («  —  2/>-l-2)  (/î— 2/?-4- r)  A^,  jc^-v 
-h  {/î  —  2/?)  (/?  —  2p  —  1)  Ap^»-V-^  -h  .  .  . , 

et,  en  substituant  dans  Féquation  (6)  les  valeurs  de  ¥„, 
V'„  et  V^,  le  coefficient  de  x""*''  sera 

(/l— 2/?)(/î  —  2p  —  l)     Ap  —  ^{n  —  !ip-h  2){«— 2/?-}-l)Aj»_, 
-f-(«--2/?) 
— -/l' 
OU 


—  4/? (/i  —  /?)  Ap  —  4  ("  —  2/?  -f-  2)  (/i  —  2/?  -f-  1)  A^,  ; 
mais  ce  coefficient  doit  être  nul,  on  a  donc 

(n  —  2/?-f-2)(«  —  2/>-|-l) 

Cette  relation  conduit  aisément  à  l'expression  générale 


il) 
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'  de^A^  \  car,  le  coefficient  Ao  de  oc^  étant  égal  à  i ,  on  a 

[n  —  2/?  -h  2)(/i  —  ip-hi) 


A^  = 


'  »    ■   »     I 


p(n—p) 

(rt  —  2/?  -f-  4)(/«  —  2;>  -h  3) 


A. 


■i> 


A_,  =  — 


(^p^i)(n-^p^i) 


A»_.a, 


As J—  7-;;  Al, 


A,:==~ 


2.(ll—  2) 


En  multipliant  toutes  ces  égalités  et  supprimant  les  fac- 
teurs communs,  il  vient 


A,  =  (-!)' 


n(n — p — i)  (n—p — 2)...(/i~2/>-4-2)  (n — 2/?-f  1) 


1.2.3.../; 


la  valeur  de  V„  est  donc 


V,  =  «  "  —  njf^^  -f- 


^(^  —  3)        __  /t(/i--4)(/i  — 5) 


1 .2 


I  .2.3 


x'*-'  +  .. 


4  (  i)p^('''-^-''H^— /^-~a)-"(^— ^/^-+-^)(^— v+o^y_^  ; 

^         '  I .2.3. . .p 

On  peut  obtenir  de  diverses  manières  l'expression  du 
polynôme  V„  que  nous  venons  de  former  ;  la  méthode  que 
nous  avons  adoptée  ici  a  Tavanlage  de  pouvoir  être  em- 
ployée utilement  dans  un  assez  grand  nombre  de  questions 
analogues. 

On  tire  de  la  formule  (7 ) 


(8) 


I  .2 


«t  si   Ton  remplace  dans  les  formules  (7)  et  (8)  x^  V„ 
V„  par  les  valeurs  tirées  des  formules  (2),  (3),  (4))  o" 

obtiendra  les  valeurs  de  cosny  et  de  — ; — -  exprimées  par 
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des  fonctions  entières  de  coscf,  savoir  : 

;COS/lf  =  2*"'  COS"^  —  2*"^  n  cos"^*^  -f-  2*-*  — ^ cos*"*y  — ... 

/        X  •         «(/I  —  »— l)  («— /?  — 2)...(«  — 21; -f- 1)  _    ,„ 

^  I  .2.3.  .  ./7  ' 

et 


(0) 


sin/itp  ,  /i  —  2 

'  =  2^^'  COS"~*  q>  —  2"—' 008"^*  O 

siof  ^  I 

1.2  • 

/        X.         •      .  (« — P  —  l)(/ï— P  —  2)...(«  —  2»)  ,^. 

\      ""        '  I  .2.3.  .  ./> 

Enfin,  en  changeant  cp  en cp,  dans  les  formules  (9) 

et  (10),  on  en  obtiendra  deux  autres  qui  feront  connaître, 
en  fonction  rationnelle  de  sincp.  co5/i9  et ^  si  n  est 

^  *  COS(p 

C0S/7  0  .  .  .  . 

pair, 1  et  smn<p  si  n  est  impair. 

L'expression  du  polynôme  Y»  conduit  facilement   à 
celle  de  U„.  Effectivement,  nous  avons  trouvé 

I 

a» 

I  a** 

Z 

z 

en  effectuant  la  division,  il  vi^it 

0&  aura  aussi,  en  changeant  n  enn  +  i , 
I 


/i  -f- 1 


V      =  «»  H-  «»-^  -f-  »"-*  -+-..., 
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et  en  ajoutant^ 

V'    ,  -h  -  V  =  z"  -t-  z"-»  -h  .  .  .  -4-9'  -h  2  -f- 1, 


/i-Hl 


'        /i     " 


c'est-à-dire 


U.=: 


'      V'     -h-Vl; 


n  -hi 


n 


on  aura  donc,  par  la  formule  (8), 


n  —  I       ./i  —  2 

U-  =  X»  -h  X"-' x»-» «*-» 

I  I 


a:«-4  ^_ 


(^  -  3)  (;» -^  4)  ^,> 


(il) 


(/?  —  2)(«  —  3) 

1.2  1.2 

+  (_  0,  («-/>).. -(/i-ap-t-.)  ^,, 

^  1.2.../? 

-4-  (— l)^^^ =- ^ ^af^tp-\J»r 

1.2.../? 

Démonstration  d^une  propriété  remarquable  de  téqua- 

=  o,  oii  p  désigne  un  nombre  premier. 


tion 


s l 


11 0.  Lorsque  p  est  un  nombre  premier,  l'équation 

zP—i 


=  o 


Z  —  I 


est  irréductible.  Cette  importante  propriété  est  utile  dans 
un  grand  nombre  de  questions,  et  nous  nous  proposons 
de  l'établir  ici.  La  démonstration  que  nous  allons  pré- 
senter est  due  à  Eisenstein*,  elle  repose  sur  les  deux 
lemmes  suivants  : 

Lemme  L  —  Si  une  fonction  entière  IL  de  x  à  coeffi- 
cients entiers  est  decomposable  en  deux  facteurs  ra* 
tionnels^iy  Xi,  de  manière  que  F  on  ait 


X  =  X.  X 


I  -^ï» 
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tous  les  coefficients  des  polynômes  Xi  e£  Xs  seront  entiers^ 
ou,  s'ils  ne  le  sont  pas^  on  pourra  trouver  deux  entiers 

m  et  n  tels,  que  tous  les  coefficients  des  polynômes  — X^  et 


-Xj  soient  entiers. 

m 

Supposons,  en  effet,  que  les  coefficients  des  poly- 
nômes Xi  et  Xs  ne  soient  pas  tous  entiers.  Réduisons  les 
termes  de  chaque  polynôme  au  même  dénominateur, 
puis  désignons  par  Di,  Ds  les  deux  dénominateurs  obte- 
nus, et  par  a  un  nombre  premier  quelconque;  on  pourra 
écrire 

Pia  ou  P^a  désignant,  dans  le  numérateur  de  Xi  ou  Xf, 
la  somme  des  termes  divisibles  par  et,  tandis  que  Qi  ou  Qf 
désigne  la  somme  des  termes  non  divisibles  par  a;  on 
aura,  d'après  cela, 

_  P.P,a»H- (P,Q,-h  P,Q.)a  H- Q.Q, 


X== 


D,D, 


Supposons  maintenant  que  a  soit  Tun  des  facteurs 
premiers  de  Di  ;  X  étant  entier,  il  faut  que  QiQs  soit  di- 
visible par  a  \  cela  exige  que  Tun  des  polynômes  Qi  et  Qs 
se  réduise  à  zéro;  car,  autrement,  le  premier  terme  du 
produit  Qi  Q,^  supposé  ordonné,  serait  divisible  par  a, 
cequi  est  impossible,  puisque  aucun  des  termes  de  Qi  et 
deQ,  n'est  divisible  par  a.  D'ailleurs  Qi  n'est  pas  nul, 
car  on  peut  admettre  que  la  fraction  qui  représente  la 
valeur  de  Xt  soit  réduite  à  sa  plus  simple  expression; 
donc  il  faut  que  Qa  soit  nul. 

On  peut  conclure  de  là  que  si  les  fonctîorts  X]  et  Xs  ne 
sont  pas  entières  relativement  aux  coefficients,  et  qu'on 
réduise  les  termes  de  chacune  de  ces  fonctions  au  même 
I.  i6 
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dénominateur,  tout  facteur  premier  a  qui  se  trouve  au 
dénominateur  de  l'une  des  fonctions  se  trouve  au  numé- 
rateur de  l'autre.  En  supprimant  ce  facteur  a,  on  obtient 
deux  nouvelles  fonctions  qui  ont  encore  pour  produit  X, 
et  auxquelles  on  peut  appliquer  le  même  raisonnement; 
et  ainsi  de  suite.  Il  résulte  évidemment  de  là  qu'on  peut 
trouver  deux  entiers  m  et  n  tels,  que  tous  les  coefficients 

des  polynômes  —  Xi  et  —  X*  soient  entiers,  et  la  fonc- 

tion  X,  qui  a  pour  valeur 

n  m 

sera  décomposée  en  deux  facteurs  ayant  pour  coefficients 
des  nombres  entiers. 

Lehme  11/  —  Si  dans  un  polynôme  X  de  degré  quel- 
conque, le  ternie  le  plus  élevé  en  x  a  pour  coe^cient 
r unité,  que  tous  les  autres  coejpcients  soient  des  entiers 
dis^isibles  par  un  nombre  premier  p,  et  enfin  que  le  (eirtie 
indépendant  de  x  soit  égala  zh  p^  l'équation 

X  — o 
sera  irréductible. 

En  effet,  si  celte  équation  n'est  pas  irréductible,  on 
aura 

a|,  é7j|, . . .  ,^1,  ^s, . .  •  étant  des  coefficients  entiers  et  n^  v 
étant  des  exposants  entiers  égaux  ou  supérieurs  à  i  dont 
la  somme  fx  H-  v  est  égale  au  degré  de  X.  Le  dernier  terme 
de  X  étant  égal  à  dbp,  on   a  a  b^=  zh p'^  en  outre, 

comme  p  est  premier,  l'un  des  nombres  a  ,  b^  doit  ôtre 

égal  à  dt  I  et  l'autre  a  ±p]  nous  supposerons 

«^=±1,     h,^  =  ±.p. 
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Oa  a  identiquement,  par  hypotbèse, 


OU 


X{x)  étant  un  polynôme  à  coefficients  entiers^  on  peut 
supprimer  le  terme  ±  p  dans  le  second  facteur  du  pre- 
mier membre,  et  il  vient  alors 

Xi(^)  étant  un  polynôpie  à  coefl|cients  entiers.  Le 
terme  le  moins  élevé  en  x,  dans  le  premier  membre, 
est  ±  iy_,a:;  donc  il  faut  que  iy_,  soit  divisible  par  p; 

on  peut  alors  supprimer  le  terme  h^_^x  dans  le  second 

facteur  du  premier  membre  *,  il  vient  alors 

[xl'-\-...'^a^^x±i){x'-^..,^b^^,x')=xi*-^^pX^[xY 

En  continuant  ce  raisonnement,  on  voit  que  tous  les 
coefficients  b^^  ^tv?  ^v  ^^"^  divisibles  par  /?,  et  Ton  a, 
en  conséquence, 

X,(a:)  étant  encore  un  polynôme  à  coefficients  entiers.  Or 

cela  est  impossible,  puisque  le  coefficient  de  x^  dans  le 

premier  membre  de  la  formule  précédente  est  égal  à  db  i  ; 

donc  Féquation 

X=:o 
est  irréductible. 

Théorème.  —  V  équation 

3f  —  I 


\ 


=  O, 


Z I 

oh  p  désigne  un  nombre  premier^  est  irréductible, 

i6. 
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En  effet,  posons  -2  =  x-f-  15  l'équalion  que  nous  con- 
sidérons deviendra 

(jc-hiy  —  i 

: i =  o 

OU 

^  1.2  1.2 

Cette  équation  en  x  est  irréductible,  diaprés  le  lemme 
qui  précède;  donc  la  proposée  est  elle-même  irréductible. 
Les  deux  lemmes  démontrés  plus  baut  suffisent  pour 
établir  le  théorème  plus  général  que  voici  : 

Si  p  est  un  nombre  premier  et  que  fx  soit  .un  entier 
quelconque,  Véquation 

est  irréductible. 

En  effet,  posons  z  =  x  -f-  1  ;  on  aura 

zP=:xP-hi  -hpx,  (x), . . .,      zP"  =  arP*  H-  i-f-  px^{x)y..,y 

;^^(j:),...,  x„(^)v»  étant  des  polynômes  à  coefficients 
entiers.  On  aura  donc  aussi 

/(x'^i)  =  xP^'"(P-^)-^px[x), 

les  coefficients  de  x(-^)  ^^^^^  entiers.  On  a  d'ailleurs, 
pour  z  =  I , 

donc,  d'après  le  lemme  II,  réquationy(j:-f-i)  =0  est 
irréductible;  par  suite,  la  proposée /(«)  =0  est  elle- 
même  irréductible. 
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CHAPITRE  VL 

DE  LA  SÉPARATION  DES  RACINES  DES  ËQUATIONS 

NUMÉRIQUES. 


De  la  résolution  numérique  des  équations, 

ill .  La  résolution  numérique  des  équations,  dont  nous 
allons  nous  occuper,  comprend  deux  problèmes  distincts, 
savoir  :  la  séparation  des  racines  et  le  calcul  numérique 
de  ces  racines.  Les  propositions  que  nous  développerons 
dans  ce  Chapitre  se  rapportent  exclusivement  au  premier 
des  deux  problèmes  dont  nous  venons  de  parler. 

On  dit  qu'une  racine  réelle  d'une  équation  est  se- 
parécy  lorsque  Ton  connaît  deux  nombres  qui  la  com- 
prennent et  qui  ne  comprennent  entre  eux  aucune  autre 
racine.  Quant  aux  racines  imaginaires,  leur  séparation 
sera  effectuée  lorsque,  conformément  aux  idées  qui  ont 
été  développées  dans  le  Chapitre  III,  on  sera  parvenu  k 
renfermer  chacune  d'elles  dans  un  contour  fermé  qui 
n  embrasse  aucune  autre  racine.  La  définition  qui  pré- 
cède ne  suppose  pas  que  les  diverses  racines  soient  sim- 
ples; cependant,  dans  le  cas  des  racines  multiples,  la  sé- 
paration n'est  complète  que  si  le  degré  de  multiplicité  de 
chaque  racine  est  déterminé.  Au  surplus,  cette  remarque 
n'a  qu'une  médiocre  importance  au  point  de  vue  des  ap- 
plications; car  la  résolution  d'une  équation  qui  a  des 
racines  multiples  se  ramène  toujours  (n^  50)  à  celle 
d'une  ou  de  plusieurs  équations  qui  n'ont  que  des  racines 
simples. 

Dans  ce  qui  va  suivre,   nous   supposerons   toujours 
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les  polyDÔmes  que  nous  aurons  à  considérer  ordonnés 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  la  variable. 
En  outre,  il  ne  sera  question  que  d'équations  à  coeffi- 
cients réels,  à  moins  que  nous  n'avertissions  du  con- 
traire. 

Limites  des  racines  réelles  d^une  équation 

à  coefficients  réels, 

112.  Le  procédé  général  que  nous  avons  fait  connaître 
au  n^  46  pour  obtenir  une  limite  supérieure  et  une  limite 
inférieure  des  modules  des  racine^,  donne  en  partica- 
lier  des  limites  des  racines  réelles.  Mais,  quand  on  ne 
considère  que  ces  dernières,  on  peut  obtenir  souvent  des 
limites  plus  resserrées. 

Soit 

f{x)  —  A.x"  4-  k^x^^  4- ...  4-  A.x^-*  H-  ...  4-  A«_,  j:  4-  A« 

une  fonction  entière  de  la  variable  x,  dans  laquelle  les 
coefficients  soient  des  quantités  réelles  données,  et  pro* 
posons-nous  de  trouver  une  limite  supérieure  des  racines 
positives  de  Téquation 

c'est-à-dire  une  quantité  supérieure  à  la  plus  grande  ra- 
cine positive. 

Le  coefficient  A^  étant  supposé  positif,  si  tous  les  coef- 
ficients qui  suivent  sont  positifs,  Téquation  n'aura  point 
de  racines  positives  ;  soit  donc  A»  le  premier  des  coeffi- 
cients négatifs,  et  désignons  par  A  la  valeur  absolue  de 
celui  de  ces  coefficients  négatifs  qui  a  la  plus  grande  va- 
leur  absolue.  Comme  la  quantité 

_  A h  AC**"-"  4-  A'"-"-'  -4-  ...  H-  X  4-  i) 

X  —  I 
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est  idemiquement  nulle,  on  peut  l'ajouter  à  rexpression 
de  f(x)  et  celle-<;i  devient  alors 


^jfn-tH-l       3^i-l  (j;  >_  ,) 


f(x)  = ^ --^  H-  A,  x^'  H-  ...  -h  A„«,  a-'»-*'+' 

+  (A-f-A„)^-«H-..    -+-(.4  4-A«^,)x-f-(A-l-A«). 

Cette   formule   montre    que  l'on   a  /'(x)^o,  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  la  condition 

a--(x~i)>  A, 

Ao 

et,  par  suite,  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  telles  que 

(af-i)»>-^. 
On  tire  de  là,  si  ai  =  i, 

et  si  /i  est  supérieur  à  i , 

^  Va 

"^         V  A^- 
la  quantité  14-—^^  i-+-i/—  <^t  donc  une  limite  su- 

Ao  V    A« 

périeure  des  racines  positives. 

Pour  avoir  une  limite  inférieure  des   racines  posi- 
tives, on  changera  x  en  -  et  l'on  déterminera  comme  pré- 

cédemment  une  limite  supérieure  des  racines  positives 
de  l'équation  transformée.  Enfin,  pour  avoir  des  limites 
des  racines  négatives»  il  suffira  de  clianger  x  en  —  a:  et 
de  chercher  des  limites  pour  les  racines  po&itives  de  Ja 
transformée. 

113.  La  méthode  précédente  se  résume,  comme  on  le 
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voit)  par  une  règle  uniforme  qui  est  applicable  dans 
tous  les  cas;  mais  cette  règle  fournit  souvent  des  limites 
fort  éloignées  des  racines  extrêmes  ;  aussi  le  procédé  sui- 
vant doit-il  être  employé  de  préférence. 

Supposons  d* abord  que  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion proposée  f(x)  =  o'  se  compose  d  un  ou  de  plu- 
sieurs termes  positifs  suivis  de  termes  tous  n^atifs,  et 
soit  n  le  degré  du  dernier  terme  positif  ;  on  pourra  écrire 

/(x)  =  ,(x)_;K.)  =  .-[?^-+^], 

f  (x)  et  ^{x)  désignant  des  polynômes  dans  lesquels  tous 
les  coefficients  sont  positifs.  Par  bypotbèse,  la  première 
des  fonctions 

ne  renferme  que  des  puissances  positives  de  x^  et  il  ny 
a,  dans  la  seconde,  que  des  puissances  négatives.  La  pre- 
mière de  ces  fonctions  est  donc  croissante  avec  Xj  tandis 
que  la  seconde  est  décroissante.  Il  résulte  de  là  que  si 
rinégalité 

/{')>o 

est  satisfaite  pour  une  valeur  de  x^  elle  le  sera  aussi  pour 
les  valeurs  plus  grandes.  Par  conséquent,  pour  avoir  une 
limite  supérieure  des  racines  positives,  il  suffira  de  substi- 
tuer à  X  une  série  de  nombres  croissants,  à  partir  de 
zérOy  et  le  premier  de  ces  nombres  qui  donnera  un  ré- 
sultat positif  sera  Illimité  cherchée. 

Maintenant,  considérons  une  équation  quelconque 
jf(x)  =  o;  le  premier  terme  que  nous  supposons  positif 
peut  être  suivi  d'un  ou  de  plusieurs  autres  termes  posi- 
tifs; réunissons  a  ces  termes  tous  ceux  qui  sont  négatifs 
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pour  en  composer  un  polynôme  F(a:);  on  aura 

(f(x)  ne  renfermant  que  des  termes  positifs  etF(j:)  étant 
une  fonction  du  genre  que  nous  venons  de  considérer 
plus  haut.  Il  suffira  évidemmeht,  pour  remplir  lobjet 
demandé,  de  chercher  une  valeur  de  x  qui  rende  F(x) 
positive,  ce  à  quoi  Ton  parviendra  en  substituant  à  or, 
dans  F(a:),  une  série  de  valeurs  croissantes  à  partir  de 
zéro. 

On  peut  encore  arriver  au  résultat  cherché,  en  parta- 
geant le  premier  membre  de  Téquation  proposée  en  di- 
vers groupes,  formés  chacun  d'un  ou  de  plusieurs  termes 
positifs  suivis  de  termes  négatifs  de  degrés  moindres,  et 
en  cherchant  une  valeur  de  x  qui  rende  positifs  les  po- 
lynômes contenus  dans  ces  dijfférents  groupes. 

Nous  n'avons  eu  ici  en  vue  que  la  recherche  d'une 
limite  supérieure  des  racines  positives;  mais,  d'après  ce 
qui  a  été  dit  au  numéro  précédent,  c^est  à  ce  problème 
que  se  ramène  la  détermination  des  autres  limites. 

Exemple.  —  Considérons  Téquation 

ar*  —  ^5jc*  h-  'J2X*  -f-  36x^  —  928a:  —  1 47  =0. 

On  peut  décomposer  le  premier  membre  dans  les  deux 
parties  suivantes 

a:*{x  —  4^),      72J:'H-36a:'  —  928X — i47  • 

Pour  j:  =  4^9  la  première  partie  est  nulle,  et  la  deuxième 
partie  est  évidemment  positive;  donc  4^  est  une  limite 
supérieure  des  racines  positives  de  Téquation  proposée. 
La  méthode  du  n^  112  donnerait  929  pour  limite. 

En  changeant  j:  en  -9  on  obtient  la  transformée 

JC 

I  —  454?  -h  72^:'  -f-  36ûr^  —  928X*  —  i47^*  =  Oi 
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le  premier  membre  de  cette  équation,  changé  de  signe, 
peut  être  décomposé  dans  les  deux  parties 

i47^*  H- 928.»*  —  36a:' — 72 0?%     ^Sjc  —  I, 

qui  sont  positives  toutQ,s  deux  pour  a:s=  ^>  d'où  il  ré- 

suite  que  3  est  une  limite  inférieure  des  racines  positives 
de  la  proposée. 

Si  Ton  change  a:  en  —  x  dans  la  proposée  et  dans  la 

transformée  en  -9  on  obtient  deux  nouvelles  équations 

dont  les  premiers  membres  peuvent  s'écrire  comme  il 

suit  : 

x{x*  -h  45  j:'  •+■  72a:  —  36 j:  —  928)  -f- 147  > 

•^('47"^^  —  928*  —  36)  -h  72  jc*  H-  ^5x  -+- 1; 

le  premier  polynôme  est  positif  pour  x=  ou  ^  3,  et  le 
second  pour  x  =  ou  ^  7. 

Il  résulte  de  là  que  les  racines  positives  de  Téquâtion 
proposée  sont  comprises  entre  3  et  45,  et  que  les  racines 

négatives  le  sont  entre et  —  3 . 

114.  Méthode  de  Newton.  —  Cette  méthode,  dont 
l'emploi  offre  souvent  quelque  avantage,  repose  sur  la 
proposition  suivante. 

Soient 

/(x),/'(x),...,/«(*) 

la  suite  formée  par  une  fonction  entière  du  degré  m 
et  ses  dérii^ées  successis^es.  Si  pour  une  valeur  a  attri- 
buée à  X,  ces  fonctions  sont  positis^es^  elles  le  seront 
aussi  pour  toute  valeur  a-\-hde  x  supérieure  à  a. 

Il  suffit  évidemment  de  considérer  la  première  fonclion 
f(x)y  et  la  proposition  énoncée  résulte  immédialcraenl 
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de  Tégalité 

/(«+A)=/(«>  ^/'(«)+  il/«'(a)  + ...  +  -Jl_ /"(«); 

tous  les  termes  du  second  membre  étant  par  hypothèse 

positifs,  on  a 

/(aH-A)>o. 

D  suit  évidemment  de  là  que  Téquation  f{x)  =  o  n'a 
aucune  racine  supérieure  à  a. 

D'après  cette  proposition,  pour  avoir  une  limite  supé- 
rieure des  racines  de  l'équation  J{x)  =  o,  on  formera  la 

suite 

/(^),/'(^),/''(^),..-./'"W. 

On  déterminera  un  nombre  x^  qui  rende  /'""*  (x)  po- 
sitive, ce  qui  est  facile,  puisque  cette  fonction  est  du  pre- 
mier degré.  Si  aucune  des  fonctions  qui  précèdenty*"*"*  (x) 
n'est  négative  pour  x  =  x^^  on  pourra  prendre  x^  pour 
la  limite  cherchée.  Si,  au  contraire,  en  remontant  la 
suite  que  nous  considérons,  on  rencontre  une  fonction 
qui  soit  négative  pour  x  =  Xq,  on  prendra  une  valeur  Xi 
supérieure  à  x^  qui  rende  la  même  fonction  positive. 
Pareillement,  si,  pour  cette  valeur  Xi,  l'une  des  fonctions 
qui  précèdent  celle  dont  nous  venons  de  parler  est  né- 
gative, on  prendra  une  valeur  x^  >  x,  pour  laquelle  la 
mènle  fonction  soit  positive,  et  ainsi  de  suite.  On  arrivera 
infailliblement  par  ce  procédé  à  une  valeur  de  x  pour 
laquelle  la  fonction  f(x)  sera  positive  ainsi  que  toutes 
ses  dérivées  :  celte  valeur  sera  la  limite  cherchée. 

Après  ce  qui  a  été  dît  au  n°  H2,  il  est  presque  superflu 
d'ajouter  que  la  méthode  précédente  peut  être  appliquée 
à  la  recherche  de  la  limite  inférieure  des  racines  posi- 
tives, ainsi  qu'à  celle  des  limites  des  racines  négatives. 

Exemple.  —  Reprenons  l'équation  qui  a  été  considérée 
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au  numéro  précédent.  On  a 

/{x)  =  x^  —  ^5x*  H-  72a?*  -+-  36a?'  —  928X  —  i47  , 

^    '  =  Sx*  —  i8oa:*  H-  2i6x'  -+-  72X  --  928, 


1.2 


lox'  —  270a:*  H-  216a?  -h  36, 


^ — i-~=iox*—  i8oar  -h  72, 

1.2.3 

l .2.3.4 

« 

La  valeur  j:  =  9  annule  f*^  (x),  mais  toule  valeur  supé- 
rieure rend  cette  fonction  positive  5  la  dérivée  précédente, 
f'"(x)^  est  positive  pour  x  =  i8,  mais  la  même  valeur 
rend  f"[x)  négative.  Cette  dernière  fonction  devient 
positive  pour  x=  27,  ety(x),  qui  est  alors  négative, 
devient  positive  pour  a:=  36.  La  valeur  a:=  36  rend 
f{x)  négative,  maisy*(a:)  devient  positif  pour  a:  =  44' 
On  peut  donc  prendre  44  pour  limite  supérieure  des  ra- 
cines positives. 

Théorème  relatif  aux  résultats  de  la  substitution 
de  deux  nombres  quelconques  à  l'inconnue. 

115.  Théorème.  —  Soient  f[x)  =  o  une  équation  à 
coefficients  réels^  x^  et  X  deux  quantités  réelles  quelcon- 
ques. Le  nombre  des  racines  de  V équation  f(x)^^ 
comprises  entre  les  quantités  x^  et  X  est  pair  ou  impair 
suii^ant  que  les  résultats  f  (xq)^  f(^)'>  obtenus  en  sub- 
stituant Xa  et  IL  à  X  dans  le  polynôme  f[x)^  sont  de 
même  signe  ou  de  signes  contraires;  zéro  est  regarde 
comme  un  nombre  pair.  En  particulier,  si  /(^Ca)  ^' 
y'(X)  sont  de  signes  contraires  y  Inéquation  f(x)=-ofi 
au  moins  une  racine  comprise  entre  Xo  et  X . 


SECTION   I.   — .  CHAPITRE    VI.  a53 

En  effet,  supposons  le  polynôme /(ar)  décomposé  en 
facteurs  linéaires.  Nous  savons  que  si,  parmi  ces  facteurs, 

il  y  en  a  (x  égaux  à  x  —  {p  -^Ç  ^ —  i)>  il  y  en  a  aussi  fi 
qui  sont  égaux  à  x  —  {p  —  g  ^ —  i  )  •,  le  produit  de  ces 
^11  facteurs  est  la  puissance  de^  degré  (x  du  polynôme 
(x — p)*  -+-  q*  lequel  reste  positif  pour  toutes  les  valeurs 
de  X.  Si  donc  on  désigne  par  F  (x)  le  produit  de  tous 
les  facteurs  linéaires  imaginaires  de/*(x),  on  aura 

/(x)  =  F  {x)  (x  —  X,)  (ar  —  JCj) . . .  (x  —  x,), 
F(x)  restant  toujours  positif.  On  a,  d'après  cela, 

y  («g»)  F(j?o)    J^o  —  Xi  X^  —  JTa         J'o  —  ^n . 

/(X)  ■~F(X]*X  — a:,X— x/"X-x.' 

le  premier  facteur        *(  est  positif,  et  l'un  des  facteurs 

F  (X) 

Xf^  — —  J? 

suivants  tels  que  — ne  peut  être  négatif  que  si  la  ra- 

cinex^  est  comprise  entre  x©  et  X.  Donc  la  valeur  de 
~l-  est  positive  ou  négative,   suivant  que  Téquation 

f[x)  =r  o  a  un  nombre  pair  ou  un  nombre  impair  de  ra- 
cines comprises  entre  Xo  et  X.  Dans  le  premier  cas, 
/(Xo)  et/(X)  sont  de  même  signe;  dans  le  deuxième 
cas,  ces  quantités  sont  de  signes  contraires. 

Corollaire  I.  —  Toute  équation  de  degré  impair  a 
eu  moins  une  racine  réelle  de  signe  contraire  à  son 
dernier  terme» 

On  suppose,  dans  cet  énoncé,  que  le  premîçr  terme  de 
Técpiation  proposée  ^  (x)  =  o  a  un  coefficient  positif.  Si 
le  dernier  terme  de  cette  équation  est  négatif  et  que  Ton 
nomme  X  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de 
l'équation /(  a:  )  =  o,  les  résultats /(X),  /(o)  seront  de 
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sigaes  contraires;  il  y  a  donc  une  racine  positive,  et  s'il 
y  en  a  plusieurs,  elles  sont  en  nombre  impair.  Si  le  der- 
nier terme  de  l'équation  f{x)  =  o  est  positif,  on  chan- 
gera a:  en  — x,  et  la  transformée  étant  écrite  de  manière 
que  son  premier  terme  ait  un  coefficient  positif,  le  der- 
nier terme  sera  négatif  ;  on  rentre  dans  le  premier  cas. 

Corollaire  II.  —  Toute  équation  de  degré  pair  dont 
le  dernier  tenue  est  négatif  a  au  moins  une  racine  posi- 
tivée et  au  moins  une  racine  négatii^e. 

On  suppose  encore  ici  que  le  premier  terme  de  l'équa- 
tion proposée  /*  (a?)  =  o  ait  un  coefficient  positif.  Si  l'on 
nomme  X  une  limite  supérieure  des  racinea  positives  de 
réquation/(j:)  =  o,  les  quantités /(X),y*(o)  seront  de 
signes  contraires,  donc  Téquation  a  un  nombre  impair 
de  racines  positives,  et  par  conséquent  elle  en  a  au  moins 
une.  Ce  raisonnement  s'applique  aussi  à  Téquation 
y  ( —  jp)  =  o  ;  donc  la  proposée  jf  (a:)  =  o  a  un  nombre 
impair  de  racines  négatives. 

Théorème  de  Descartes, 

1  i  6.  On  dit  que  deux  termes  consécutifs  d'une  fonction 
entière  y*  (oî)  à  coefficients  réels  offrent  une  variation, 
quand  ils  ont  des  signes  contraires;  deux  termes  consé- 
cutifs qui  ont  le  même  signe  offrent  une  permanence. 
Cela  posé,  l'importante  proposition  connue  sous  le  nom 
de  théorème  de  Descartes  repose  sur  le  lemme  suivant. 

Lemme.  —  Si  f{x)  désigne  une  fonction  entière  et 
que  a  soit  une  quantité  positive,  le  nombre  des  varia' 
tions  contenues  dans  le  produit  [x  —  ^)  f  {^)  surpas- 
sera d\ine  unité  au  moins  y  et  toujours  d^un  nombre 
impair  y  le  nombre  des  variations  de  f  [x). 

En  effet,  ordonnons  la  fonction  /(j?)  par  rapport  aux 
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puissances  décroissantes  de  x  et  posons 

f(x)  =  (Po^r*  -f- ...)  —  (Pi  J^"»  -h ...)  -^-  (P»'^'"'  "+-•••)—••  • 

en  écrivant  entre  parenthèses  tous  les  termes  consécutifs 
qui  ont  le  même  signe  ;  le  nombre  des  variations  def[x) 
est  évidemment  égal  à  n.  Multiplions  y  (j:)  para:  —  a, 
et  écrivons  d'abord  le  produit  par  or,  il  viendra 

x/(ar)=r:(PoX^'+...)— (Pi^"'»"*"' +...)  + (Pi^*"^' -+-...)— ••• 
4-(— i)''{P«a:*"^*H-..  .). 

Pour  déduire   de   ce  résultat   la  valeur  du  produit 
(X'^a)f(x)^  il  faut  lui  ajouter  — af[x).  Or,  je  dis 
qu'après  cette  addition  les  signes  des  termes  dont  les  de-^ 
grés  sont  respectivement  m-+-i,  mi-f-i,   wij-f-i,..., 
w„  -f- 1  seront  restés  les  mêmes.  Cela  est  évident  pour  le 
premier  de  ces  termes,  puisque  le  produit  —  af[x) 
n  est  que  du  degré  /n.  Quant  au  terme  du  degré  m^  +  i, 
il  pourra  être  modifié,  parce  que  —  ^f{^)  peut  ren- 
fermer un  terme  du  même  degré;  mais  ce  terme,  s*îl 
existe,  est  le  produit  par  —  a  du  dernier  des  termes  con- 
tenus dans  la  première  parenthèse  Aef{x)^  et,  par  con- 
séquent, il  est  négatif;  donc  le  signe  du  terme  de  degré 
Toi  -I-  I  dans  xf[x)  ne  sera  pas  changé.  Pareillement,  si 
—  a/(x)  peut  donner  un  terme  du  degré  /w, +  i,  ce 
terme  est  nécessairement  le  produit  par  — a  du  dernier 
des  termes  contenus   dans  la  deuxième  parenthèse  de 
/(x),  et  il  a  le  signe  -f-,  comme  le  terme  semblable  du 
produit  xf(x).  11  est  évident  que  le  même  raisonne- 
ment s^applique  à  ceux  des  termes  suivants  que  nous  con- 
sidérons. Mais  le  dernier  terme  de  — af[x)  est  de  signe 
contraire  au  terme  de  degré  w„  -f- 1  qui  figure  dans  xf[x)^ 
et  il  ne  peut  se  réduire  avec  aucun  de  ceux  contenus 
dans  ce  produit.  Donc,  dans  le  produit  [x  —  a)f[x)^ 
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les  termes  dont  les  degrés  sont  w  -f- 1 ,  Wi  4- 1 ,  /Wj  -f- 1 ,..., 
i7ï„  H-  I  et  le  dernier  terme  auront  alternativement  les 
signes  +  et  —  ^  il  y  a  par  conséquent  au  moins  »  -f- 1  va- 
riations dans  ce  produit.  Il  peut  y  en  avoir  davantage; 
mais  comme,  en  passant  d'un  signe  +  à  un  signe  —  ou 
inversement,  on  rencontre  nécessairement  un  nombre 
impair  de  variations,  il  est  évident  que  si  le  produit 
(x  —  a)f(x)  a  plus  de  «-4-1  variations,  il  en  aura 
2A  -h  /i  +  I,  a  A  désignant  un  nombre  pair. 

li7.  Le  lemme  que  nous  venons  d^établir  nous  donne 
immédiatement  le  tbéorème  de  Descartes,  qui  consiste 
dans  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Dans  une  équation  quelconque^  le  nom- 
bre des  racines  positis^es  ne  peut  pas  surpasser  le  nombre 
des  variations  du  premier  membre;  et  quand  il  est 
moindre^  la  différence  est  toujours  un  nombre  pair. 

En  effet,  soit  y  (x)  =0  Téquation  proposée.  Décom* 
posons  le  polynôme y(x)  en  ses  facteurs  linéaires;  dési- 
gnons par  F  (x)  le  produit  des  facteurs  qui  répondent 
aux  racines  imaginaires  ou  négatives,  et  soient  ai,  <Zs, . . . , 
a],  les  racines  positives.  On  aura 

L'équation  F  {x)  =  o  n'ayant  pas  de  racines  posi- 
tives, le  premier  et  le  dernier  terme  de  F  (x)  sont  de 
même  signe,  et  en  conséquence  le  nombre  des  variations 
de  ce  polynôme  est  un  nombre  pair  2  A:  qui  peut  se  réduire 
à  zéro. 

Le  polynôme  F  (x)  ayant  2 A:  variations,  le  produit 
F  (x)  (x — ai)  en  aura  2 A^i -f-i,  d'après  la  proposition 
précédente,  A^i  étant  égal  ou  supérieur  à  A*.  Pareillement, 
le  produit  F  {x)  (x  —  ai)  (x  —  a,)  aura  2Ar,  -4-  2  varia- 
tions, et  ainsi  de  suite,  de  manière  que  le  dernier  pro- 
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duît,quîestëgalày*(jt:),  aura  a/r^-f-T»  variations,  k^  étant 
un  entier  positif  ou  nul. 

CoROLLÀiAE.  —  Dans  une  équation  quelconque^  le 
nombre  des  racines  négatives  ne  peut  pas  surpasser  le 
nombre  des  variations  de  V équation  transformée  en 
—  X,  et  quand  il  est  moindre  la  dij^rence  est  toujours 
un  nomhre  pair^ 

118.  Le  théorème  de  Descartes  à  pour  complément  la 
proposition  suivante,  qui  n'en  est  au  surplus  qu'une 
conséquence^ 

Théorème.  —  Si  une  équation  a  toutes  ses  racines 
réelleSy  le  nombre  des  racines  positis^es  est  égal  au  nom* 
bre  des  variations  j  et  le  nombre  des  racines  né  g  attires 
est  égal  au  nombre  des  variations  de  la  transformée 
en  —  X, 

Considérons  les  différences  entre  le  degré  de  chaque 
terme  d^une  équation  de  degré  m  et  le  degré  du  terme 
suivant.  Parmi  ces  différences,  il  peut  y  en  avoir  qui 
soient  des  nombres  impairs  :  je  les  désignerai  par 

2^1+1,      2À-2  +  I,...,      2/'     -j-i; 

quant  aux  différences  qui  sont  égales  à  des  nombres  pairs, 
je  distinguerai  celles  qui  répondent  à  deux  termes  de 
signes  contraires  de  celles  qui  se  rapportent  à  deux  termes 
de  même  signe.  Je  désignerai  les  premières  par 

2Â,  -j-  2,       2^1 -f- 2^...,       2À^  -h  2, 

tandis  que  les  autres  seront  représentées  par 

Comme  il  y  a/i-hv-f-p  différences ,  le  nombre  des 
termes  de  Téquation  est  égal  à  fx  -h  v  -h  p  -f-  i,  et  il  est 
I.  ly 
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évident  qu'il  manque  à  celle-ci,  pour  qu^elle  soit  corn* 
plète,  un  nombre  de  termes  qui  sera  égal  à  2S  4-  v  — /), 
si  l'on  fait,  pour  abréger, 

S  =  (A-,  +  X-,  +...+  k^)  +  (^,  4-  h^  4-. ..4-  h;)  +  [g,  4-  S',4-...+  g'p). 

En  ajoutant  le  nombre  des  termes  contenus  dans  Té- 
quation  proposée  avec  le  no'tubre  de  ceux  qui  lui  man- 
quent pour  qu^elle  soit  complète,  on  aura  évidemmenl 
une  somme  égale  à  m  + 1  ;  donc 

(i)  wt  =  jz  4- 2v  4- aS. 

Désignons  maintenant  par  V  le  nombre  des  variations 
de  Téquation  proposée,  par  V  le  nombre  des  variations 
de  la  transformée  en  — x,  et  cherchons  la  valeur  de 

V  4-  V.  Considérons  d'abord  deux  termes  consécutifs 
dans  lesquels  la  différence  des  degrés  soit  un  nombre  im* 
pair  2  A:  4-  I  ;  il  est  clair  que  si  ces  deux  termes  offrent 
une  variation  dans  la  proposée,  ils  présenteront  une  per- 
manence dans  la  transformée  en  — x^  et  inversement; 
donc,  les  deux  termes  ne  donnent  qu'une  unité  dans 

V  4-  V,  et  comme  il  y  a,  par  hypothèse,  fx  couples  de 
termes  du  même  genre,  ces  termes  fourniront  [l  unités 
à  la  somme  V  4-  V.  Considérons  en  second  lieu  deux 
termes  consécutifs  de  signes  contraires  et  dans  lesquels 
la  différe^ce  des  degrés  soit  un  nombre  pair  2 A  4-  2;  ces 
deux  termes  donnent  une  variation  dans  la  transformée 
aussi  bien  que  dans  la  proposée,  et  comme  il  y  a  v  cou- 
ples de  pareils  termes,  ils  apporteront  2V  unités  dans  la 
somme  V  4*  V.  Enfin,  si  Ton  considère  deux  termes  de 
même  signe  et  dans  lesquels  la  différence  des  degrés  soit  un 
nombre  pair  2^",  ces  termes  ne  donneront  aucune  varia- 
tion dans  la  transformée  en  —  a:  et  ils  ne  fourniront 
rien  à  la  somme  V  4-  \ '.  On  a  donc,  d'après  cela,  . 

(2)  V  +  V'  =  f*4-2v, 
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et  par  conséquent  la  formule  (i)  peut  s'écrire 

(3)  •  m=zY-hV'-h^S. 

Si  Ton  désigne  par  P  le  nombre  des  racines  positives  de 
Téquation,  par  P'  le  nombre  des  racines  négatives  et  par 
3I  le  nombre  des  racines  imaginaires,  on  aura  aussi 

(4)  «t— P-hP'-f-2l; 

et  la  comparaison  des  formules  (3}  et  (4)  donnera 

(5)  2I  =  (V  —  P)  4-  (  V  —  F)  -+-  2S. 

Si  Féquation  proposée  a  toutes  ses  racines  réelles,  I  est 
nul;  d'ailleurs  aucun  des  nombres  V  —  P,  V — P'  ne 
peut  être  n^atif  ;  donc  on  a,  non^seulemenl 

(6)  P  =  V,     P'  =  V', 

mais  encore 

(7)  S=:0. 

Les  formules  (6)  démontrent  la  proposition  énoncée  ; 
la  formule  (5)  nous  fait  connaître  en  outre  une  limite  du 
nombre  des  racines  imaginaires.  On  en  tire  effectivement 

1=     oa     >S; 

d'où  il  résulte  qu'une  équation  a  toujours  des  racines 
imaginaires  lorsqu'il  manque  plus  d'un  terme  entre  deux 
termes  de  signes  contraires,  et  lorsqu'il  manque  même  un 
seul  terme  entre  deux  termes  de  même  signe. 

CoiiOLLAiRE  I.  —  Si  une  équation  a  toutes  ses  racines 
réelles  et  positiues^  Véquation  est  complète  et  elle  ne 
présente  que  des  variations. 

Carie  nombre  des  variations  doit  être  égal  au  degré  m 
de  l'équation^  et  celle-ci  renferme  en  conséquence  m  + 1 
termes. 

«7- 
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Corollaire  II.  —  Si  Inéquation  f{x)  =  o  a  toutes 
ses  racines  réelles  et  que  a  soit  une  quantité  posiùve,  le 
produit  (x  —  ^)f(x)  ne  renferme  quune  variation  de 
plus  que  f[x). 

Car,  dans  chacune  des  équations 

f[x)  =  o ,      (x  —  a)f{x)  =  o, 

le  nombre  des  racines  positives  est  égal  au  nombre  des 
variations  du  premier  membre.  La  deuxième  équation 
ayant  une  seule  racine  positive  de  plus  que  la  première, 
elle  a  aussi  une  seule  variation  de  plus  que  celle-ci. 

119.  Le  théorème  de  Descartes  conduit  encore  à  une 
autre  proposition  sur  laquelle  nous  croyons  devoir  ap- 
peler Tattention,  parce  qu'elle  est  le  point  de  départ  de 
recherches  nouvelles  dont  nous  aurons  à  parler  ensuite. 
Cette  proposition  est  la  suivante  : 

Théorème.  —  Soient  f(x)  =  o  une  équation  du 
degré  m  dont  les  m  racines  sont  réelles,  et  J*  (x), 
J"  ( j:)). ••  9  f"*  [x)  les  m  dérivées  successives  du  pofyn&mè 
f(x)*  Si,  dans  la  suite  des  m  -f-  i  fonctions 

on  substitue  successivenient  deux  quantités  réelles  quel' 
conques  ce  et  ê'^a^  et  si,  après  chaque  substitution,  on 
compte  les  variations  de  signes  que  présente  la  suite 
des  résultats,  le  nombre  des  variations  perdues  en  pas^ 
sant  dex  =  aàx=6  sera  précisément  égal  au  nombre 
des  racines  de  l'équation  f{x)  =  o  comprises  entre  a 
et  S. 

En  effet,  posons  successivement  x  =  x*-\-a  et 
a:=:  x'+  6.  Le  nombre  des  racines  de  la  proposée  qui 
sont  supérieures  à  a  sera  égal  au  nombre  des  racines  po- 
sitives de  la  transformée  ^'{j:' -4- a)  =  o,  et,  en  censé- 
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quence,  égal  au  nombre  des  variations  du  polynôme 
/(x'-f-a),  puisque  toutes  les  racines  sont  supposées 
réelles.  Pareillement  le  nombre  des  racines  de  la  pro- 
posée qui  sont  supérieures  à  S  sera  égal  au  nombre  des 
racines  positives  dey(a:'  -f-  6)  î=:  o,  et,  par  suite,  égal  au 
nombre  des  variations  de  f{x' -j-  6),  D'où  il  suit  que 
Téquation  f(x)  =  o  a  précisément  autant  de  racines 
comprises  entre  a  et  ê  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'excès  du 
nombre  des  variations  de  f{x* -h  ol)  sur  le  nombre  des 
variations  de/*  (a:'-4-  6).  Mais  on  a 

f[^-hJc)z=/(a:)^/'  (z)  ~-h/''  (:r)—  +...H-/'»(^)  -^^, 
^  ^        I  ^    '  1.2  ^   'l.2;,.//l 

donc  l'excès  dont  nous  venons  de  parler  est  égal  à  la 
différence  entre  le  nombre  des  variations  que  présente  la 
suite 

pour  jc  =  a,  et  le  nombre  des  variations  que  présente  la 
même  suite  pour  x=o. 

Théorème  de  Budan, 

120.  La  proposition  précédente  cesse  d'être  exacte, 
lorsque  Téqùation  f{x)  =  o  n'a  pas  toutes  ses  racines 
réelles.  Mais,  en  cherchant  à  en  modifier  l'énoncé  de  ma- 
nière a  embrasser  tous  les  cas,  Budan  est  parvenu  à 
un  théorème  remarquable  que  nous  allons  exposer  après 
avoir  établi  préalablement  un  lemme  fort  important  sur 
lequel  nous  aurons  à  nous  appuyer. 

Lehme.  —  Si  f(x)  désigne  une  fonction  entière 
de  X  ayant  pour  dérii^ée  y'(.r),  et  que  Von  fasse 
croître    X  de  — oo  à  4- oo  ,  chaque  fois  que   le    rap- 

port  -^       s^annulera,  il  passera  toujours  d^une  valeur 

fiégative  à  une  valeur  positii^e. 
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En  effet,  soit  a  une  valeur  de  x  pottr  laquelle /(or) 
8*annule.  Si  m  est  le  d^rë  de  cette  fonction  et  que  Tou 
représente  par/'(x),/"(x),.«*5y'"(^)  sesdërîvées  suc- 
cessives,  on  aura 


1  •  a . . .  //i 


/»(«)+... 


/-{«). 


u* 


/'(«+«)=/'(«)  ^--/»-^...4--^__^^_,j 


w* 


— t 


/-(«)+... 


/-(«); 


I  .2.  .  .  (iM  —  l) 

comme  il  peut  arriver  que  la  valeur  a:  =  a  annule/' (or) 
et  quelques-unes  des  dérivées  suivantes,  je  désignerai 
généralement  par  f"  {x)  la  première  de  ces  dérivées  qui 
ne  s'annulent  pas  pour  x  =  a»  Alors,  en  divisant  Tune 
par  Tautre  les  deux  équations  précédentes,  on  aura 


/(a  -h  u)  __  u 


/«(/!)+...+ 


id""' 


n. , .  [m  — i) 


/-{^) 


la  fraction  qui  multiplie  '-9  dans  le  second  membre,  a 

pour  limite  Funité  quand  u  tend  vers  zéro  \  donc,  pour 
des  valeurs  de  u  positives  ou  négatives  dont  le  module  est 
suflSsamment  petit,  les  quantités 

a    et    ZllJtiîl 
/'(«  +  «) 

seront  de  même  signe  \  il  résalle  de  là  que  si  h  désigne 
une  quantité  positive  suffisamment  petite  i  et  que  l'on 
fasse  croître  u  de  —  A  à  +  A,  le  rapport 

/(g  +  «) 

/'(«  +  «)' 
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d'abord  n^alif,  s'annulera  en  même  temps  que  u  et  de- 
viendra ensuite  positif. 

Corollaire.  —  Si  le  polynôme  f[x)  et  ses  n  —  i 
premières  dériv^ées  s'annulent  pour  x  =  a,  et  que  h  dé* 
signe  une  quantité  positivée  suffisamment  petite,  la  suite 
des  /i  -H  I  fonctions 

présentera  n  variations  pour  x  =  a  —  A,  et  elle  n^ offrira 
que  des  permanences  pour  j:  =  a  +  A . 

En  effet,  deux  fonctions  consécutives  de  cette  suite  sont 
de  signes  contraires  pour  x=^a  —  hj  et  elles  sont  de 
même  signe  pour  a:  =  a  +  A. 

121.  Théorème  de  Budan.  —  Étant  donnée  une 
équation  quelconque  f(x)  =:  o  de  degré  w,  si  dans  les 
m  -4- 1  fonctions 

on  substitue  deux  quantités  réelles  quelconques  a  et 
S^-a,  et  si,  après  chaque  substitution,  on  compte  les 
vcaiations  de  signe  que  présente  la  suite  des  résultats,  le 
nombre  des  racines  de  f(x)  :=:zo  comprises  entre  ce  et  S 
ne  peut  jamais  surpasser  celui  des  variations  perdues 
cfe  x=:a  à  x  =  ëj  et,  quand  il  est  moindre,  la  diffé- 
rence est  toujours  un  nombre  pair  (*). 

En  effet,  quand  on  fait  croître  x  d'une  manière  con- 
tinue de  a  à  ê,  la  suite  des  signes  des  fonctions  (i)  ne  peut 


(")  Ce  théorème  est  souyent  attribué  à  Fourier,  qui  Tayait  sans  aucun 
doDte  rencontré  dans  ses  recherches;  mais  la  priorité  appartient  réelle- 
ment à  Bttdan  qui  communiqua  en  i8ii  à  TAcadémie  des  Sciences  la 
démonstration  complète  du  théorème.  L'énoncé  que  nous  adoptons  ne 
diffère  que  dans  la  forme  de  celui  donné  par  Budan,  et  il  est  tel  que 
Fourier  Va  présenté  dans  son  Analyse  des  équations,  publiée  après  sa  mort, 
en  i83i»  par  les  soins  de  Navier. 
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éprouver  de  modifications  qu'à  rinstant  où  X  atteint  et 
dépasse  une  valeur  qui  annule  quelqu'une  de  ces  fonc- 
tions; supposons  donc  que,  pour  x  =  a^  une  ou  plu- 
sieurs des  fonctions  (i)  s*annulent.  Parmi  ces  fonctions  qui 
s'annulent,  pour  a:  ==  a,  51  peut  y  en*  avoir  plusieurs 
qui  soient  consécutives;  soient  donc  généralement 

n  fonctions  consécutives  qui  s'annulent  pour  x  =  ay  le 
nombre  n  pouvant  se  réduire  à  l'unité.  L'indice  /i  peut 

être  zéro,  auquel  ca9^'*{a:)  représente  la  fonction  y(jr)  ; 
mais  le  dernier  indice  ik-^n  —  i  ne  peut  être  égal  à  to, 
car  la  fonction/*'"  (x)  est  une  constante  différente  de  zéro. 
Cela  posé,  considérons  la  portion  de  la  suite  (i)  qui 
comprend  les  fonctions  (2)  et  la  fonction  suivante, 
savoir  :, 

(3)    /'•(x),    /z*-^' (X),...,    /'*+'-'(x),    /''+»(*); 

d'après  le  corollaire  du  lemme  qui  précède,  si  h  désigne 
"une  quantité  positive  suffisamment  petite^  les  n-\-i 
fonctions  de  la  suite  (3)  offriront  n  variations  pour 
X  =  a — A,  tandis  qu'elles  ne  présenteront  que  des  per- 
manences pour  X  =p  a  ^  h.  Appliquons  successivement 
ce  résultat  aux  cas  de  fx  =  o  et  de  ja  ]>•  o. 

Dsins  le  ca?  de  ji*  =  o,  on  peut  dire  que  :  si  les  n  pre- 
miers  termes  de  la  suite  (i)  s^ annulent  pour  x==a, 
cest-à-rdire  ^i  r équation  f(x)z=zo  a  n  racines  égales 
à  a^  la  portion  de  la  suite  (i)  qui  embrasse  les  /i  +  i 
premiers  termes  perd  n  variations,  quand  on  passe 
de  X  =z  a  —  h  à  X  =^  a  -^  h. 

Dans  le  cas  de  fx^  o,  joignons  aux  fonctions  (3)  celle 
qui  les  précède  dans  la  suite  (i),  on  aura  les  n  +  2  fonc- 
^ions 

(4)    /''-('),   f'C^),  /''+'(x),...,  //*+"- W.  f"^' 
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Si  n  est  un  nombre  paîr  aAr,  réqùation  f^(x)  =  o  a  a* 
racines  égales  à  û,  et,  en  conséquence,  f^(x)  ne  change 
pas  de  signe,  quand  x  varie  de  a —  A  à  a  +  A  5  d'ailleure 

f^"^  (x)  conserve  aussi  le  même  signe;  donc  la  suite  (4) 
perdra  2  A  variations  quand  on  passera  de  a  —  h  à  a  4-  A. 
Si,  au  contraire,  n  est  un  nombre  impair  aA  +  i,  Féqua- 
lion/^(a:)  =  o  a  aA-Hi  racines  égales  à  a>  et/'* (a:) 
change  de  signe  quand  x  varie  de  a  —  h  à  a4-A^ 
comme  y*""*  (a:)  conserve,  le  même  signe,  il  s'ensuit  que 
la  suite  des  deux  fonctions  y^""*^),  f^{x)  perdra  ou 
gagnera  une  variation  dans  le  passage  de  a  —  A  à  a  -f-  A» 
et,  par  conséquent,  la  suite  (4)  perdra  dans  ce  cas 
(2A:4-i)±i,  c'est-à-dire  aft  ou  aft  +  a  variations.  On 
peut  donc  dire  que  :  sin  termes  consécutifs  de  la  suite  (1), 
ne  comprenant  pas  le  premier  terme ^  s* annulent  pour 
j:  =  a,  la  portion  de  la  suite  (i)  qui  embrasse  ces  n 
termes  a^ec  celui  qui  les  précède  et  celui  qui  les  suit 
perd  un  nombre  pair  de  variations^  quand  on  passe 
de  a  —  h  à  a  +  h^  ce  nombre  de  variations  perdues 
peut  se  réduire  à  zéro  quand  /*  =  1 5  mais,  pour  n^ij 
il  est  positij. 

Il  résulte  de  là  que,  x  croissant  de  a  à  ë,  chaque  fois 
que  cette  variable  atteint  et  dépasse  une  valeur  a  qui 
annule  quelques-unes  des  fonctions  (i),  cette  suite  perd 
v  +  a/i  variations,  k  étant  un  entier  positif  ou  nul,  et  le 
nombre  v,  qui  peut  aussi  se  réduire  à  zéro,  étant  préci- 
sément égal  au  nombre'des  racines  de  l'équation/ (j?)  =  o 
qui  sont  égales  à  a.  Si  donc  N  désigne  le  nombre  total  des 
racines  réelles  égales  ou  inégales  comprises  entre  a  et  S, 
le  nombre  des  variations  perdues  en  passant  de  a:  =  a 
kx=ë  sera  égal  à  N  ou  égal  à  N  augmenté  d'un  nombre 
pair. 

CpROLLAiriE   —  Si  r  équation  f\x)  =0  a  N  racines 
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comprises  entre  a  et  Q,  et  que  la  suite  (i)  perde  N  H-  2K 
"Variations  dans  le  passage  de  x^=^a  à  x=:  S^  t équa- 
tion a  au  moins  2K  racines  imaginaires. 

Eh  effet,  désignons  par  No  le  nombre  des  racines  com- 
prises entre  —  00  et  a,  par  N'  celui  des  racines  comprises 
entre  S  et  +00  •  Soient  aussi  No-f-  aK©,  N'-f-  2K'  les 
nombres  de  variations  perdues  dans  la  suite  (1)  quand  on 
passe  dej:  =  *— 00  à  x  =  a  et  de  j:  =  6àx  =  -f-oo.Il 
est  évident  que  pour  x==  —  00  la  suite  (i)  présente  m 
variations,  tandis  qu'elle  n'a  que  des  permanenc^es  pour 
jc  =3  00  ;  on  a  donc 

No  -h  N  -h  N'  -4-  iiK.  4-  2K  -f-  2K'  =  /Il  ; 

le  nombre  2I  des  racines  imaginaires  est  égal  n 
m —  (No  +  N  +  N'),  et  l'on  a  conséquemment 

I  =  Ko-+-K-4-K',     d'où     1=     ou     >K. 

122.  Nous  présenterons  ici  deux  remarques  au  sujet 
du  théorème  deBudan* 

Quand  on  applique  ce  théorème^  il  peut  arriver  que 
l'un  des  nombres  a  et  6  qu'il  faut  substituer  à  x  annule 
quelques-unes  des  fonctions  de  la  suite  (1).  On  sauve 
cette  difficulté  en  substituant  oL  +  h  an  lieu  de  a  et  6  —  /< 
au  lieu  de  6,  h  désignant  comme  précédemment  une 
quantité  positive  suffisamment  petite.  Aucun  calcul  ne 
sera  d'ailleurs  nécessaire,  car  supposons  que  l'hypothèse 
x  =  a  annule  les  termes  de  la  suite  (3)  à  l'exception  du 
dernier,  nous  savons  que  cette  syîte  (3)  n'offre  que  des 
permanences  pour  j?  =  «+  A.  Si  c'est,  au  contraire,  l'hy- 
pothèse x=:  ë  qui  annule  les  fonctions  dont  nous  venons 
de  parler,  la  suite  (3)  ne  présentera  que  des  variations 
pour  x  =  6  —  h. 

Le  théorème  de  Descartes  peut  être  regardé  comme  un 
corollaire  de  celui  de  Budan.  Supposons,  en  effet,  que  l'on 
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veuille  appliquer  ce  dernier  théorème  en  prenant  a  =  o, 
6=  -t-oo  .  Pour  X  =  -I-  00  ,  la  suite  des  fonctions  (i)  ne 
présente  que  des  permanences»  et  pour  .r  =  o  ces  fonc- 
tions se  réduisent  aux  coefficients  de  réquationy(j:)  =  o, 
en  faisant  abstraction  de  certains  multiplicateurs  numé* 
riques  et  essentiellement  positifs.  A  la  vérité,  Thypo- 
thèse  x  =  o  peut  annuler  quelques-unes  des  fonctions  (i), 
et  cela  arrive  nécessairement  si  Té^juation  proposée 
manque  de  quelques  termes.  Mais  supposons  qu'au  lieu 
de  substituer  zéro,  on  ait  substitué  successivement  — h 
et  +  A;  comme  le  nombre  des  variations  perdues  en  pas- 
sant de  —  h  à  4-  A  est  pair,  si,  comme  on  le  suppose, 
Téquation  proposée  n'a  pas  de  racines  nulles,  il  est  permis 
de  ne  tenir  aucun  compte  de  celles  des  fonctions  (i)  qui 
s'annulent  pour  x=  o,  lorsque  Ton  applique  le  théorème 
de  Budan  en  prenant  a  =  +  h  et  ë=  +  co^  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  en  prenant  a  =  o,  6  =  +  oo  ,  Il  résulte 
donc  du  théorème  de  Budan  que  :  si  V équation  ^(jr)  =  o 
a  N  racines  positives,  la  suite  des  coefficients  des  termes 
contenus  dans  le  premier  membre  offrira  N  +  a  K  varia* 
lions,  K  étant  un  entier  positif  ou  nul;  ce  qui  e$t  préci- 
sément le  théorème  de  Descartes. 

# 
Théorème  de  Rolle. 

123.  La  proposition  connue  sous  le  nom  de  théorème 
de  Rolle  est  utile  dans  quelques  circonstances,  et  elle  se 
rattache  directement  à  la  théorie  que  nous  exposons. 
Aussi  croyons-nous  devoir  la  présenter  ici. 

Théoeeme.  —  Si  a  et  h  désignent  deux  racines  consé- 
cutives de  réquationf[x)  =  o,  en  soHe  que  cette  équa* 
tion  n^ait  aucune  autre  racine  comprise  entre  a  et  h, 
VéquationJ^[x)  =  o,  obtenue  en  égalant  à  zéro  la  dé-- 
rivée  def(x)^  a  au  moins  une  racine  comprise  entrer  a 
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et  i,  et  quand  elle  en  a  plusieurs,  le  nombre  de  ces  ra- 
cines est  impair. 

En  effet,  si  l'on  suppose  b'^a  et  que  Ton  désigne  par 
h  une  quantité  positive  suffisamment  petite,  le  premier 
des  deux  rapports 

sera  positif,  tandis  que  le  second  sera  négatif  (n®  120). 
D'ailleurs  les  numérateurs  f[a  -h  h)  et  f[b  —  h)  sont 
de  même  signe,  puisque  Téquation  proposée  n'a  pas  de 
racine  entre  a-f-/i  et  b  —  }i\  donc  les  dénominateurs 
J'{a-\-h)^  f'(b  —  h)  sont  de  signes  contraires,  et,  en 
conséquence,  l'équation  J'{x)  =  o  a  un  nombre  impair 
de  racines  comprises  entre  a  -f-  A  et  b  —  A,  ou  entre  o 
et  i.  Il  faut  remarquer  que  ce  théorème  subsiste^  lors 
même  que  a  ou  b  serait  une  racine  multiple  de  l'équa- 
tion proposée. 

CoROj^LÀiRE  I,  —  Deux  racines  consécuti\fes  a  et  &  de 
r équation  f  [x)  =  o  ne  peuvent  comprendre  entre  elles 
plus  d'une  racine  de  V équation f[x)  :^o. 

Car  si  l'équation  y  (a:)  =  o  avait  deux  racines  a  elh 
commises  entre  a  et  6,  l'équation  f'(x)  =  o  aurait  au 
moins  une  racine  y  comprise  entre  a  et  &;  cette  racine 
serait  donc  comprise,  à  plus  forte  raison,  entre  a  et  6,  ce 
qui  est  contre  l'hypothèse. 

Co&OLLÀiRE  II.  — ^  Si  V  équation  f(x)  =z  ode  degré  m 
a  toutes  ses  m.  racines  réelles ,  V équation  y^(a:)  =  o  a 
également  toutes  ses  racines  réelles,  et  deux  racines 
consécutii^es  de  la  seconde  équation  comprennent  tou- 
jours une  racine  de  la  première. 

Désignons  par 
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les  racines  de  l'équation y*( a:)  t=  o,  rangées  par  ordre  de 
grandeur  à  partir  de  la  plus  petite,  et  par 

IW,,    Wj,   Wj,  . . .,   #w«, 

les  degrés  de  multiplicité  de  ces  racines;  on  aura 

m  =  nii  •+-  m^  + .  .  .  -H  /?i„. 

Cela  posé,  diaprés  le  théorème  des  racines  multiples, 
réquationy'(a:)  =  o  a  mi  —  i  racines  égales  à  a^,  elle  en 
a  m, —  I  égales  à  a,,. . .,  w„ — i  égales  à  a„;  le  nombre 
de  ces  racines  est  m  —  n.  En  outre,  d'après  le  théorème 
de  RoUe,  Téquation  y'(a:)  =  o  a  au  moins  une  racine 
comprise  dans  chacun  des  n  —  i  intervalles  que  forment 
deux  termes  consécutifs  de  la  suite  (i)  ;  elle  ne  peut  d'ail- 
leurs en  avoir  plus  d'une  dans  chaque  intervalle,  puisque 
le  nombre  total  de  ses  racines  est  m  —  i . 

Soient 

les  »  —  I  racines  de  y  (je)  =  o  dont  nous  venons  de  par- 
ler et  qui  sont  respectivement  comprises  dans  les  n  —  i 
intervalles  formés  par  deux  termes  consécutifs  de  la 
suite  (i).  Il  est  évident  que  les  termes  de  cette  sui^e  (i) 
seront  compris  respectivement  dans  les  n  intervalles  for- 
més par  la  suite 

les  termes  de  la  suite  (2)  séparent  donc  les  racines  (i)  de 
Téquation  proposée. 

124.  Exemple.  —  Pour  donner  un  exemple  des  appli- 
cations du  théorème  de  RoUe,  nous  établirons  une  pro- 
priété importante  que  possède  une  classe  de  fonctions  qui 
se  présentent  dans  diverses  recherches  mathématiques. 
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Posons,  pour  abréger, 

fix)  = , 

^     '  1.2.  .  ./Î.2" 

et  désignons  par 

f(x),r(x) /^(x),... 

les  dérivées  successives  da  polynôme  y  (x);  la  fonction 
que  j'ai  en  vue  et  que  je  désignerai  par  X„  est  définie  par 

la  formule 

X,=/-(x). 

La  fonction  f{x)  étant  un  polynôme  de  degré  an,  sa 
jjiàme  dérivée^ /"(Jc)  ou  X„  sera  un  polynôme  du  degré n. 
Cela  posé,  je  dis  que  Téquation 

X.=:o 

a  ses  y»  racines  réelles  inégales  et  comprises  entre  —  i 
et-Hi. 

Pour  établir  cette  proposition,  il  suffit  d'appliquer 
n  fois  de  suite  le  théorème  de  RoUe  à  Féquation 

/(*)  =  o. 

Cette  équation  a  n  racines  égales  à  —  i  et  n  racines  ^les 
à  + 1  ;  donc  Féquation 

/'(x)  =  o 

aura  n  —  i  racines  égales  a  —  i ,  /i  —  i  racines  égales  i 
+ 1 ,  et  une  racine  Ui  comprise  entre  —  i  el  4- 1  •  De  là  il 
résulte  qae  Féquation 

a  71  —  2  racines  égales  à  — ^i ,  n  —  a  racines  égales  à  + 19 
une  racine  b^  entre  —  i  et  ^i,  et  une  racine  b^  comprise 
entre  a^  et  -+- 1 . 

Il  n'est  pas  nécessaire  de  pousser  plus  loin  ce  raison- 
nement, pour  reconnaître  que  Féquation  /"  (x)  =  o'ou 
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X„=  o  a  ses  n  racines  réelles  inégales  est  comprise  entre 
—  I  et  +  1^  ainsi  que  nous  l'avions  annoncé. 

125.  On  peut  tirer  du  théorème  de  Rolle  les  conditions 
delà  réalité  de  toutes  les  racines  d'une  équation  de  degré 
donné;  mais,  devant  bientôt  faire  connaître  une  méthode 
beaucoup  plus  simple  qui  remplira  le  même  objet,  nous 
n'aborderons  point  ici  cette  question  générale,  et  nous 
nous  bornerons  à  appliquer  le  théorème  à  la  détermina- 
tion du  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation  /n- 
nome  y  telle  que 

/(  jr)  =  x»" -4- />j:» -t- ^  =  0, 

dans  laquelle  nous  supposerons  les  exposants  m  et  n  im- 
pairs. 

Le  nombre  total  des  variations  contenues  dans  cette 
équation  et  dans  sa  transformée  en  —  x  est  égal  i  i  ou 
à  3  ;  le  nombre  des  racines  réelles  est  donc  lui-même  égal 
à  1  ou  à  3  *,  il  s'agit  dé  distinguer  ces  deux  cas.  La  dérivée 
f[x)  a  ici  pour  valeur 

/'(x)  =  «,^"-'(*-"-+-^); 

si  p  est  positif,  l'équation^ (x)  =  o  ne  peut  avoird'autre 
racine  réelle  que  zéro>  donc  la  proposée  ne  peut  pas  avoir 
dans  ce  cas  trois  racines  réelles.  Si  p  est  négatif,  et  que 
Ton  désigne  par  b  le  radical 


"</-  "i 


Téquation  f'{x)  =  o  admettra  les  racines  —  i  et  -H  i, 
indépendamment  des  racines  nulles  qu'elle  peut  avoir  et 
qui  sont,  par  hypothèse,  en  nombre  pair.  Alors,  si  la  pro- 
posée a  trois  racines  réelles,  —  b  sera  comprise  entre  les 
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deux  plus  petites,  tandis  que  +  &  le  sera  entre  les  deux 
plus  grandes  ;  donc  ces  trois  racines  seront  respectivement 
comprises  dans  les  trois  intervalles  que  forme  la  suite 

ce  qui  exige  que  Ton  ait 

/(-^)>o,    /(+6)<o. 

Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies,  Téqua- 
tion  proposée  aura  nécessairement  (n^  115)  une  racine 
comprise  entre  —  oo  et  —  i,  une  deuxième  entre  —  i  et 
-h  b,  une  troisième  enfin  entre  -h  i  et  -h  oo  .  En  remet- 
tant au  lieu  de  b  sa  valeur,  on  trouve  que  nos  deux  con- 
ditions deviennent 

m  m 

\      m  J  m  —  n  \      m  j 

et  elles  peuvent  s'exprimer  par  une  inégalité  unique,  en 
écrivant  que  la  puissance  (m —  « )**'"'  de  la  quantité  in- 
termédiaire est  inférieure  à  la  puissance  [m  —  /i )'*"*'  de 
Tune  des  quantités  extrêmes.  On  obtient  ainsi  la  condi- 
tion demandée, 


/     nq     X"^»  ^    /np 


m 


<o; 


on  voit  qu'elle  n'est  jamais  satisfaite  quand /t?  est]>  o.  Si 
le  premier  membre  de  celte  inégalité  se  réduit  à  zéro, 
l'équation  proposée  a  encore  trois  racines  réelles,  mais  il 
est  évident  que  deux  de  ces  racines  sont  égales  entre  elles. 
Si  l'on  a 

Téquation  proposée  devient 

x^  -f-  px  -f-  ^  =  0, 
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ce  qui  est  la  forme  à  laquelle  peut  être  ramenée  toute 
équation  du  troisième  degré  (n^  62).  Quant  à  la  condi- 
tion de  réalité  des  trois  racines,  elle  devient 

^4--^<o,     ou    4/^*  H- 27  o^  <  o. 

4      27 

Théorème  de  Sturm, 

126.  Parmi  les  problèmes  que  Ton  rencontre  dans  la 
théorie  des  équations,  l'un  des  plus  importants  est  celui 
qui  a  pour  objet  la  découverte  d'une  règle  à  l'aide  de  la- 
quelle on  puisse  déterminer  le  nombre  exact  des  racines 
réelles  d^une  équation  qui  sont  comprises  entre  deux 
nombres  donnés, 

La  proposition  du  n^  119  nous  a  donné  la  solution  de  ce 
problème )  pour  ce  qui  concerne  les  équations  dont  toutes 
les  racines  sont  réelles,  et  les  recherches  de  Budan  ont  eu 
pour  objet,  comme  on  Ta  vu,  de  tirer  des  mêmes  prin- 
cipes un  critérium  qui  pût  s'appliquer  à  tous  les  cas. 
Mais^  malgré  son  utilité  incontestable,  le  beau  théorème 
auquel  ce  géomètre  est  parvenu  ne  donne  pas  une  solution 
complète  de  la  question  que  nous  venons  de  poser. 
*  L'Algèbre  offrait  ainsi  une  lacune  regrettable,  mais 
cette  lacune  se  trouva  comblée  de  la  manière  la  plus  heu* 
reuse  par  le  fameux  théorème  de  Sturm»  Ce  grand  géo- 
mètre communiqua  à  TAcadémie  des  Sciences,  en  1829, 
la  démonstration  de  son  théorème,  qui  constitue  Tune 
des  plus  brillantes  découvertes  dont  se  soit  enrichie  l'ana- 
lyse mathématique. 

127.  Le  théorème  de  Sturm  consiste  dans  la  proposi- 
tion suivante  : 

Théorème.  —  Étant  donnée  V équation  V  =  o  dont  le 
premier  membre  est  une  fonction   entière  d'un  degré 
quelconque  m  de  Vinconnue  a:,  et  qui  na  pas  de  ra^ 
I.  18 
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cines  égales^  soit  V,  la  dérivée  du  poljnôme  V.  Effec- 
tuons la  division  de  V  par  Vj ,  jusqu^â  ce  que  nous 
soyons  arrivé  à  un  reste  de  degré  injérieur  au  degré 
de\  i^  changeons  les  signes  de  tous  les  termes  de  ce  reste 
et  désignons  par  Vj  ce  quil  devient  alors.  Divisons  de 
même  Vj  par  V, ,  et  après  avoir  changé  les  signes  des 
termes  du  reste^  nous  aurons  un  nouveau  polynôme  Vs 
dont  le  degré  sera  inférieur  au  degré  de  V, .  Divisons 
pareillement  V,  par  Vs  et  continuons  la  même  série 
d 'opérations y  comme  s'* il  s'agissait  de  déterminer  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  polynômes  \  ef  Vj ,  mais 
en  ayant  soin  de  changer  les  signes  de  chaque  reste 
avant  de  le  prendre  pour  diviseur.  L'équation  proposée 
n^ ayant  pas  de  racines  égales^  nous  arriverons  après  un 
certain  nombre  (i  —  i  de  divisions  à  un  reste  numérique 
différent  de  zéro,  et  nous  représenterons  par  V  ce  reste 
changé  de  signe.  Nous  obtiendrons'  ainsi  une  suite  de 
li-hi  fonctions 

(0  v>  V'j  V,, . . . ,  v^_,,  v^ 

dont  les  degrés^  par  rapport  à  jc,  formeront  une  suite 
décroissante. 

Cela  posé,  soient  a  et  ê'^a  deux  quantités  réellei 
quelconques  données,  et  substituons  successivement  a 
et  S  à  X  dans  les  fonctions  (i).  Ze  nombre  des  racines 
réelles  de  l'équation  V  =  o,  comprises  entre  a  et  ë^sera 
précisément  égal  à  Fexcès  du  nombre  des  variations 
que  présente  la  suite  des  signes  des  fx  -4-  i  fonctions  (i) 
pour  X  =  « ,  sur  le  nombre  des  variations  que  présente 
la  suite  des  signes  des  mêmes  fonctions  pourx=z  &. 

Désignons  par 
les  quotients  que  l'on  obtient  en  divisant  V  par  V,,  V| 
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par  V,, .  :  . ,  V^^^  par  V^_i;  on  aura  celle  suite  d'éga- 
lités: 

V  z=V.Q,-V,, 

(2)  .  ;  v,  =  v3Q,-V4, 


qui  conduisent  aux  deux  conséquences  suivantes  : 

ï"  Dans  là  suite  (i),  deux  fonctions  consécutives  ne 
peuvent  s^ annuler  pour  la  même  valeur  de  x. 

En  effet,  si  l'on  avait  V;t_i  =  o,  V/^  =  o,  pour  une 
certaine  valeur  de  Xj  la  relation 

(3)   '■  V-*_,.=  V*Q*-^V*H_,. 

montre  que  l'on  aurait  en  même  temps  \k^i  =  o.  On 
conclut  de  là  que  si  une  même  valeur  de  x  annulait  deux 
fonctions  consécutives,  elle  annulerait  aussi  toutes  les 
suivantes,  ce  qui  est  impossible,  puisque  la  dernière  fonc- 
tion V^  est  une  constante  différente  de. zéro. 

2**  &*,  pour  une  valeur  de  Xy  Vune  des  fonctions  de 
la  suite  (i),  autre  que  la  première,  s^atinulcy  la  fonc- 
tion précédente  et  la  fonction  suivante  sont  dé  signes 
contraires. 

En  effet,  si  Ton  a  V;t  =  o,  l'égalité  (3)  donne 

V*_,  =  -  V*^, . 

Faisons  maintenant  croître  x  d'une  manière  continue 
entre  les  limites  a  et  6;  la  suite  des  signes  des  fonc- 
tions (i)  ne  pourra  être  modifiée  qu'à  l'instant  où  x  at- 
teindra et  dépassera  une  valeur  qui  annule  une  ou  plu- 
sieurs des  fonctions  de  la  suite  (i).  Soit  a  Y  une  de  ces 
valeurs,  et  supposons  d'abord  que  parmi  les  fonctions 

i8. 
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qui  s'annulent  pour  a:  =  a,  la  première  V  ne  soit  pas 
comprise. 

Si  h  désigne  une  quantité  positiye  suffisamment  petile, 
les  équations  Vj_t  =  o,  V^^i  =  o  n'auront  aucune  racine 
entre  a  —  A  et  a  +  A*  et)  en  conséquence,  chacune  des 
fonctions  Vjt_i,  ^«4.1  conservera  le  même  signe  quand  on 
fera  croître  x  de  a  —  h  à  a -h  h.  Ces  fonctions  étant 
de  signes  contraires  pour  x  =  a,  comme  nous  Tavons 
dit  plus  haut,  elles  sont  pareillement  de  signes  con- 
traires pour  X  =  a  —  A ,  ainsi  que  pour  x  =  a  -f-  A  ;  donc 
la  portion  de  la  suite  (i)  qui  comprend  les  trois  fonctions 

offre  une  variation  unique  pour  x  =  a  —  A,  ainsi  que 
pour  X  =  a  -h  A  ;  ceci  s'applique  évidemment  à  cha- 
cune des  portions  de  la  suite  (i)  qui  sont  formées  par 
l'une  des  fonctions  Y^y  V^,. . .  et  les  deux  qui  la  com- 
prennent. On  peut  conclure  de  là  que  la  suite  des  signes 
des  fonctions  (i)  ne  perd  ni  ne  gagne  aucune  variation 
quand  x  croit  de  a  —  hk  a^h. 

Supposons  maintenant  que  x,  croissant  de  a  à  S,  at- 
teigne une  valeur  a  qui  annule  la  fonction  Y,  et  pour 
laquelle  quelques-unes  des  autfes  fonctions  de  la  suite  (1), 

telles  que 

V*,  V,,..., 

puissent  aussi  s'annuler.  Le  raisonnement  qui  précède 
montre  que  la  portion  de  la  suite  (i)  formée  avec  l'une 
de  ces  dernières  fonctions  et  les  deux  qui  la  comprennent 
présente  une  variation  unique  pour  x===  a  —  A ,  ainsi 

que  pour.j:  =  a  +  A.  D'ailleurs,  d'après  le  lemme  du 

V 
n^  120^  le  rapport  r=-  passe  du  négatif  au  positif  quand  x 

croit  de  a  —^  A  à  a  +  A  ;  ce  qui  revient  à  dire  que  les  deux 
fonctions  V,  Vj  offrent  une  variation  pour  .r  =  a —  A,  et 
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une  permanence  pour  x=i=a^h'^  donc,  dans  le  pas- 
sage de  x  =  a  —  Aàx  =  a-|-A,  la  suite  entière  des 
fonctions  (i)  perd  une  variation  et  n'en  perd  qu^une 
seule. 

En  résumé,  si  x  croit  d'une  manière  continue  depuis  a 
jusqa'à  6,  le  nombre, des  variations  de  la  suite  des  fonc- 
tions (i)  n'éprouve  de  modification  que  quand  x  atteint 
et  dépasse  une  racine  de  Féquation  V  =  o,  et  chaque  fois 
que  X  atteint  et  dépasse  une  telle  racine,  il  y  a  une  varia- 
tion perdue,  dans  la  suite  des  fonctions  (i);  ce  qui  dé- 
montre le  théorème  énoncé. 

128.  Sturm  a  fait  lui-même  sur  son  théorème  des 
remarques  importantes  que  nous  reproduisons  ici. 

1°  Dans  les  divisions  successives  qui  servent  à  trouver 
les  fonctions  V,  »  V^ , . .  • ,  il  est  permis  de  multiplier  ou 
de  diviser  les  dividendes  ou  les  diviseurs  par  des  nom- 
bres positifs  quelconques;  les  fonctions  (i)  se  trouveront 
alors  multipliées  par  des  facteurs  positifs,  ce  qui  ne  chan- 
gera point  leurs  signes.  Mais  il  faut  éviter  de  supprimer 
ou  d'introduire  des  facteurs  négatifs. 

2^  La  condition  que  la  dernière  des  fonctions  (i),  sa- 
voir V^,  est  une  constante,  n'intervient  pas  dans  la  dé- 
monstration que  nous  avons  présentée  du  théorème;  cette 
démonstration  suppose  seulement  que  V^  ne  change  pas 
de  signe  quand  x  varie  de  a  à  6.  Il  résulte  de  là  que  si, 
parmi  les  fonctions  (i),  il  s'en  trouve  une  Y^  qui  n'ait 
aucune  racine  comprise  entre  a,  et  6,  on  pourra  arrêter 
la  suite  (i)  à  cette  fonction  et  faire  abstraction  de  toutes 
celles  qui  suivent. 

3^  Il  peut  arriver  que  l'une  des  limites  a,  6  annule 
une  ou  plusieurs  des  fonctions  de  la  suite  (i);  mais  il 
ne  saurait  résulter  de  cette  circonstance  aucun  embarras 
pour  compter  le  nombre  des  variations.  Il  suffira  effecti- 
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vement,  dans  ce  cas,  de  substituer  ot  —  A  au  lieu  de  a  ou 
ê  +  A  au  lieu  de  6,  h  désignant  une  quantité  aussi  petite 
que  r*n  voudra.  Supposons  que  la  fonction  Y  s'annule, 
soit  pour  X  =  oc^  soit  pour  a:  =  6 .  Ainsi  que  nous  Tavons 
yu,  les  deux  fonctions  V,  Vf  offriront,  dans  le  premier 
cas,  une  variation  pour  xzzza  —  A,  et  une  permanence, 
dans  le  deuxième  cas,  pour  x  =  6  +  A.  Quant  aux  fonc- 
tions qui  suivent,  si  Tune  d'elles  s'annule  pour  a:  =  a  ou 
pour  j?=  €,  nous  avons  vu  que  pour  une  valeur  de  a:  très- 
peu  différente  de  a  ou  de  ë,  la  suite  formée  par  cette 
fonction  et  les  deux  qui  la  comprennent  offre  toujours 
une  variation  unique* 

129.  Le  théorème  de  Sturm  s'applique  sans  modifica- 
tion aux  équations  qui  ont  des  racines  multiples,  pourvu 
que  l'on  fass^  abstraction  du  degré  de  multiplicité  de  ces 
racines. 

En  effet,  soit  X=:o  une  équation  qui  a  des  racines 
multiples,  et  désignons  par  Xi  la  dérivée  du  polynôme  X. 
Opérons  sur  les  fonctions  X  et  Xi ,  comme  s^il  était  ques- 
tion de  chercher  leur  plus  grand  commun  diviseur,  en 
ayant  soin  de  changer  le  signe  de  chaque  reste,  ainsi  que 
le  prescrit  Ténoucé  du  théorème.  On  obtiendra  ainsi  la 
suite  de  fonctions 

(l)  X,  X| ,  X2,  . . .  >x^__,,  x^, 

dans  laquelle  le  dernier  terme  ne  sera  plus  constant^ 
mais  trois  fonctions  consécutives  seront  encore  liées 
entre  elles  par  une  égalité  de  la  forme 

X*_,  =  XjtQ*  —  Xi^^_l , 

ou  Qjt  désigne  une  fonction  entière. 

Soit  D  le  produit  des  facteurs  linéaires  communs 
à  X  et  à  Xi  ;  il  est  évident  que  les  fonctions  (i)  pourront 
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être  divisées  exactement  par  D,  et  si  ron  désigne  par 

les  quotients  de  ces  divisions,  la  dernière  des  fonctions  (2) 
sera  nne  constante,  en  outre  trois  fonctions  consécutives 
de  celte  suite  seront  liées  entre  elles  par  la  relation 

V        X 

enfin,  d'après  le  lemme  du  n^  120,  le  rapport  — -  =r  — 

passera  toujours,  en  s' annulant,  d'une  valeur  négative  à 
une  valeur  positive.  En  conséquence,  on  peut  appliquer 
aux  fonctions  (a)  le  raisonnement  entier  du  n**.127,  et  il 
en  résulte  que  si  6  est  ^  a,  Téquation  V  =  oouX  =  o  a 
autant  de  racines  comprises  entre  a  et  6  qu'il  y  a  de  va- 
riations perdues  dans  la  suite  des  signes  des  fonctions  (2), 
lorsque  x  croît  de  a  à  S.  Enfin,  comme  les  fonctions  (i) 
s'obtiennent  en   multipliant   les  fonctions    (2)   par  un 

même  polynôme  D,  il  est  permis  de  substituer  les  unes 

« 

aux  autres. 

Des  conditions  de  réalité  de  toutes  les  racines  d'une 

équation  de  degré  donné. 

130.  Pour  avoir  le  nombre  total  des  racines  réelles 
d'une  équation  donnée  V  =  o,  il  suffit  de  former,  confor- 
mément au  théorème  de  Sturm,  la  suite  des  fonctions 

(0  V,  V|,  Vî,  . . . ,  V^_i ,  v^, 

et  d'y  substituer  successivement  deux  limites  L,  1/ 
entre  lesquelles  toutes  les  racines  réelles  soient  comprises  *, 
mais  comme,  pour  une  valeur  de  x  dont  le  module  est 
suflSsamment  grand,  une  fonction  entière  a  toujours  le 
signe  de  son  premier  terme,  et  que  nous  n'avons  à  nous 
préoccuper  que  du  signe  des  résultats  des  substitutions,  on 
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peut  prendre,  pour  plus  de  commodité,  —  oo  et  +  oo  au 
lieu  de  L  et  de  L'.  Soient  donc  A  le  nombre  des  va* 
riations  contenues  dans  la  suite  des  fonctiops  (i),  pour 
x=  —  00  5  A;'  le  nombre  des  variations  de  la  même  suite 
pour  jc  =  4-  00  ,  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équa- 
tion V  =  o  sera  A  — h!. 

Si  l'on  veut  avoir  séparément  le  nombre  des  racines 
positives  et  celui  des  racines  négatives,  il  faudra  en  outre 
substituer  zéro  à  x  dans  la  suite  (i),  ce  qui  réduira  cha- 
cune des  fonctions  à  son  dernier  terme  ;  soit  A^  le  nombre 
des  variations  de  la  suite  (i)  pour  x=o^  l'équation  pro- 
posée aura  Ai — A'  racines  positives  et  A-— &i  racines 
négatives. 

131.  Supposons  maintenant  que  Ton  veuille  connaître 
les  conditions  qui  doivent  être  remplies  pour  que  Téqua- 
tion  V'  ==  o,  du  degré  m,  ait  ses  m  racines  réelles  et  iné- 
gales. Il  faut  et  il  suffit,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  que  la 
suite  des  fonctions  (i)  perde  m  variations  quand  x  croît 
de'  — 00  à  +  00  •,  cela  exige  d'abord  que  cette  suite  ait  au 
moins  m-h  i  termes ,  or  elle  ne  peut  en  avoir  davan- 
tage, donc  le  nombre  (i  est  égal  à  m,  et  les  fonctions  (i) 
sont  respectivement  des  degrés 

/w,  m  —  ï,  /w— ^2,...,i,  o. 

En  outre,  la  suite  des  signes  des  m  -f- 1  fonctions  (i) 
doit  renfermer  m  variations  pour  a:  =  —  oo  ,  et  elle  n'en 
doit  plus  ofirir  aucune  pour  a:  =  -f-  oo  5  il  est  évident  que 
cela  revient  à  dire  que  le  coefficient  du  premier  terme, 
dans  chacune  des  fonctions  (1),  doit  être  positif. 

On  peut  énoncer,  d'après  cela,  la  proposition  sui- 
vante : 

Pour  qu^une  équation  du  degré  m  ait  ses  m  racines 
réelles  et  inégales  y  il  faut  et  il  suffit  que  la  suite  formée 
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conformément  à  l  *  énoncé  du  théorème  de  Sturm  se  com' 
pose  de  m  -h  i  fonctions,  et  que^  dans  chacune  de  ces 
fonctions^  le  coefficient  du  premier  terme  soit  positif. 

Comme,  dans  les  deux  premières  des  fonctions  dont 
^ous  venons  de  parler,  le  coefficient  du  premier  terme  est 
toujours  positif,  la  proposition  précédente  indique  seule- 
ment m  —  1  conditions  pour  la  réalité  de  toutes  les  ra- 
cines. Mais  il  se  peut  que  ces  conditions  rentrent  les  unes 
dans  les  antres  ;  le  nombre  m  —  i  ne  doit  donc  être  re- 
gardé que  comme  une  limite  supérieure. 

Exemple.  —  Prenons  pour  exemple  Féquation  du  troi- 
sième degré 

pour  éviter  les  dénominateurs,  dans  les  deux  divisions 
que  nous  avons  à  exécuter,  je  multiplie  les  dividendes 
respectivement  par  3  et  4p'  \  on  a  alors 

V  =  x* -+-/7X -h  <7,     ou     3j;*-f- 3/?jr -f- Sgf, 
Vi=3x' -+-/?,  ou      I2/P^  x'-f- 4/^% 

V,=  —  2/?x  —  3  y, 
Va=  —4/'*—  279». 

Les  conditions  de  réalité  des  trois  racines  sont  donc 

— />>o,     —  4/^'  — a7<7^>o; 

mais  la  première  condition  est  comprise  dans  la  seconde; 
celle-ci  peut  s'écrire 

4/?3-t-  277'<o; 

c^est  la  même  que  nous  avons  déjà  obtenue  par  une  autre 
▼oie,  au  n**  125. 

Extension  de  la  méthode  de  Sturm. 

132.  Les  fonctions  dont  le  théorème  de  Sturm  prescrit 
l'emploi  peuvent  être  quelquefois  suppléées,  ainsi  que  Ta 
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remarqué  Tillustre  auteur,  par  d'autres  fonctions  qui 
remplissent  le  même  objet. 
Soient 

(i)  V,  V(,   Vj, ...,  V^ 

jx  -H  I  fonctions  entières  d'une  variable  x  qui  satisfont 
aux  conditions  suivantes  : 

I**  Que  la  dernière  Jonction  V^  ne  change  pas  de 
signe  quand  x  varie  entre  deux  limites  données  a  et 
6>«; 

2**  Que  deux  fonctions  consécutwes  ne  puissent  s'an- 
nuler pour  une  même  valeur  de  x  comprise  entre  a 
et  6; 

3®  Que  si  une  fonction  autre  que  la  première  s^an- 
nule  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  6,  les 
deux  fonctions  qui  la  comprennent  aient  alors  des  va- 
leurs de  signes  contraires; 

V 

4°  Que  le  rapport  — -  passe  toujours  du  négatif  au 

positif  chaque  fois  qui  il  s*  annule  y  quand  x  croit  de  a 
à  6. 

Il  est  évident  que  ce»  conditions  sont  les  seules  que 
nous  ayons  fait  intervenir  dans  la  démonstration  du 
n**  127;  on  peut  donc  affirmer  que,  dans  noire  hypo- 
thèse, le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  V  =  o 
comprises  entre  a  et  ê  est  égal  au  nombre  des  variations 
perdues  par  la  suite  (i)  dans  le  passage  de  j:  =  a  à 
x  =  0. 

Supposons  que  la  dernière  des  quatre  conditions  que 
nous  venons  de  mentionner  soit  remplacée  par  la  condi- 

V 

tion  contraire,  savoir  :  Que  le  rapport  —  passe  toujours 

du  positif  au  négatif  en  s*  annulant^  quand  x  croît  de  a 
A  6.  Les  trois  premières  conditions  étant  maintenues,  il 
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est  évident  que  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'éqnalion 
V  =  o  comprises  entre  a  et  6  sera  égal  au  nombre  des 
variations  gagnées  par  la  suite  (i),  quand  x  croit  de  a  à  S. 
C'est  uniquement  pour  fixer  les  idées  que  nous  avons 
supposé  6  }>  a  ;  les  mêmes  choses  ont  lieu  dans  le  cas  de 
S<^a,  seulement  les  variations  perdues  deviennent  des 
variations  gagnées,  et  inversement. 

133.  Supposons  maintenant  que  les  trois  premières 
des  quatre  conditions  précédentes  existent  seules,  et  que 
Ton  ait  constaté  chez  la  suite  (i)  une  perte  ou  un  gain 
de  h  variations  dans  le  passage  de  x  =  a  à  a;  =  6,  a  et  6 
étant  des  quantités  quelconques  données.  Il  est  évident 
que  si  l'on  fait  varier  x  dans  le  même  sens,  depuis  x=:a 
jusqu'à  a:=  S,  le  nombre  des  variations  de  la  suite  (i) 
ne  pourra  être  modifié  qu'à  l'instant  où  x  atteindra  et 
dépassera  une  valeur  qui  annule  la  première  fonction  Y. 
Donc,  la  perte  ou  le  gain  de  A  variations  ne  peut  avoir  lieu 
que  si  l'équation  V  =  o  a  au  moins  k  racines  réelles  entre 
«  et  6. 

En  outre,  si  l'on  désigne  par  A  l'excès  du  nombre  jde 

fois  que  le  rapport  —-9  en  s'évanouissant  et  en  changeant 

de  signe,  passe  du  positif  au  négatif,  sur  le  nombrede  fois 
que  le  même  rapport,  en  s'évanouissant  et  en  changeant 
désigne,  passe  du  négatif  au  positif,  on  aura  nécessaire- 
ment 

le  signe  +  ayant  lieu  dans  le  cas  où  la  suite  (i)  gagne  k 
variations  quand  on  passe  de  a:  =:  a  à  j?  =  S,  et  le  signe  — 
dans  le  cas  où  la  même  suite  perd  k  variations. 
Désignons  aussi  par  A'  l'excès  du  nombre  de  fois  que 

y 

le  rapport  —?  s'annule  en  passant  du  positif  au  négatif  sur 
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le  nombre  de  fois  que  le  même  rapport  s'annule  en  pas- 
sant du  négatif  au  positif,  quand  x  varie  de  a  à  6.  Comnie 
y  et  Yi  sont,  par  hypothèse,  de  signes  contraires,  chaque 

fois  que  Vi  s'annule,  les  deux  rapports  -ît  et  rp  passent, 

l'un  du  positif  au  négatif,  l'autre  du  négatif  au  positif; 
si  donc  on  représente  par  V  le  nombre  des  yariations 
gagnées  ou  perdues  par  la  suite 

dans  le  passage  de  a?  :;=  a  à  j:  :^  6,  on  aura,  comme  plus 
haut, 

Comparons  maintenant  les  nombres  k  et  V,  La  suite  (2) 
se  déduit  de  la  suite  (i)  en  supprimant  dans  celle-ci  le 

premier  terme  ^  donc,  si  le  rapport  —  a  le  même  signe 

pour  X  =  a  et  pour  x  =  6,  on  aura  À^  =  A,  et,  par 
suite, 

A'=— A; 

si  —  a  le  signe  -+-  pour  a:  =  a  et  le  signe  —  pour  x  =  6, 

on  aura  A'  =  A  zi:  1 ,  le  signe  supérieur  ayant  lieu  quand 
il  y  a  gain  de  variations  dans  le  passage  de  x  =  a  à  x  =  6, 
et  l'inférieur  dans  le  cas  contraire  ;  on  a  donc 

A'  =  —  A  -t-  I  ; 

enân,  si  --  a  le  signe  —  pour  x  =  a,  et  le  signe  H-  pour 

x  =  6,  on  a  encore  A^  =  A  ±  i  ;  mais  ici  le  signe  supé- 
rieur a  lieu  dans  le  cas  d'une  perte  de  variations,  et  le 
signe  inférieur  dans  le  cas  contraire  \  il  en  résulte  que 

A'  z=  —  A  —  I . 

Ainsi,  en  résumé,  l'excès  ù!  est  égal  à  —  A,  à  —  A  -i- 1 
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I 


V 

ou  à  —  A  —  I  ;  le  premier  cas  a'  Heu  quand  «-  a  le  même 

signe  pour  x  =  a  et  pour  a:  =  ê  ^  le  deuxième  cas  quand 
le  même  rapport  est  positif  pour  a?  =:  a  et  négatif  pour 

V  . 

x  =  g*  le  troisième  cas,  enfin,  quand  rr-  est  négatif  pour 

a:  =  a  et  positif  pour  a:  =  6.  On  trouvera  plus  loin  une 
application  importante  de  ce  résultat. 

Si  le  nombre  k  est  égal  au  degré  m  de  la  fonction  V^ 
Véquation  V  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles  ^  en  outre, 
quand  x  croit  constamment  ou  décroit  constamment  de  a 

V 

à  S,  le  rapport  ^=-9  chaque  fois  qu'il  s'annule,  passe  tou- 

jours  du  positif  au  négatif,  ou  toujours  du  négatif  au  po- 
sitif.  Il  suit  de  là  que  le  raisonnement  dont  nous  avons 
fait  usage  (n^  123)  pour  établir  le  théorème  de  RoUe 
est  applicable  à  la  fonction  Vj,  comme  si  cette  fonction 
était  la  dérivée  de  Y  ^  en  conséquence,  deux  racines  de  Te- 
quation  Y  =  o  comprennent  nécessairement  ime  racine 
de  Téquation  Yi  =  o.  Si  cette  dernière  équation  est  du 
degré  m  —  i ,  elle  aura  toutes  ses  racines  réelles,  et  ces  ra- 
cines sépareront  celles  de  l'équation  Y  =  o. 

134.  Pour  bien  faire  sentir  l'importance  des  considé- 
rations qui  précèdent,  je  les  appliquerai  à  un  exemple 
remarquable,  celui  de  la  fonction  dont  nous  nous 
sommes  déjà  occupé  au  u?  124  et  que  nous  avons  repré* 
sentée  par  X„. 

Cette  fonction  X„  est  la  zi**"*'  dérivée  de  la  fonction 


1 . 2 ...  /i  X  2" 
ou 


*    r ,    'ï  /    ^t^[^ — 1)...(/8 — x-f-i)  ,  .     "1 
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on  a  donc 

2.4*0.  •  .2/1 

_^  .  .,(2/»-2X)(2ll  — 2A~-l)...(/»^l-2X-)  ^,*^^^ 

^  '^  (2.4«..2A-)  [2.4...(2/l  —  2/')] 

Le  polynôme  X„  est  du  degré  n^  il  ne  renferme  que  des 
puissances  de  x  de  même  parité  et  il  n*a  que  des  varia- 
tions. Dans  le  cas  de  /i  =  i ,  il  se  réduit  à  un  seul  terme, 
savoir  : 

(i)  %i=jc; 

pour  n  =  2,  on  a 

^     '  2  2  ! 

Si,  dans  Texpression  de  Xni  on  change  n  en  n  —  2,  il 
viendra 

I 
I 

^'^'~  2.4.6. ..(2/1-4)  -^        ••• 

^         '    [2.4. ..(aX'  —  2][2.4...(2«-"  2^'  —  2)] 

et  l'on  vérifie  très-facilement  que  la  somme 

est  égale  au  produit  de  la  fonction  X„^i  par  (2/1  —  i]x\ 
on  a  donc 

(3j         /ïX«—  (2/1  — i)xX,^_,H-(«  — i)X,_,  =  0. 

Cette  formule  servira  à  définir  Xo  en  y  faisant  ti  =  2  et 
en  substituant  les  valeurs  de  Xi  etXi  écrites  plus  haut; 
on  trouve  ainsi 

(4)  x.  =  .. 
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Gela  posé^  considérons  la  suite  des  fonctions 

la  dernière  de  ces  fonctions  est  constante;  et,  d'après  la 
formule  (3),  deux  fonctions  consécutives  ne  peuvent  être 
nulles  pour  une  même  valeur  de  X]  car  si  elles  s'éva- 
nouissaient, la  dernière  fonction  Xq  serait  nulle,  ce  qui 
n'a  pas  lieu  ;  en  outre,  quand  Tune  des  fonctions  X,  autre 
que  la  première,  s'annule,  les  fonctions  qui  la  compren- 
nent sont  de  signes  contraires,  d'après  là  formule  (3). 
>  Enfin,  cette  même  formule  (3)  jointe  aux  formules  (i) 
et  (a)  montre  que  l'on  a 

X;„  =  (— i)"    pour    x  =  —i, 
Xot=H-i  pour     a:=4-i; 

donc,  quand  on  fait  croître  a:  de  — ià  +  i,la  suite  (5) 
perd  n  variations,  d'où  l'on  peut  conclure  que  : 

I**  L'équation  X„  =  o  a  ses  /i  racines  réelles  inhales 
et  comprises  entre  —  i  et  -f- 1  ; 

2**  Les  racines  de  Ir'équation  X„_j  ===  o  séparent  celles 
de  l'équation  X»  =  o  5 

3°  Si  a  et  D  ^  a  sont  deux  nombres  compris  entre  —  i 
et  -j-i,  le  nombre  des  variations  de  l'équation  X„  =  p 
comprises  entre  a  et  S  sera  égal  au  nombre  des  variations 
perdues  par  la  suite  (5),  dans. le  passage  de  x  =^  a  à 
a:  =6. 

On  serait  arrivé  aux  mêmes  résultats  en  considérant,  au 
lieodes  fonctions  (S),  la  suite 

\^j  An,     An»    A.«,  .  .  .  ,    An    ) 

formée  par  la  fonction  X»  et  ses  dérivées  successives.  On 
a  effectivement  les  relations  suivantes,  qu'il  est  facile  de 
vérifier  au    moyen  de  l'expression  de  X„   écrite   plus 
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haut  : 

(7)  (i  —  x'jx'L  —  nxX'n  4-  n{n  -*-i)X„  =  o, 


et 


w 


On  voit,  par  ces  relations^  que,  dans  la  suite  (6),  deux 
fonctions  consécutives  ne  peuvent  pas  s'annuler  en  même 
temps,  et  que,  si  Tune  d'elles  s'évanouit  pour  une  valeur 
de  X  comprise  entre  —  i  et  +  i ,  la  fonction  qui  précède 
et  celle  qui  suit  ont  des  valeurs  de  signes  contraires.  Ces 
mêmes  relations  montrent  que,  pour  x  =  —  i ,  la  suite  (6) 
n*oiTre  que  des  variations,  tandis  qu'elle  n'a  que  des  per- 
manences pour  X  =:^  4-  i;  on  peut  donc  tirer  les  mêmes 
conséquences  que  nous  avons  formulées  plus  haut.  Cette 
conclusion  s'accorde  avec  la  proposition  du  u^  119, 
puisque  l'équation  X„  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles. 

135.  On  peut  encore  démontrer  très-simplement,  par 
la  méthode  de  Sturm,  la  réalité  des  racines  des  équations 
en  X  que  nous  avons  obtenues  dans  le  Chapitre  précédent 

en  appliquant  la  transformation  z  -^ —  =  x*  aux  deux 

z 

équations 


z»»  -f- 1  =  o,     z'"  -h  a^*-'  -h . .  .  -h  «=»  -h  z  -f- 1  =  o. 

Application  de  la  méthode  de  Sturm  à  la  détermina- 
tion du  nombre  qui  exprime  combien  une  équation 
quelconque  a  de  racines  réelles  ou  imaginaires  dans 
r intérieur  d^un  contour  donné, 

136.  Soh/[z)  =  P  -H  iQ  une  fonction  entière  de  la 
variable  imaginaire  ^  =  x  -H  ijr^  dans  laquelle  les  coef- 
ficients sont  des  quantités  quelconques  données  réelles  ou 


SECTION    I.   CHAPITRE    VI.  28y 

iraaginaîres;  i  désigne,  comme  à  l'ordinaire,  l'imaginaire 

^— I,  P  et  Q  sont  des  fonctions  réelles  des  variables 
réelles  x  et  j. 
Pour  connaître  le  nombre  w  des  racines  de  l'équation 

comprise  dans  un  contour  donné,  il  suffit,  d'après  le 
théorème  de  Caucby  (n*'  55),  de  chercher  l'excès  A  re- 
latif à  ce  contour  ;  on  a  effectivement 

si  Ton  suppose  qu'il  n'y  ait  aucun  point  racine  sur  le 
contour  lui-même.  Rappelons  encore  que  si,  partant  d'un 
point  quelconque,  on  décrit  le  contour  donné,  comme 
il  a  été   indiqué   au  n°   55,   le  nombre  A  est  égal   à 

Texcès  du  nombre  de  fois  que  le  rapport  —  ?  en  s'éva- 

nouissant  et  en  changeant  de  signe,  passe  du  positif  au 
négatif,  sur  le  nombre  de  fois  que  le  même  rapport,  en 
s'évanouissant  et  en  changeant  de  signe,  passe  du  négatif 
au  positif. 

Quel  que  soit  le  contour  donné,  on  peut  le  partager  en 
plusieurs  parties  telles  que  AB,  et  il  est  évident  que  l'ex* 


0  X 


ces  A  relatif  au  contour  total  sera  égal  à  la  somme  des 
excès  qui  se  rapportent  aux  diverses  parties  dans  les- 
quelles ce  contour  a  été  divisé. 

Si  les  coordonnées  x  et  j^,  pour  la  portion  AB  du  con- 
tour donné,  sont  exprimables  par  des  fonctions  ration- 
L  19 
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nellesil'une  variable  t^  eu  sorte  que  Ton  ail 

?)  ^,  ^,  V  étant  des  fonctions  entières,  on  pourra  déter- 
miner Texcès  positif  ou  négatif  A  qui  se  rapporte  à  la  por- 
tion de  contour  AB  par  une  règle  très-simple  que  Sturm 
a  fait  connaître  (*)*  Soient  t^  la  valeur  de  t  qui  se  rap- 
porte au  point  A  et  T  celle  qui  est  relative  au  point  B. 
Quand  on  décrit  Tare  AB  en  marchant  de  A  vers  B,  la 
variable  t  a  ainsi  la  valeur  initiale  /o  ^t  la  valeur  finale  T, 
mais  dans  l'intervalle  elle  peut  varier  d'une  manière 
quelconque  et  repasser  plusieurs  fois  par  les  mêmes 
valeurs.  Remplaçons  x  eiy  par  leurs  valeurs  fonctions 

de  t^  le  rapport  rr  deviendra  une  fonction  rationnelle 

de  ^,  et  Ton  aura 

P       V 


Q       V. 

V  et  Yi  désignant  des  fonctions  entières  de  f,  sans  divi- 
seur commun.  Cela  posé,  voici  en  quoi  consiste  la  règle 
de  Sturm  : 

Si  le  degré  de  V  nest  pas  inférieur  au  degré  de  Vi, 
on  dwisera  V  par  Vi,  et  on  poussera  V opération  jusquà 
ce  que  Von  obtienne  un  reste  —  V»  de  degré  inférieur 
au  degré  de  Vi  •,  on  divisera  pareillement  Vi  par  Vj,  ce 
qui  donnera  un  reste  —  Va  5  on  di\*isera  encore  Vj  par 
Vs,  et  on  continuera  la  même  série  d"* opérations  jusqiH à 
ce  que  Von  arris^e  à  un  dernier  reste  —  V  indépendant 
de  t.  On  obtiendra  ainsi  la  suite  de  fonctions 

V>  V I ,    V  j , . . . ,   V^  __  j ,   v^  ; 
{*)  ^urnal  de  Biathématiqurs  pures  et  appliquées,  i'®  série,  t.  I. 
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on  comptera  le  nombre  des  variations  que  présente  la 
suite  des  signes  de  ces  fonctions  pour  t^^^T,  ainsi  que  le 
nombre  des  ^variations  quelle  présente  pour  ^  =  f©  î  I^OX" 
ces  du  prentier  nombre  sur  le  second  sera  précisément 
V excès  cherché  A. 

Si  le  degré  de  V  est  inférieur  au  degré  de  Vi ,  on  opé^ 
rera  de  la  même  manière^  seulement,  dans  la  première 
dimion,  on  prendra  Vi  pour  di\^idende  et  V  pour  divi^ 
seur^  on  obtiendra  ainsi  la  suite 

on  comptera  le  nombre  des  variations  de  cette  suite 
pour  f  =  T,  ainsi  que  le  nombre  de  ses  variations  pour 
f  =  t^^  et  si  l'on  désigne  par  h  Vexe  es  du  premier  nom^ 
hre  sur  le  second ^  on  aura  A  =  * —  k,  ou  A  =  —  A-f-i, 
ou  A  =  —  k — I,  sav^oir  :  i^  A  =  — k,  quand  lès 
termes  Vi,  V  offrent  une  variation  ou  une  permanence 
pour  t  =  tii  ainsi  que  pour  t  =  T]  2**A=:  —  /r-hi,  quand 
les  termes  V< ,  V  offrent  une  permanence  pour  1"=!  t^ 
et  une  variation  pour  f  =  T  ;  3^  enfin ,  A  =  —  k  —  i , 
quand  les  termes  Vi ,  V  offrent  une  variation  pour 
/  =  fo  >  et  une  permanence  pour  f  =  T. 

Cette  proposition  devient  évidente  après  les  dévelop- 
pements que  nous  avons  présentés  au  n^  133. 

137.  Si  le  contour  que  l'on  considère  est  une  circonfé- 
rence de  rayon  R  dont  le  centre  soit  placé  aurpoint  qui  a 
Xo  et  y^  pour  coordonnées ,  on  pourra  faire 


et  pour  décrire  la  circonférence  entière,  en  marchant  tou- 
jours dans  le  même  sens,  il  suffira  de  faire  croitre  t  de 

—  00  à  +  00  . 

«9- 
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Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  le  contour  donné  est 
un  rectangle  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  axes  coor- 
donnés ;  on  cherche  alors  séparément  la  valeur  de  Fex- 

cès  A  qui  se  rapporte  à  chaque  côté.  Dans  ce  cas,  Tune 

p 
des  coordonnées  a:,  j  est  constante,  et  le  rapport  -  est 

une  fonction  rationnelle  de  la  deuxième  coordonnée;  on 
peut  donc  prendre  celle-ci  pour  la  variable  t  que  noas 
avons  introduite. 

Soit  le  rectangle  ABDC,  et  supposons  que  Ton  ait  res- 


y 

• 

D 

B 

0 

C 

A 

pectivement 

X ..     tX/0     et     X  —  ■  A. 

pour  les  côtés  parallèles  CD  et  AB, 

.r~Xo     et    j  =  Y 
pour  les  côtés  CA  et  DB.  Représentons  par 

{a^  -f-  ib,)  (jr  +  /.r)™  -f-  («,  ■+■  ib^)  [x  -h  z»"*-'  -f- . . . 

le  premier  membre  de  l'équation  proposée.  On  J)eut  tou- 
jours ramener  le  coefficient  du  premier  terme  à  l'unité  ou 
à  i  ;  mais  nous  ne  ferons  point  cette  simplification  et  nous 
supposerons  que  a^  ne  soit  pas  nul  quand  m  est  pair  et 
que  5o  ne  le  soit  pas  quand  m  est  impair.  Cela  posé,  la 
fonction  P  étant  ordonnée  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  j^,  son  premier  terme  sera  ±  «oj^"*  dans 
le  cas  de  m  pair,  et  il  sera  ±  b^^y"*  dans  le  cas  de  m  im- 
pair. Donc,  si  l'on  attribue  à  y  une  valeur  positive  ou 
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négative  déterminée,  dont  le  module  soit  sufBsamment 

p 

grand,  le  rapport  —  né  s'annulera  pour  aucune  valeur  de 

jr  comprise  entre  a:©  et  X  ;  en  conséquence,  si  l'on  suppose 
jq=z —  oo,Y=-+-oo,  l'excès  relatif  à  chacune  des  por- 
tions CA,  BD  du  contour  sera  nul.  D'ailleurs>  l'excès  re« 
latif  au  côté  DC  est  égal  et  de  signe  contraire  à  l'excès  qui 
se  rapporte  au  même  côté  CD  changé  de  sens,  et,  en 
conséquence,  on  a  la  proposition  suivante  : 

Soient  z  une  variable  imaginaire  x  -h  iy  et 

une  fonction  entière  de  z.  Soitk^  r excès  du  nombre  de 

fois  que  le  rapport  ,  f       [  f  annule  en  passant  du  positif 

au  négatif  sur  le  nombre  de  fois  que  le  même  rapport 
s'annule  en  passant  du  négatif  au  positifs  quand  y  varie 
de  —  00  à  +  00  5  soit  aussi  K  la  quantité  analogue  /'e- 

lative  au  rapport  ^      ' — -.  >  et  désignons  par  [a  le  nombre 

des  racines  de  V équation  f  [z)  ==  o  comprises  entre  les 
deux  parallèles  qui  répondent  à  x  =  x^^  xzzz"^-^  on 
aura 

^— 

•        2 

II  est  presque  superflu  d'ajouter  qu'on  peut  déterminer 
d*une  manière  semblable  le  nombre  des  racines  comprises 
entre  deux  parallèles  à  l'axe  des  x. 

\ 

■ 

;     Premières  recherches   sur   la   séparation    des   racines 
'>        réelles  des  équations  numériques.  Emploi  du  théorème 
de  Sturm. 

138.  Une  équation,  dans  laquelle  quelques-uns  des 
coefficients  sont  imaginaires,  peut  être  mise  sous  la  forme 
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(p(x)  •+-  i^(^)  =o,  ^(x)  et  ^{x)  étant  des  polynômes 
à  coefficients  réels,  et  les  racines  réelles  doivent  évidem- 
ment satisfaire  aux  deux  équations  cp  (x)  =  o,  ^  [x)  =  o, 
ainsi  qu'à  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  polynômes  tf(x)  et  ^(x)*,  il 
en  résulte  que  la  recherche  dont  nous  avons  à  nous  oc- 
cuper doit  être  bornée  aux  équations  à  coefficients  réels. 
En  outre^  il  n'y  a  évidemment  lieu  de  considérer  que  les 
équations  qui  n'ont  pas  de  racines  égales. 

La  première  idée  qui  se  présente  pour  séparer  les  ra- 
cines d'une  équation  y(x)  =  o,  d'un  degré  quelconquem, 
et  qui  n'a  pas  de  racines  égales,  est  de  déterminer  (n**  112) 
deux  limites  /  et  L  ^  /,  entre  lesquelles  les  racines  réelles 
soient  toutes  comprises,  et  de  substituer  à  x^  dans  le  po* 
lynôme  f{x)^  une  suite  de  nombres  croissants 

(l)  < 9     •  I  »     '3>  •  *   •  9     'a  > 

commençant  à  la  limite  inférieure  l  et  se  terminant  à  un 
terme  4  ^g^l  <>ti  supérieur  à  L.  Deux  termes  consécutifs 
de  cette  suite,  s'ils  fournissent  des  résultats  de  signes  con- 
traireç,  comprendront  entre  eux  au  moins  une  racine 
(n^  115)^  mais,  si  ces  résultats  sont  de  même  signe,  on 
ne  pourra  plus  rien  conclure  en  général.  Toutefois,  la 
séparation  des  racines  sera  eniièrement  effectuée,  s'il 
arrive  que  le  nombre  des  intervalles  dans  chacun  des- 
quels les  substitutions  indiquent  l'existence  d'une  ra- 
cine, soit  égal  au  degré  m  de  l'équation*,  la  même. chose 
aura  lieu  aussi,  si,  le  nombre /ix  de  ces  intervalles  étant 
inférieur  à  m,  on  a  constaté,  par  le  théorème  de  Descartes, 
ou  autrement,  que  l'équation  ne  peut  avoir  plus  de  ix  ra- 
cines réelles. 

Mais  le  procédé  dont  il  est  question  prendra  le  carac- 
tère d'une  méthode  générale  conduisant  infailliblement, 
dans  tous  les  cas,  à  la  séparation  des  racines  réelles,  si 
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nous  j  ajoutons  une  règle  pour  former  la  suite  (i)  de 
telle  manière  que  deux  termes  consécutifs  ne  puissent 
comprendre  plus  d^une  racine.  Or,  il  est  évident  qu'on 
réalisera  cette  condition  en  faisant  coïncider  la  suite  (i) 
avec  une  progression  par  différence 

{2)  /,  /  -f-  A,  /  -h  2  A , . . . ,  /  -h  /?/i , 

dans  laquelle  la  différence  h  soit  inférieure  à  la  diffé- 
rence de  deux  racines  réelles  quelconques  de  l'équation 
f(x)  =  o  5  tout  est  donc  ramené  à  déterminer  cette  quan- 
tité A.  On  y  arrive  par  le  moyen  de  l'équation  aux 
carrés  des  différences  (n^97)  des  racines  de  l'équation 
f[x)  =  o .  Supposons  que  Ton  ait  calculé  celte  équa- 

^      ^        ,  m(m  —  ï) 

tton,  qui  est,  comme  on  sait,  du  degré  — ^ et  que 

Von  ait  déterminé  une  limite  inférieure  X  de  ses  racines 
positives,  La  différence  de  à.eu%  racines  quelconques  de 

la  proposée  sera  supérieure  à  y  À,  et,  en  conséquence,  il 
suffira  de  prendre  pour  h  une  quantité  positive  égale  ou 

inférieure  à  v^.  La  différence  h  ainsi  déterminée  peut  être 
un  nombre  inférieur  à  i ,  et  l'on  doit  chercher  à  éviter  les 
substitutions  de  nombres  fractionnaires  -,  on  y  parviendra 
au  moyen  de  la  transformation  x  =  hx!  qui  sert  à  diviser 
par  h  la  racine  de  la  proposée.  En  faisant  cette  transfor- 
mation et  en  choisissant  /  de  manière   que  j  soit  un 

nombre  entier,  on  n'aura  à  substituer  que  des  nombres 
entiers  dans  l'équation  en  od, 

* 

139.  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  est  com- 
munément attribuée  à  Lagrange,  mais  il  est  juste  de  dire, 
et  l'illustre  géomètre  le  reconnaît  lui-même,  que  Wa- 
ring  avait  indiqué  antérieurement,  dans  ses  Miscellanea^ 
l'usage  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  pour  la 
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séparation  des  racines.  Cette  méthode  fait  connaitre  d*iuie 
manière  certaine  le  nombre  des  racines  réelles,  en  même 
temps  qu'elle  opère  leur  séparation;  mais  on  aperçoit 
sans  peine  combien  l'application  en  est  laborieuse,  en 
considérant  d'une  part  le  grand  nombre  de  substitutions 
que  l'on  peut  avoir  à  effectuer,  et  d'autre  part  la  lon- 
gueur du  calcul  nécessaire  pour  former  l'équation  aux 
carrés  des  différences.  Cependant  Cauchy  a  montré  qu'on 
peut  éviter  ce  dernier  calcul,  et  que,  pour  être  en  mesure 
d'assigner  unç  valeur  de  la  quantité  A,  il  suffit  de  con- 
naître le  dernier  terme  de  l'équation  aux  carrés  des  dif- 
férences, lequel  peut  être  calculé  séparément  par  diverses 
méthodes  dont  on  trouvera  le  développement  dans  la  Sec- 
tion II  de  cet  Ouvrage.  En  effet,  soient  a,  fc,  c, . . .  yf,  g 
les  m  racines  de  l'équation  f(x)  =  o;  le  dernier  terme 
deTéquation  aux  carrés  des  différences  sera  égal,  abstrac- 
tion faite  du  signe,  à  l'expression 

Cette  valeur  de  V  étant  supposée  connue,  soit  v  son  mo- 
dule, en  sorte  que  ^'  =  zh  V;  désignons  aussi  par  p  une 
limite  supérieure  des  modules  des  racines  de  l'équation 
proposée  (n*^  46).  Les  modules  des  différences 

seront  inférieurs  à  20  (n^39);  si  donc  on  suppose  que 
les  racines  aetb  soient  réelles,  l'égalité  précédente  don- 
nera 

..<(«- 6)^(2p)"'C"-.)-=     d'où     («-i)'>^-^Jl-^,; 

si  donc  on  prend 

^7. 


h  =1  OU  <^ 


m(m  — 1) 


la  quantité  k  sera  certainement  plus  petite  que  la  diffé- 
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rence  de  deux  racines  réelles  quelconques.  On  y  erra 
dans  la  Section  II  que  si  le  coefficient  du  premier  terme 
de  Téquation  proposée  est  égal  à  i  et  que  les  autres  coef* 
ficienls  soient  des  nombres  entiers,  la  quantité  v  est  tou- 
jours un  nombre  entier  5  on  pourra  donc,  dans  ce  cas,  se 
dispenser  de  calculer  ^  et  Ton  prendra 


h=  ou  <C 


m(m — i) 

^ —  I 


Ce  perfectionnement,  apporté  par  Cauchy,  a  sans  doute 
de  l'importance,  mais  il  ne  fait  pourtant  disparaître 
qu'une  partie  des  inconvénients  de  la  méthode. 

140,  Nous  ne  pouvons  nous  dispenser  d'indiquer  ici 
Tusage  de  Téquation  aux  carrés  des  différences  pour 
former  les  conditions  de  réalité  de  toutes  les  racines  de 
l'équation  proposée  f(x)  =  0.  Si  cette  dernière  équa- 
tion a  toutes  ses  racines  réelles,  il  est  évident  que  toutes 
les  racines  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  seront 
réelles  et  positives;  donc  cette  équation  sera  complète  et 
elle  n'offrira  que  des  variations.  Si  au  contraire  l'équa- 
tion/"(x)  =  0  n'a  pas  toutes  ses  racines  réelles,  soient 
a  ±  I S  deux  racines  imaginaires  conjuguées,  l'équation 
aux  carrés  des  différences  admettra  la  racine  négative 
— "4S*  et,  si  elle  est  complète,  elle  offrira  nécessairement 
quelques  permanences,  d'après  le  théorème  de  Uescartes. 
Donc  : 

Pour  qu'une  équation  ait  toutes  ses  racines  réelles^  il 
faut  et  il  suffit  que  V équation  aux  carrés  des  différences 
soit  complète  et  ne  présente  que  des  variations. 

Ce  théorème  donne  ainsi  — conditions,   mais 

quelques-unes  de  ces  conditions  devront  être  satisfaites 
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d'elles-mêmes  ou  rentreront  dans  les  autres,  car  on  a 
TU  au  n^  431  que  le  nombre  total  des  conditions  dis- 
tinctes ne  peut  pas  surpasser  m  —  i . 

141 .  Plusieurs  géomètres,  après  Lagrange,  ont  cherché 
à  éviter  Temploi  de  Téquation  aux  carrés  des  différences*, 
mais  nous  n'avons  à  signaler  aucun  résultat  essentiel, 
jusqu'à  la  découverte  du  théorème  de  Budan.  Ce  théorème 
a  une  grande  importance  dans  la  théorie  des  équationS) 
et  il  permet  d'effectuer  très-simplement,  dans  la  plupart 
des  cas,  la  séparation  des  racines.  Mais  avant  de  déve- 
lopper cette  application  importante .  du  théorème  de 
Budan,  je  dois  parler  de  la  méthode  si  remarquable 
qui  nous  est  donnée  par  le  théorème  de  Sturm,  et  qui 
résout  de  la  manière  la  plus  complète  et  la  plus  élégante 
le^problème  que  nous  avons  en  vue.  Effectivement,  quand 
on  aura  formé  les  fonctions  dont  ce  théorème  indique 
l'usage,  on  substituera  à  l'inconnue  une  suite  de  nombres 
croissants 

^9  ^9  7>  ^9***9  ^9 

et  le  théorème  fera  connaître  combien  il  y  a  de  racines 
dans  l'intervalle  que  forment  entre  eux  deux  termes  con- 
sécutifs de  cette  suite.  S'il  y  a  une  seule  racine  dans 
l'un  des  intervalles,  cette  racine  sera  séparée;  si,  au  con- 
traire, il  y  a  plusieurs  racines,  on  substituera  des  nom- 
bres intermédiaires,  et  l'on  arrivera  infailliblement  ainsi 
à  achever  la  séparation.  Il  est  à  peine  nécessaire  d'ajou- 
ter qu'on  devra  prendre  pour  termes  extrêmes  de  la  suite 
précédente  deux  nombres  au  delà  desquels  il  n'y  ait  plus 
de  racines  réelles. 

Les  nombres  à  substituer  peuvent  être  pris  arbitrai- 
rement*, mais  dans  les  applications  il  conviendra  en  gé- 
néral de  choisir  d'abord  les  nombres 


.. —  loo,    — 10,   —  I,   o,    -f-I,    -4-IO,    H-lOO 


>  •  •  •  ? 
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dont  la  substitution  se  fera  sans  difficulté.  Si  les  substitu- 
tions indiquent  Texistence  d'une  ou  de  plusieurs  racines 
dans  un  intervalle,  entre  i  et  lo  par  exemple,  on  substi- 
tuera les  nombres  a,  3, . . .  jusqu'à  9,  ce  qui  donnera  la 
partie  entière  des  racines  comprises  entre  i  et  lo.  S'il  y 
a  plusieurs  racines  dans  l'un  de  ces  nouveaux  intervalles, 
par  exemple  entre  3  et  4  9  on  substituera  les  nombres 
3,1;  3,2, . . .,  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  que  ce  procédé  donne  non-seulement  la  sépa- 
ration des  racines,  ce  qui  est  l'objet  que  nous  nous  pro- 
posons, mais  qu'il  permet  h  la  rigueur  de  calculer  chaque 
racine  avec  un  degré  d'approximation  quelconque. 

Il  importe  de  remarquer .  le  cas  où  l'on  sait  d'avance 
que  toutes  les  racines  de  l'équation  proposée  sont  réelles. 
Dans  ce  cas,  on  peut  se  dispenser  d'employer  le  théorème 
deSturm,  ou  plutôt  on  appliquera  ce  théorème,  en  pre- 
nant pour  suite  de  fonctions,  conformément  à  la  proposi- 
tion du  n*^  H9,  celle  qui  est  formée  du  premier  membre 
de  l'équation  proposée  et  de  ses  dérivées  successives. 

142.  Exemple  I.  —  Supposons  qu'on  demande  de  sé- 
parer les  racines  de  l'équation 

En  supprimant  certains  facteurs  numériques  positifs, 
l'application  du  théorème  de  Sturm  donnera  les  fonctions 
suivantes  : 


V 

J?<  -f-  x'  — 

4. 

r> 

4«2^  -+- 1, 

V| 

—  4-^' 

»H-3x= 

(  _ 

-8a: 

4 

V, 

'JJC^ 

'+80: 

4, 

V3 

4<2r 

+  5 

V4 

=  1; 

ces  fonctions  sont  au  nombre  de  cinq,  et  leurs  premiers 
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termes  sont  positifs,  donc  Téquation  proposée  a  ses  quatre 
racines  réelles.  Les  règles  des  n°*  113  et  114  indiquent 
que  les  racines  sont  toutes  comprises  entre  —  2  et  +  2, 
ce  qui  s'accorde  avec  les  résultats  des  substitutions. 
La  substitution  des  nombres 

—  2,    —  I,    O,    -h  I  ,     -1-2, 

dans  la  suite  des  fonctions  V,  donne  les  résultats  suivants  : 


X 

V 

V. 

V, 

V3 

V. 

—    2 

+ 

-f 

__ 

+ 

—    I 

-h 

+ 

+ 

4- 

0 

-h 

— 

— 

+ 

+ 

-+-    I 

— 

— 

-h 

4- 

4- 

-h    2 

-f- 

+ 

+ 

-f 

-h 

Il  y  a  deux  variations  perdues  dans  le  passage  de  —  2  à 

—  I ,  une  dans  le  passage  de  o  à  i  et  une  dans  le  passage 
de  z  à  2  ^  l'équation  proposée  a  donc  deux  racines  entre 

—  2  et  —  I ,  une  racine  entre  o  et  i  et  une  autre  i  et  2. 

Il  reste  à  séparer  les  deux  racines  comprises  entre  —  i 

et  —  2,  Or,  d'après  le  tableau  précédent,  on  voit  que  la 

première  des  fonctions  V  est  positive  pour   x  =  —  2, 

ainsi  que  pour  x=  —  1 ,  et  l'on  trouve  qu'elle  est  néga- 

3 
tive  pour  o:  = \  donc  les  deux  racines  négatiyes  sont 

j» 

comprises,  Tune  entre  — i  et  — 1,5,  l'autre  entre  — 1,5 
et  —  2. 

Exemple  IL  —  Prenons  pour  deuxième  exemple  l'é- 
quation 

.*«  -f-  X*  —  ^<  — ■  a;3  -4-  A-  —  .r  -f-  I  =  o  ; 
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on  trouve,  dans  ce  cas, 

V  =  a:®  -h  jc*  —  x^  —  x^  -^  x^  —  x  -f-  i , 

V,=:6x»-f-  Sx^  —  i\Jt^—  Sx'-h  2X—  I, 

Vî=:  17a:*  -f-  i^x^  —  27 X'  H-  Z^X  —  35, 
¥3!=:  —  792X^  4-  2o52.r2  —  2o58x  4-  127, 

¥4=  —  5i8o552x'  4-  49^3200  X  4-  10048623. 

On  reconnaît,  par  la  mélbode  du  n°  114,  que  réquation 
proposée  ne  peut  avoir  de  racines  réelles  en  dehors  des 
limites  —  0,6  et  4-  i.  Or  l'équation  V^=  o  a  ses  deux 
racines  réelles,  mais  l'une  d'elles  est  comprise  entre  —  1 
et— 0,6,  l'autre  entre  4-  i  et  4-25  donc  il  est  inutile, 
pour  notre  objet,  de  calculer  V»  et  V^c  La  suite  des  signes 
des  fonctions 

v  j   V| ,    Vo,    V3,    V4 , 

est,  pour  a?  =  —  0,6  , 


et,  pour  a:  =  4- 1 ,  cette  suite  devient 


il  y  a,  dans  les  deux  cas,  deux  variations;  donc  l'équation 
proposée  n'a  point  de  racines  réelles. 

Méthode  de  Fourier  pour  la  séparation  des  racines. 

143.  La  méthode  de  Sturm  ne  laisse  rien  à  désirer 
sous  le  rapport  de  la  perfection  théorique  5  malheureuse- 
ment le  calcul  des  fonctions  dont  cette  méthode  exige 
l'emploi  peut  devenir  très-pénible,  même  dans  des  cas  fort 
simples;  ainsi,  dans  le  second  des  exemples  que  nous  ve- 
nons de  présenter,  le  nombre  constant  Vg  qui  terminerait 
la  suite  complète  des  fonctions  n'a  pas  moins  de  quarante- 
quatre  chiffres.  Aussi  est-il  plus  avantageux,  dans  un 
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grand  nombre  de  cas,  de  se  borner  à  remploi  du  théo- 
rème de  Budan.  Ainsi  que  nous  l'avons  dit  déjà,  Fourier 
avait  trouvé  de  son  côté  ce  théorème,  et  il  a  montré  dans 
son  Analyse  des  équations  comment  on  peut  en  tirer 
parti  pour  effectuer  la  séparation  des  racines  réelles  d'ane 
équation,  et  obtenir  en  même  temps  le  nombre  exact 
de  ces  racines.  Nous  allons  indiquer  ici  cette  méthode  de 
Fourier  ^  mais,  afin  d'apporter  plus  de  clarté  dans  notre 
exposition,  nous  commencerons  par  établir  une  proposi- 
tion dont  nous  aurons  à  faire  usage. 

Lemme.  —  Soient  f  {x)  une  fonction  entière  de  la 
variablç  x,  etf  [x),  f"  (x)  les  deux  premières  dérivées 
'de  f{x).  Si  Von  fait  croître  x  entre  deux  limites  Xt 
et  X  gui  ne  comprennent  aucune  racine  de  V équation 

y*'  ( x)  =  o,  la  fonction  cp  [x)  =  a:  —  TvVi  croîtra  tant 

que  f(x)  et  f"  (x)  seront  de  même  signe  ^  et  elle  dé- 
croîtra tant  que  f[x)  et  f^{x)  seront  de  signes  con- 
traires. 

On  a  effectivement 

^{x-i- u)  =  x-hu  — ^  '       -^   ^    ' 


d'où 

y  (x  -h  «)  —  y  [x]  __  f{x)  f  (x)  -f>  e 

e  et  r)  désignant  des  quantités  qui  s'évanouissent  avec  u; 
il  résulte  de  là  que  si  h  désigne  une  quantité  positive  dont 
le  module  soit  suffisamment  petit,  la  quantité 

y  (jr  -h  «)  —  ff{x) 
u 


I 
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aura  le  signe  de  —  )^      —  ou  le  signe  àe  f[x)f"  [x) 

pour  toutes  les  valeurs  de  m  comprises  entre  —  A  et  -f-  A, 
pourvu  que/' (x)  ne  soit  pas  nulle.  En  conséquence,  si  x 
croit  de  ^0  à  X  et  que  ces  limites  ne  comprennent  aucune 
racine  de  l'équation  f^(x)  ==  o,  la  fonction  ç  (x)  croîtra 
ou  décroîtra  suivant  qaef[x)  el  f"  [x)  seront  de  même 
signe  ou  de  signes  contraires,  ce  qui  est  la  proposition 
énoncée. 

Corollaire  I.  —  Si  V équation  f[x)  =  o  a  deux 
racines  réelles  comprises  entre  les  limites  ce  et  ë^  ce,  mats 
(jumelle  n'en  ait  pas  un  plus  grand,  nombre^  si,  en  outre , 
ï équation  f"  (a:)  ==  o  na  aucune  racine  entre  les  mêmes 
limites,  on  aura 

/(6)       /(g)  ^e     ^ 

En  eflfet,  soient  x^  et  x'^  ^  x'  les  racines  def(x)  =  o 
comprises  entre  a  et  6  ;  comme  /''  (x)  ne  peut  changer 
de  signe,  quand  x  varie  entre  ces  limites,  la  fonction 
/'(j?)  est  constamment  croissante  ou  constamment  dé- 
croissante, et  il  en  résulte  que  Véquation  f^(x)  =  o  ne 
peut  avoir  qu'une  seule  racine  entre  a  et  €  5  d'ailleurs  cette 
racine  existe  d'après  le  théorème  de  RoUe,  et  elle  est  com- 
prise entre  x^  elx".  D'après  la  proposition  du  n°  120, 

les  rapports  ^/.  ^  ?    ^}  '     sont  négatifs  quand  x  croît  de 

2  à  x',  tandis  qu'ils  sont  positifs  quand  x  croît  de  x"  kè\ 
donc  dans  Pun  et  Tautre  cas,  f{x)  el  f"  [x)  sont  de 
même  signe,  et,  par  conséquent,  la  fonction 

est  croissante.  On  a  donc 


3o4  COURS    D'ALGÈBRE    SUPÉRIECRE. 

D'ailleurs  on  a 

f{x')  =  x',      ,(x")=x"; 

d'où 

donc,  à  plus  forte  raison, 

ç(«)<^(e), 

ou 

/(6)        /(«) 


<6-a, 


/'(6)       /'(-) 
ce  qui  est  le  résultat  annoncé. 

'  Corollaire  II.  —  Si  V équation  J"{x)=:o  a  une  ra- 
cine Xi  entre  a.etè'^ct^  et  que  les  équations  f('Tc)  =  o, 
f"(x)  =  o  niaient  aucune  racine  entre  ces  limites;  si, 
en  outre,  les  fonctions  f[x)yf"[x)  sont  de  même  signe, 
pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a«ef  S,  V inégalité 

/'(6)        /'(a)^^ 

powra  ai^oir  lieu,  mais  elle  cessera  nécessairement  de 
subsister  si  Von  augmente  a  ou  que  Von  diminue  ë 
d'une  quantité  convenable. 

D'après  notre  hypothèse,  la  fonction  ç  [x)  croît  quand 
X  augmente  Aq  a  k  x^  ou  de  Xi  à  S.  Il  s'ensuit  que  si  Ton 
fait  décroître  j:  de  6  à  Xi,  la  fonction 

croîtra  depuis  la  valeur  initiale  cp(a)  —  ^  (S)  jusqu'à 
-h  00  .  Pareillement,  si  l'on  fait  croître  a:  de  ah  Xx^\^ 
fonction 

croîtra  aussi  depuis  ({>(«)  —  (f  (6)  jusqu'à  -h  00  .  Si  donc 
a'  et  6'  désignent  des  valeurs  comprises  entre  a  etj:i, 
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Xi  et  S  respectivement  et  suffisamment  approchées  de  oTi, 
on  aura 

cest-û-dire 


/'(S')       /'(«) 


>€'-«, 


144.  Cela  posé,  soity(x)=:o  une  équation  donnée 
dud^ré  7n,  et  considérons  la  suite 

(')         /( ^)  ,/'(*) .  /"  (x) , . . . .  /"■-'  (^) ,  /"{*) 

formée  par  la  fonction /*(x)  et  ses  dérivées  successives. 
Pour  effectuer  la  séparation  des  racines,  on  procédera  de 
ia  même  manière  que  par  la  méthode  de  Sturm,  et  Ton 
substituera  à  x^  comme  nous  l'avons  indiqué  au  n^  141 , 
nne  suite  de  nombres  croissants 

compris  entre  les  limites  des  racines. 

Si,  dans  le  pa;ssage  a:  =  a  à  a:  :=  6,  la  suite  des  signes 
des  fonctions  (i)  ne  perd  aucune  variation,  Féquation 
/(x)  =  o  n'aura  aucune  racine  réelle  comprise  entre  a  et  6. 
S'il  y  a  une  seule  variation  perdue,  l'équation  y* (jr)  =  o 
am*a  une  seule  racine  entre  a  et  6,  et  cette  racine  sera 
séparée. 

S'il  y  a  deux  variations  perdues  en  passant  de  o:  =  a 
à  X  =  6,  il  peut  arriver  que  l'équation  /(x)  =  o  ait  deux 
racines  entre  a  et  S  ou  qu'elle  n'en  ait  aucune  ;  on  a  vu 
que,  si  le  dernier  cas  a  lieu,  l'équation  a  nécessairement 
deux  racines  imaginaires.  Nous  allons  indiquer  comment 
ou  peut  distinguer  ces  deux  cas  l'un  de  l'autre,  lorsque 
la  perte  de  deux  variations  se  manifeste  dans  la  portion 
I.  ^o. 


[ 
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de  la  suite  (i)  qui  est  formée  par  les  trois  premières 
fonctions 

Comme  le  théorème  de  Budan  s'applique  à  l'une  quel- 
conque des  fonctions  de  la  suite  (i),  il  résulte  de  notre 
hypothèse  que  ré({uation  f  (x)  =  o  na.  aucune  racine 
comprise  entre  a  et  ô.  Si  donc  on  a 

on  sera  certain,  diaprés  le  lemme  du  n^  143  (corollaire  I), 
que  réquationy(j:)  =  o  ne  peut  pas  avoir  deux  racines 
réelles  entre  a.  et  S.  Lorsque  Tiné^altté  précédente  n'est 
point  satisfaite,  il  faut  substituer  dansy(jr)  et^  (jr)un 
nombre  a  compris  entre  a  et  6;  si /'(a)  est  de  signe 
contraire  k/(ot)  eif(è),  il  y  aura  deux  racines  réelles 
comprises  l'une  entre  a  et  a,  l'autre  entre  a  et  6  ;  mais 
sif(a)  est  de  même  signe  quey(a)  et/* (6),  on  connaîtra, 
par  les  substitutions  faites  dans  la  suite  (2),  quel  est  celui 
des  deux  intervalles  de  a  à  a  ou  de  a  à  6  dans  lequel  il 
peut  exister  deux  racines.  On  appliquera  alors  à  ce  nou- 
vel intervalle  ce  qui  a  été  dit  du  premier,  et  après  quelques 
essais  du  même  genre,  on  arrivera  généralement  à  con- 
naître la  nature  des  deux  racines  ^  ceci  suppose  bien  en- 
tendu que  Téquation  proposée  n'a  pas  de  racines  égaies. 

• 
145.  Considérous  maintenant  le  cas  général,  et  dési- 
gnons par  A„  le  nombre  des  variations  perdues  par  la  suite 

dans  le  passage  de  a:  =  a  a  x  =  S*  Ce  nombre  A„  est  ce 
que  Fourier  nomme  V indice  relatif  a  J"(x)^  Findiee 
relatif  hf(x)  sera  donc  représenté  par  A^,  et  celui  qui 
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se  rapporte  à  la  dernière  fonction  f'^{^)  sera  zéro,  en 
sorte  que  la  série 

(3)  Ao,  A„  Aj,...,   A;„_„  O, 

comprendra  les  indices  des  m*+-i  fonctions  (i);  il  est 
évident  que,  dans  cette  suite,  deux  termes  consécutifs 
sont  égaux  entre  eux  ou  ne  diffèrent  que  d'une  unité; 
ainsi  Ton  a 

A,-=:  ài^i  —  I ,      ou      =  A,--,.!      ou     A|-4.,  -h  I . 

Nous  avons  examiné  plus  haut  le  cas  de  ùk^  =  o  et  ce- 
lai de  A»  =  1*,  dans  le  premier  cas  Téquation  f(x)  =  o 
n'a  aucune  racine  entre  a  et  S  ;  dans  le  second  cas,  Téqua* 
tion  a  une  seule  racine  entre  les  mêmes  limites.  Il  im- 
porte de  remarquer  que  si  Ton  a  A^  =  i,  on  peut,  en 
diminuant  Tin terv aile  de  a  à  S,  faire  en  sorte  que  Aj  =  o  ; 
I  en  eSetjf{x)  =  o  n'a  qu  une  seule  racine  x'  entre  a  et  ë^ 
et,  par  suite,  elle  ne  peut  avoir,  avec  sa  dérivée,  aucune 
racine  commune  comprise  entre  a  et  6;  donc,  en  rem* 
plaçant  les  limites  a  et  ë  par  deux  autres  suffisamment 
rapprochées,  on  pourra  toujours  faire  en  sorte  que 
Téquation  /*  (x)  =  o  n'ait  aucune  racine  dans  le  nouvel 
intervalle;  alors  la  suite  (i)  ne  perdant  qu^une  seule 
variation,  on  aura  Ai  =  o. 

Supposons  actuellement  que  A«=:  a  ou  Ao[>  2.  Par* 
courons  la  suite  (3)  en  partant  de  la  gauche,  jusqu'à  ce 
que  nous  trouvions  un  indice  égal  à  i  :  soit  A„  ce  pre- 
mier indice  égal  à  l'unité;  la  méthode  que  nous  allons 
développer  a  pour  objet  de  reculer  successivement  l'in- 
dice  un  vers  la  gauche  de  la  suite  (3),  ou,  ce  qui  revient 
an  même,  de  diminuer  le  nombre  n  qui  marque  le  rang 
de  l'indice.  L'indice  A^.i  qui  précède  A»  ne  peut  être  ^al 
à  I,  par  hypothèse,  donc  il  est  o  ou  2;  mais  si  l'on  avait 
û,..,  =:  o,  comme  Ao  est  au  moins  égal  à  2,  en  remontant 

20. 


l 
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la  suite  (3)  à  partir  de  û„_|,  on  rencontrerait  nécessaire- 
ment un  indice  égal  à  i,  ce  qui  est  contraire  à  Thypo- 
thèse;  ainsi  Ton  a  A„_|  =2,  en  sorte  que  le  premier 
indice  A„  égaKà  1  est  nécessairement  précédé  d'un  indice 
égal  à  a.  Or,  si  ce  même  indice  n'est  pas  suivi  d'un 
indice  A,^i  égal  k  zéro,  on  pourra  toujours,  comme  on 
Ta  vu  plus  haut,  trouver  deux  limites  a\  6'  comprises 
entre  a  et  6  et  qui  ne  comprennent  aucune  racine  de 
réqualiony""*'*(ji:)  =  o;  l'intervalle  de  a  à  6  sera  alors 
partagé  en  trois  autres,  savoir  :  celui  de  a  à  a\  celui 
de  a'  à  6'  et  celui  de  6'  à  6.  L'équation /""(a:)  =  o  n'a 
aucune  racine  dans  le  premier  et  dans  le  troisième  inter- 
valle; donc,  pour  chacun  de  ceux-ci,  Tindice  A„  est  zéro, 
et,  en  conséquence,  le  premier  indice  égal  à  i  est  reculé 
vers  la  gauche  de  la  suite  (3).  A  Tégard  de  l'intervalle 
dont  a'  et  è^  sont  les  limites,  il  peut  arriver  que  A„  ne 
soit  plus  le  premier  indice  égal  à  i  ;  dans  ce  cas,  ce  pre- 
mier indice  se  trouvera  reculé  vers  la  gauche.  Mais  il 
peut  arriver  aussi  que  A„  demeure  le  premier  indice 
égal  à  i^  et  alors  on  a  simultanément 

Tant  que  ce  dernier  cas  ne  se  présentera  pas,  on  pourra 
reculer  le  premier  indice  1  vers  la  gauche  de  la  suite  (3), 
jusqu'à  ce  que  <;et  indice  y  occupe  le  premier  rang,  et  on 
se  trouvera  dès  lors  dans  le  cas  de  Aq  ==  i  qui  est  celui 
d'une  seule  racine  comprise  dans  l'intervalle  dont  on 
s'occupe. 

Ainsi  nous  n'avons  plus  à  considérer  que  le  cas  où  le 
premier  indice  A„  égal  à  i  est  précédé  d'un  indice  égal 
à  3,  et  suivi  d'un  indice  égal  à  o.  L'équation  y """'(x)  =0 
peut  alors  avoir  deux  racines  réelles  entre  a  et  ê,  mais 
elle  peut  aussi  n'en  avoir  aucune;  on  distinguera  ces 
deux  cas  l'un  de  l'autre,  au  moyen  de  la  règle  exposée  au 
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n°  144.  En  même  temps  celte  règle  donnera  le  moyen 
de  séparer  les  racines,  si  elles  sont  réelles  et  inégales; 
l'une  d'elles  sera  comprise  entre  a  et  un  certain  nom- 
bre a^  la  seconde  entre  a  et  S;  à  chacun  de  ces  nouveaux 
intervalles  répondra  une  série  d^indices  dans  laquelle  le 
premier  terme  égal  à  i  se  trouvera  reculé  vers  la  gauche 
au  delà  de  A„.  Si  l'équation/*""*  (x)  =  o  n'a  aucune  ra- 
cine réelle  entre  a  et  S,  on  reconnaît,  en  se  reportant  à  la 
démonstration  du  théorème  de  Budan,  que  chacune  des 
équations 

a  deux  racines  imaginaires.  En  effet,  il  résulte  de  nos 
hypothèses  que  l'équation/*" (a:)  =  o  a  une  racine  entre 
a  et  6,  laquelle,  substituée  dans  /*"""*  {x)  et  dans^'""*"'  (x), 
donne  des  résultats  de  même  signe;  donc  la  suite  des 
trois  fonctions 

perd  deux  variations  dans  le  passage  dex=a  à  x  =  ë. 
En  conséquence,  cette  circonstance  introduit  dans  les 
indices 

une  partie  égale  à  2  que  Ton  peut  supprimer,  car  chaque 
indice  n'exprime  autre  chose,  dans  cette  théorie,  qu'une 
limite  supérieure  du  nombre  de  racines  réelles  que  peut 
avoir  l'équation  correspondante,  dans  l'intervalle  consi- 
déré. Alors  on  aura,  aprè»  cette  suppression  de  deux 
unités, 

en  sorte  que  le  premier  indice  égal  à  i  se  trouvera  reculé 
vers  la  gauche. 

Il  peut  arriver  que  l'équation  7^"~*(.t')  =  o   ait  deux 
latines  égales  comprises  entre  a  et   f  :   il  est  facile  de 
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voir  que  la  conclusion  est  la  même  que  dans  le  cas  de 
deux  racines  imaginaires^  à  moins  que  réqiiation  pro- 
posée n'ait  des  racines  égales.  Si  la  racine  double  dont 
nous  nous  occupons  appartient  à  chacune  des  équa- 
tions (4)9  la  proposée  aura  n  +1  racines  égales  à  cette 
racine. 

146.  Exemple  I,  —  Je  choisirai  pour  premier  exemple 
Téquation 

déjà  considérée  au  n®  142.  On  a 

/(jc)  =:.jp*-|- j:* —  X* —  .r*-f- Jr' —  or  -h  r, 
I  ^ 

1 .2 


I  .2.3 
I .2.3.4 


rr:l5x'-+-  5x  —  I, 


z=6x  -+-  l, 


I .2.3.4'â 

/"(*)      ^,_ 

I .2. 3. 4* 5. 6 

Les  racines  réelles  de  réqualiony(a?)  =0  sont  com- 
prises entre  —  i  et  -|-  i  -,  substituons  les  nombres 

I  I 

—  I ,     o,     -h-,      -4-1 

1  2 

dans  la  suite 

/(*),  /'('),  /'(*).  /"(*),  /"{^),  /'(x),  /"W, 


/  ■ 
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(m  obtiendra  les  résultats  suivants  : 


3it 


X 

/W 

r\A 

/"(.^) 

rw 

f''[A 

/'W 

r^  KA 

—  1 

4- 

-h 

— 

■   -h' 

— 

4- 

) 

2 

+ 

— 

-h 

4- 

-h 

4- 

0 

H- 

— 

+ 

\ 

— 

4- 

4- 

I 

-h- 

2 

4- 

— 

-h 

■+ 

.4- 

4- 

4- 

+    I 

+ 

-f- 

-f- 

-f- 

4- 

4- 

4- 

Il  y  a  deux  variations  perdues  de  —  i  à 5  deux  autres 

de  0  à  -  >  deux  enfin  de  -  à  i . 

On  reconnaît  immédiatement  qu'il  n^y  a  point  de  ra- 
cines réelles  entre  -  et  i ,  parce  que  l'on  a 


/ 


œ 


-!9 

-64 


^■a)=-i 


<^e  qui  donne 


40 


Pour  Tintervalle  de  o  à  -9  la  série  des  indices  est 

2 


2,  2,  2,    I,    I,  o,  o; 


le  premier  indice  i  étant  suivi  d'un  autre  indice  égal  à  i, 
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il  nous  faut  resserrer  nos  limites.  La  substitution  dey 

4 

donne  les  résultats 


,  I 


d'où  il  suit  qu'il  n'y  a  aucune  variation  perdue  de  o  à  ^; 

il  suffit  de  considérer  l'intervalle  de  7  à  ~;  la  série  des  in- 

4     2' 

dices  qui  répondent  à  cet  intervalle  est 


2,  2,  2,  I,  o,  o,  o; 


comme  on  a 

r 


i\  _   i3 

a)  ^  128' 


/ 


m 


(i)-ï 


d'où 


/•|iUi.      /-(!)=.., 


^2   4' 


^-(j)  ^(i: 


on  conclut  que  Téquatiou  f"{x)  =  o  n'a  pas  de  racine 

entre  -?  et  -;  donc  la  proposée  elle-même  n'en  a  pas  dans 

cet  intervalle  (n°  145). 

Enfin,  la  série  des  indices  pour  l'intervalle  de  — 1 


à est  encore 

2 


2,  2,  2,    I,  o,  o,   o; 


on  a 


/'(-I)=6,  /«(-l)  =  -42. 


/" 


I 

2 


r'  •^-(-i)='=' 
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d'où 


^"(-0 


/•(-)>_i^,. 


ce  qui  montre  que  l'équation  f"(x)  =  o  n'a  pas  de  ra- 
cine entre et  —  i  ^  la  proposée  elle-même  n'en  a  donc 

aucune  dans  cet  intervalle. 

Ainsi  les  six  racines  de  notre  équation  sont  imaginaires, 
comme  nous  l'avons  déjà  reconnu  à  l'aide  du  théorème 
de  Sturm. 

Exemple  II.  —  Je  considérerai  encore  l'équation 

X* —  i2ar*-f-6oa:*-l-  i23j:'-f-  4567  a:  —  89012  =  0, 

traitée  par  Fourier.  On  a  ici 

f{a:)  ^=10:^ — 1  a  a:* -h  60  X*  H- 123  a:* -f- 4567  j:  —  89012, 

f'ix) 

— i —  =r  6a:' —  6ox*-4-  2400:^ -h  246;»:  H-  4567, 

f"(x) 

'  z=zi^x^ — i2oar^-h  SÔOx^H- 123, 


1 .2 

I  .2.3 


rrz  20a:' —  I20J?'H-  2^0X, 


^—-^  m  l5x' —  00^ -h  00, 

1.2.3.4 

=  oj:  —  12, 


1.2.3  4-5 

.  /'■(») 

1.2.3.4*5.6 


I. 


Soit  6  une  quantité  positive  aussi  petite  que  Ton  voudra. 
En  substituant  les  nombres 

...  —  10,       —  I,      —  é,      -fe?       ^-'>       H-  10,.... 


3i4  COURS  d'algèbre  supérievrc. 

on  obtient  les  résultats  suivants  : 


X 

m 

/■(x) 

/"{.^) 

rw 

/''W 

/'W 

—  lO 

-h 

._ 

-f- 

,._ 

4- 

^^ 

4- 

—   I 

— 

-f- 

— 

4- 

— 

+ 

—    6 

— 

-f- 

-h 

— 

4- 

— 

H- 

-h    « 

— 

-h 

4- 

-h 

-h 

— 

4 

-h     1 

— 

-h 

-f-     ■ 

4- 

4- 

— 

4 

-MO 

+ 

-h 

4- 

4- 

4- 

4- 

4 

Comme  il  j  a  six  variations  perdues  dans  le  passage 
de  —  lo  à  4-  lo,  les  racines  réelles  sont  toutes  comprises 
entre  ces  limites. 

De  —  loà  —  i,îlya  une  variation  perdue  5  il  y  a 
donc,  entre  ces  limites,  une  racine  unique  qui  est  ainsi 
séparée. 

De  —  €  à4-eil  ya  deux  variations  perdues,  ce  qui 
indique  deux  racines  imaginaires.  Enfin,  de  4-  i  à  4-10 
il  y  a  trois  variations  perdues,  donc  il  y  a  entre  ces  limite» 
une  ou  trois  racines  réelles. 

La  série  des  indices  relatifs  à  l'intervalle  de  i  à  10  est 


J«  9  9  9  T  9  9 


on  a  ICI 


ce  résultat  montre  que  Tintervalle  de  i  à  10  est  trop  con- 
sidérable pour  qu'on  puisse  reconnaître  la  nature  des 
racines  par  une  seule  opération.  Mais  avant  de  dimi- 
nuer cet  intervalle,  il  convient  d'examiner  si  Téquation 
/'*^(j:)  =  o  n'aurait  pas  deux  racines  égales  comprises 
entre  i  et  10.  On  reconnaît  effectivement  que  x —  2  est 
un  diviseur  Ae  f^^[x)  et  Aef''[x)'^  d'ailleurs  ce  binôme 


l 
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ne  divise  pas  toutes  les  fonctions  y"' (x),. . .,/ (x)  qui 
précèdenty*"'(x)  5  donc  on  pourra  retrancher  a  des  cinq 
premiers  indices.  On  obtiendra  ainsi  la  nouvelle  série 


I  ,    Oy    o,    o,    o,     I9   o 


? 


qui  montre  que  la  séparation  des  racines  est  terminée. 
Ainsi  Téquation  proposée  n'a  que  deux  racines  réelles, 
l'une  entre  —  i  et  — 10,  l'autre  entre  -h  i  et  -f- 10. 

Séparation  des  racines  imaginaires. 

147.  Si  f(z)  désigne  une  fonction  entière  de  la  va- 
riable imaginaire  ^  =  a:  -H  r^,  dans  laquelle  les  coeffi- 
cients soient  des  quantités  données  réelles  ou  imaginaires, 
on  pourra  efiectuer  la  séparation  des  racines  de  Téqua- 
liony(^)=o,  en  faisant  usage  de  la  proposition  que 
nous  avons  établie  au  n^  137. 
I       Effectivement,  si  l'on  trace  deux  axes  de  coordonnées 

r 

rectangulaires  ox  et  oy,  puis  qu'on  mène  à  l'un  des  axes, 
celui  des  y  par  exemple,  des  parallèles  qui  répondent 
aux  abscisses 


on  pourra  déterminer,  par  le  théorème  du  n**  137,  le 
nombre  des  racines  comprises  entre  deux  parallèles  con- 
sécutives. S'il  n'y  a  qu  une  seule  racine  dans  l'un  des 
espaces  ainsi  déterminés,  cette  racine  sera  séparée^  con- 
formément à  la  définition  du  n*^  111*,  s'il  y  a  plusieurs 
racines  comprises  entre  deux  parallèles  consécutives,  on 
pourra  achever  la  séparation  par  le  moyen  de  parallèles 
intermédiaires,  à  moins  que  plusieurs  racines  n'aient  la 
même  partie  réelle. 

On  connaîtra  ainsi  deux  limites  aussi  rapprochées 
Tune  de  l'autre  que  l'on  voudra,  entre  lesquelles  sera 
comprise  la  partie  réelle  x  de  chaque  racine.  Si  l'on  veut 
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avoir  en  même  temps  des  limites  de  la  valeur  correspon- 
dante ou  des  valeurs  correspondantes  de  y^  on  y  par- 
viendra en  menant  des  parallèles  à  Taxe  des  or;  celles-ci, 
avec  les  deux  parallèles  à  Taxe  des  j^  qui  comprennent  les 
points  racines  que  Ton  considère,  détermineront  divers 
rectangles,  et  le  théorème  du  n°  136  fera  connaître  quels 
sont  ceux  de  ces  rectangles  qui  renferment  les  racines 
dont  on  s'occupe. 
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CHAPITRE  VIL 

DU  CALCUL  DES  RACINES  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES. 


Recherche  des  racines  commensurables  des  équations 

à  coefficients  rationnels. 

148.  Le  calcul  des  racines  d'une  équation  numérique 
offre  d'autant  plus  de  difficultés  que  le  degré  de  Téqua- 
don  est  plus  élevé.  Aussi,  lorsqu'une  équation  donnée 
u'est  pas  irréductible  et  que  l'on  sait  effectuer  la  décom- 
position de  son  premier  membre  en  plusieurs  facteurs, 
il  faut  commencer  par  opérer  cette  réduction.  En  parti- 
culier, toute  équation  qui  a  des  racines  multiples  devra 
être  remplacée  par  une  ou  plusieurs  autres  qui  n'aient 
que  des  racines  simples;  cette  suppression  des  racines 
égales  n'est  pas  seulement  utile,  elle  est  souvent  indispen- 
sable, ainsi  qu'on  a  pu  s'en  convaincre  en  étudiant  les 
théories  que  nous  avons  développées  dans  le  précédent 
Chapitre. 

Lorsqu'il  s'agit  d'une  équation  dans  laquelle  les  coeffi- 
cients sont  des  nombres  rationnels  et  que  cette  équation 
a  des  racines  commensurables,  on  peut  les  obtenir  par 
uue  métbode  très-simple  que  nous  allons  exposer.  Les 
racines  commensurables  étant  connues,  si  leur  nombre 
est  égal  au  degré  de  l'équation,  celle-ci  sera  résolue  \  dans 
le  cas  contraire,  on  pourra  les  supprimer  par  le  moyen 
de  la  division,  et  l'on  sera  ramené  à  une  équation  plus 
simple.  Cette  détermination  des  racines  commensurables 
doit,  comme  on  le  voit,  précéder  toute  autre  rechercbe. 

149.  Lorsque  les  coefficients  d'une  équation  sont  ra- 
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tîonoels,  on  peut  chasser  les  dénominateurs  qu'ils  peuvent 
contenir;  ces  coefficients  deviennent  alors  des  nombres 
entiers.  Cela  posé,  la  recherche  de  toutes  les  racines  corn- 
mensurables  se  ramène  à  celle  des  racines  entières,  au 
moyen  de  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Lorsque  le  premier  terme  d'une  équa- 
tion a  pour  coefficient  V unité  et  que  les  autres  coeffi- 
cients sont  des  nombres  entiers,  V équation  ne  peut  avoir 
pour  racines  commensurables  que  des  nombres  entiers. 

En  effet,  soit  Téquation 

dans  laquelle  les  coefficients  Aj, . . . ,  A^  sont  des  entiers. 
Substituons  à  x  une  fraction  irréductible  quelconque ti 


on  aura 


-/(f  ) = ? 


==:  -r  -*-  A,«"-'  -h  Ai^tf^-'-h . .  .  -I-  A«A"-'; 


or,  pour  que  r  fût  racine  de  réquatîony(x)  =  o,  il  fau- 
drait que  Ton  eût 


a" 


_  —  A    a"*—* A    A*"—' 

"J^  —  A I  Cl      -    .   .   .  A/n  U  f 

ce  qui  est  impossible,  puisque  le  second  membre  est  un 
nombre  entier,  tandis  que  le  premier  membre  est  une 
fraction  irréductible  ;  donc  Téquation  proposée  ne  peut 
avoir  une  racine  fractionnaire. 

D'après  cette  proposition,  pour  avoir  toutes  les  racines 
rationnelles  d'une  équation  à  coefficients  entiers,  il  suffira 
de  transformer  Téqualion  proposée  en  une  autre  (u°  58) 
dans  laquelle  le  coefficient  du  premier  terme  soit  l'unité. 
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les  autres  coefBcients  étant  entiers,  et  de  déterminer  les 
racines  entières  de  la  transformée. 

Soit 

A,  Jt^  4-  A,  af^'  -4- .  . .  H- Ao»«,  *  -h  Aa,  =  o 


Téquation  propQsée;  on  posera  x  =  -  (n°  58),  et  la  trans- 
formée sera 


z 
a 


Al  a                  Aaa^*         ,                      k^ctT" 
Z"  4-  -^  z"*-»  H —  tT":^  -I-  ...  h ^!—  =  o, 

le  nombre  entier  a.  devant  être  choisi  de  manière  que  les 
expressions 

Al  a         Aja'  A«,a'" 

9         5  •  •  •  )  

Aq  -Ao  -^0 

se  réduisent  à  des  nombres  entiers*  Il  est  évident  qu'on 
satisfera  à  cette  condition  en  prenant  ct  =  Ao,  mais  on 
remplira  souvent  l'objet  demandé  en  donnant  à  a  une 
valeur  inférieure  à  A^.  Quand  les  racines  entières  de  la 
transformée  en  z  auront  été  obtenues,  eu  les  divisant 
par  (X,  on  aura  les  racines commensurables  de  la  proposée. 

150.  Il  nous  reste  à  indiquer  comment  on  déterminera 
les  racines  entières  d'une  équation 

(1)  f(x)  z=z  A^xT" -h  A.o:^-'  -h  .  .  .  +  kn^iX  -{-  k^—o, 

dans  laquelle  les  coefflcients  A^,  Ai,...,  A,„  sont  des  nom- 
bres entiers  sans  diviseur  commun. 

Dire  que  a  est  une  racine  de  cette  équation,  c'est  dire 
que  le  premier  membre  f(x)  est  exactement  divisible 
par  j:  —  a;  représentons  le  quotient  de  la  division  par 

?(a?)  =  —  h,af^'  —  Br-î^^»—  ...  —  B;^,x  —  B«_,, 

ou  aura 

(2)  f{x)=:[x^a)^{x), 
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et  si  a  est  un  nombre  entier,  il  est  évident  que  les  coeffi« 
cients  du  polynôme  cp  (x)  seront  aussi  des  nombres  entiers, 
En  effectuant  le  produit  indiqué  dans  le  second  membre 
de  la  iprécédente  égalité,  et  en  écrivant  que  les  coefficients 
des  mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  membres  sont 
égaux  entre  eux,  on  trouve  : 


—  «B«_,, 


a 


A»_,  =  a  B 


•■»«— 1> 


Ain—i  -4-  -Dm-.! 


^m— i 


=  flB«_3— B 


m — a» 


d'où 


A. 
A, 


=  aBo  —  B|, 

■=^  —  Bo, 


"m— 2 

A» 

a 
-,  -1-  B« 

-2 

a 

B, 

_^>t 

-hBo 

> 

Ao-f-B 


o> 


et  réciproquement,  si  les  relations  précédentes  sont  satis- 
faites, la  formule  (2)  aura  lieu  identiquement.  Donc, 
pour  que  le  nombre  entier  a  soit  une  racine  de  l'équation 
proposée,  il  faut  et  il  suffît  que  les  valeurs  précédentes  de 
B«_i,  B^.j,...,  B^,  soient  des  nombres  entiers,  et  que  le 
dernier  de  ces  nombres  soit  égal  à  —  Aq.  Ainsi  les  condi- 
tions auxquelles  on  reconnaîtra  qu'un  nombre  entier 
positif  ou  négatif  est  racine  d'une  équation  sont  les  sui- 
vantes : 

Il  faut  et  il  suffit  qu'il  divise  exactement  le  dernier 
terme  de  V équation;  qu*il  divise  la  somme  obtenue  en 
ajoutant  le  quotient  de  cette  diwion  at^ec  le  coefficient 
de  la  première  puissance  de  V inconnue ,  quil  dii^ise  la 
somme  obtenue  en  ajoutant  le  quotient  de  cette  deuxième 
division  as^ec  le  coefficient  de  la  deuxième  puissance  de 
Vinconnue;  et  ainsi  de  suite,  jusquà  ce  quon  arrivée  à 
ajouter  un  dernier  quotient  a\^ec  le  coefficient  du  pre- 
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mer  terme  de  V équation ^  ce  qui  désira  donner  une 
somme  égale  à  zéro* 

On  peut  disposer  de  la  manière  suivante  l'opération 
qu'on  exécute  pour  essayer  un  nombre  a  : 


A. 


A, 
-Bo 


Ani—i 
Bm_2 


k|R 


A. 
—  Bfl,_i 


a 


Les  coeiBcients  de  Téquation  ayant  été  écrits  sur  une 
première  ligne  horizontale,  on  divise  le  dernier«coefficient 
A„  par  a  et  on  écrit  au-dessous  de  ce  coefficient  le  quotient 
obtenu  — B«_i  changé  de  signe.  On  divise  ensuite  par  a 
le  coefficient  A«_i  augmenté  du  premier  quotient  B«_i  et 
Ton  écrit  au-dessous  de  A^^i  le  deuxième  quotient  obtenu 
— B„^8  changé  de  signe.  On  continue  de  la  même  manière 
jusqu  à  ce  que  Ton  ait  écrit  au-dessous  du  coefficient  Ai 
Je  quotient  changé  de  signe  —  Bq  obtenu  en  divisaQt  par 
âla  somme  Ai  +  Bi.  Si  Tune  des  divisions  ne  se  fait  pas 
exactement,  ou  si  la  somme  Ao  4-  Bo  n'est  pas  nulle,  le 
nombre  essayé  a  n'est  pas  racine.  Dans  le  cas  contraire, 
le  calcul  qu'on  vient  d'exécuter  fournit  les  coefficients  du 

quotient  ;  et,  pour  trouver  les  autres  racines. en- 

tières, il  suffit  d'appliquer  la  même  règle  à  ce  quotient, 
et  ainsi  de  suite. 

Les  nombres  qu'il  faut  ainsi  essayer  sont  les  diviseurs 
du  dernier  terme  de  l'équation  pris  avec  les  signes  H-  et  — ; 
toutefois  on  devra  rejeter  ceux  des  nombres  ainsi  obtenus 
qui  tomberaient  en  dehors  des  limites  des  racines  et  ceux 
qu'on  peut  avoir  reconnus  comme  n'étant  pas  des  racines. 
Par  exemple,  si  a  est  une  racine  entière,  l'identité  (a), 
savoir  : 

I.  21       ^ 


3a2 
donnera 
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^— -  =  -,(±1); 


d^ailleurs  les  coefficients  de  f  (x)  étant  entiers,  cp (d:  i)  est 
un  nombre  entier.  Donc  :  le  nombre  entier  a  ne  peut  être 
une  racine  de  V équation  f(x)  =  o  si  f(±  i)  n'est  pas 
dii^isible  par  aiç.i. 

Quant  aux  résultats  y*  (=i=  i)  de  la  substitution  de  ±i 
è  x,  ils  s^obtiennent  par  de  simples  additions  ou  sons- 
tractions  entre  les  coefficients  Aef[x)  \  on  peut  donc  re- 
connaître immédiatement  si  l'équation  proposée  admet 
les  racines  -4-  i  et  —  i . 

Exemple.  —  Soit  l'équation 

f{x)  ;^  X*  —  34-2P'  -^  29X'  ^-  2 1 2 j:  —  3oo  =r:  o, 


on  a 


/(-H,):,^_92,     /(_l)=:_45o; 


en  conséquence  -t-  x  et  —  i  ne  sont  pas  racines.  On  re- 
connaît immédiatement  que  toutes  les  racines  réelles  sont 
comprises  entre  — 6  et  -f-6;  les  seuls  diviseurs  de  3oo 
qu'il  y  ait  lieu  d'essayer  sont  donc  ±2,  ±3,  ±  4>  —  ^» 
mais  il  faut  rejeter  H-  3  parce  que/*(—  i)  n'est  pas  divi- 
sible par  4j  ainsi  que  • — 2,  d;4  et  — 5,  parce  que  ces 
nombres  diminués  de  i   ne  sont  pas  des  diviseurs  de 
y*{4- 1)  \  on  devra  donc  se  borner  à  l'essai  des  uombres 
2,  —  3,  ■+•  5  et  on  disposera  le  calcul  comme  il  suit  : 


4-  I 


0 

-f-  I 

-  34 

4-  2 

4-  29 
-  îo 

4-212 

-  3i 

— 3qo 
4-1 5o 

4-  1 

4-  4 

4-  I 

—  22 

4-  I 

-  75 

^  25 

2 

2 

3 


L'essai  du  diviseur  2  ayant  réussi,  on  doit  renouveler  cet 
essai  qui  réussit  encore  \  la  troisième  ligne  du  tableau  qui 
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précède  renferme  les  coefficients  du  quotient  z —         >  et 

comme  le  dernier  de  ces  coefficients  n'est  pas  divisible 
par  2,  on  passe  au  diviseur  — 3,  qui  est  racine;  enfin 
Tessai  du  diviseur  5  ne  réussit  pas,  et  il  en  résulte  que 
l'équation  proposée  n'a  que  trois  racines  commensurables, 
savoir  deux  racines  égales  à  +  ^  et  une  racine  égale  à  —  3. 
La  dernière  ligne  du  tableau  donne  les  coefficients  du 

quotient  7 >;  / rr»  lequel  est  ainsi  x*  ^x — ^  a5, 

^  [x  —  2y  (x  —  3)     ^  ' 

et  la  résolution  de  la  proposée  est  ramenée  à  celle  de 
l'équation  du  deuxième  degré  x* -h  x  —  aS  =  o. 

Théorie  des  différences. 

151  •  Lorsqu'on  veut  effectuer  la  séparation  des  racines 
réelles  d'une  équation,  ou  que  l'on  se  propose  de  resserrer 
les  limites  entre  lesquelles  se  trouve  comprise  une  racine 
déjà  séparée,  on  est  conduit  à  calculer  les  résultats  de  la 
substitution  de  divers  ndmbres  à  l'inconnue,  dans  cer- 
taines fonctions  entières  de  cette  inconnue.  Dès  que  le 
nombre  de  ces  substitutions  devient  yn  peu  considérable, 
il  est  indispensable  de  diriger  le  calcul  d'une  manière  ré- 
gulière et  méthodique,  ce  à  quoi  l'on  parvient  par  le 
moyen  de  V algorithme  des  différences  que  nous  allons 
exposer  ici. 

Soit 

une  suite  limitée  ou  illimitée  de  quantités  assujetties  à  une 
loi  quelconque.  Si  Ton  retranche  chacune  de  ces  quantités 
de  celle  qui  ta  suit  immédiatement,  on  formera  une  nou- 
velle suite  que  nous  représenterons  par 

(2)  A 2^0,   A//i,   Atf29  •  *  •  )    Af/„.  .  .  . 

Les  quantités  (a)  sont  dites  les  différences  premières  ou 
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les  différences  du  premier  ordre  des  quautités  (i),  et 

Ton  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  Tentier  fx, 

Lu   =  a         —  tf   . 

/A  /A-hl  /A 

Si  Ton  opère  sur  la  suite  (a),  comme  nous  venons  de  le 
faire  sur  la  suite  (i),  on  formera  une  troisième  suite  que 
nous  représenterons  par 

(3)  A' "m   a' «m    A'«j,...,   A' If. 

Ces  quantités  (3)  sont  les  différences  premières  des  quan- 
tités (2)  ;  elles  sont  dîtes  aussi  différences  deuxièmes  ou 
différences  du  deuxième  ordre  des  quantités  (i),  et  Ton  a, 
quel  que  soit  fx, 

Si  la  suite  (i)  renferme  un  nombre  illimité  de  termes, 
on  pourra  poursuivre  indéfiniment  la  même  série  d'opé- 
rations et  on  formera  de  cette  manière  une  infinité  de 
suites  nouvelles  qui  comprendront  les  différences  troi- 
sièmes ou  du  troisième  ordre  des  quantités  (i),  celles  du 
quatrième  ordre ^  et  ainsi  de  suite  ;  on  aura  généralement, 
quel  que  soit  n, 

iîk'*"*"'  u    =z  L^u         —  A"  a   . 


Mais,  si  la  suite  (i)  ne  renferme  qu'un  nombre  limité 
m-+-i  de  quantités,  il  est  évident  qu'il  n'y  aura  que  w 
différences  premières,  m — i  différences  deuxièmes,  et 
généralement  m —  n-\-i  différences  du  «'*"•*  ordre;  ainsi, 
dans  Tordre  m,  il  n'y  aura  plus  qu'une  seule  différence. 
On  peut  avoir  à  considérer  des  suites  de  quantités  illi- 
mitées dans  les  deux  sens,  telles  que 

Nos  définitions  n'exigent,  pour  ce  cas,  aucune  modifica- 
tion, et  l'on  aura  toujours 


J 
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pour  toutes  les  valeurs  positives,  nulle  ou  négatives  de 
Imdice  fx. 

152.  Expression  générale  des  différences  d'un  ordre 
QUELCONQUE.  —  Nous  uous  proposous  de  donner  ici  Tex- 
pression  générale  de  A"i/o  en  fonctions  des  quantités  (i). 
On  a  d'abord 

(4)  A««=:tt,—  I/o, 

puis 

A«,  r=  «j* —  «,, 

et,  en  retranchant  Tégalité  (4)  de  cette  dernière,  il 
viendra 

(5)  A^tto  =  «2  —  2  «I  -4-  «0  • 

Comme  ii^,  iii,  Ug  peuvent  être  considérés  comme  trois 
termes  consécutifs  quelconques  de  la  suite  proposée,  il  est 
évident  que  Ton  aura  aussi 


A^«,  =  «3  —  2W,  H-  « 
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et,  en  relranchant  Fégalité  (5)  de  la  précédente,  on 
obtiendra 

(6)  A^tfo^^Ws — 3«2-f-3ai  —  Uq, 

On  aperçoit  aisément,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  pour- 
suivre ces  opérations,  que  l'on  doit  avoir,  quel  que  soit  tz, 

n  n(n  —  i) 

.  1  1.2 

(7) 

les  coefficients  numériques  du  second  membre  de  cette 
expression  n'étant  autre  chose  que  ceux  de  la  puissance 
«'*"'  d'un  binôme  pris  alternativement  avec  les  signes  4- 
et  — .  La  formule  (7)  étant  vérifiée  dans  le  cas  de  «  =  i , 


si  l'on  retranche  la  première  de  ces  égalités  de  la  seconde, 
et  que  Ton  ait  égard  à  Tidentité 

fX  [yL  —  l)...(|*  —  ^  -4-  l)         /x  (tt  — l).*.(f*  —  A"  +  2) 

I  .2.  .  .X-  I  .2.  .  .{^  —  l) 

(8)  { 

—  _-, — p-, „ — 9 

I   t  2  •    •    «A 

il  viendra 

ce  qui  est  précisément  le  résultat  fourni   par   la  for-   ^ 
mule  (7),  quand  on  fait  dans  celle-ci  n  :=  fx  +  i . 

153.  Expression  du  terme  général  d'une  suite  eit 
fonction  du  premier  terme  et  de  ses  différences.  — 
On  a 9  d'abord, 

(9)  «,  ^Me-^AlÉo, 

puis 

et,  en  ajoutant  cette  égalité  à  Tégalité  (9),  il  vient 
(10)  M,  =  tf« -h  sAiio-f- A'tt,; 
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on  peut  appliquer  à  la  suite  (3)  des  différences  premières 
'  la  proposition  exprimée  par  la  formule  précédente,  ce  qui 
donne 

Ai£,=:  A^a  -h  2A*tto  ■*"  A'a»î 
cette  formule  étant  ajoutée  à  la  formule  (10),  il  vient 
(11)  «5  =  a, -f- 3Aa«  H- 3A'««-f- A*«o. 

I    Ces  résultats  nous  permettent  d'écrire  immédiatement  la 
formule  générale  suivante  : 

:  dans  laquelle  les  coefficients  numériques  sont  ceux  du 

I  développement  de  la  ti'^""  puissance  d^un  binôme.  Cette 

j  formule  est  vérîGée  dans  le  cas  de  n  =  i,  et,  pour  en  dé- 

[  montrer  la  généralité,  il  suffira  d'établir  que  si  elle  a  lieu 

I  pour  une  valeur  quelconque  (a  de  tï,  elle  subsiste  pour 

La  formule  (i  a)  ayant  lieu  par  hypothèse  pour  ti  =  fji, 
nous  pouvons  l'appliquer  non-seulement  à  la  suite  (i), 
mais  aussi  à  la  suite  (a)  que  forment  les  différences  pre- 
mières \  on  a  donc 

«^=  a.  -h  ^  Aie,  -h  ^^^"^  ^'  A»  le,  -f- . . .  4-  A^  «0, 
f^  1  1.2 

r  I  1,2  I 

ajoutant  ces  égalités  et  ayant  égard  à  la  formule  (8),  il 
vient 

/»-»-»  l  •  1.2 

ce  qui  est  le  résultat  que  donne  la  formule  (1 2)  quand  on 
y  fait  fï  =  fji  -+- 1 . 
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154.    DiFFÉREfIGES  DES  FOfTGTIOlf S  ENTIÈRES.    —   Soît 

une. fonction  entière  de  x.  Donnons  à  x  les  valeurs  suc- 
cessives 

•     «    •      X^    —    n  y       X^  ^       d?^  — ^    n  f       JC§    "T*    2n  y   »    ■    •    y       JCj    ~T~   fin  ^   •    .    •    y 

qui  forment  une  progression  arithmétique  dans  laquelle 
la  différence  constante  est  égale  i  A,  et  désignons  par 

les  valeurs  correspondantes  de  u.  Ces  valeurs,  ainsi  que 
leurs  différences  du  premier,  du  deuxième,  etc.,  ordre, 
seront  données  par  les  formules 

àu=/(x-\-h)'-/(x)y 
^^u=/(x  H-  ih)  —  2/(jr  4-  h)  -4-/(^), 


OÙ  il  suffira  de  substituer  successivement  à  x  les  valeurs 
...  (xq  —  A),  Xo,  (oToH-A),...  Les  quantités  Au,  A^u,.*- 
seront  dîtes  les  différences  première,  deuxième ^  etc.,  de 
la  fonction  u. 

Théorème.  —  La  différence  /n'*'"*  d* une  fonction  en- 
tière de  X,  du  degré  m,  est  constante. 

Soit 

u  =/(x)  =  Ao  «*  -h  Al  a:"-'  4- . . .  -^  A«_,  JT  -+-  A» 

une  fonction  entière  du  degré  m;  on  aura 

Aa=/(x-f- A)— /(x) 

=^  A/'(^)  +  — /'' (a:)  -f-  .  .  ,  -4-  — ^^^ /"(x); 

^'  1.2^'  1.2.. .W 
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le  second  membre  de  cette  formule  est  une  fonction  en- 
tière de  X  du  degré  m  —  i ,  dans  laquelle  le  coefficient  de 
jc""*  est  évidemment  m Ao  /<  ;  on  a  donc 

ce  qui  montre  que  la  différence  Au  d^une  fonction  en- 
tière u  du  degré  m  eslune  fonction  entière  du  degré  m — i , 
et  que  le  premier  terme  de  Au  s'obtient  en  multipliant 
par  h  la  dérivée  du  premier  terme  de  m.  Cette  proposi- 
tion nous  donne  immédiatement  les  résultats  suivants  : 

A^u^=m(m  —  i){m  —  2)Ao  A^^~* -f-. .  ., 


t 


^"•a  =z  m[m —  i). .  .2.  i  Ao//*"; 

on  voit  que  la  différence  m**"**  ÙT'u  est  indépendante  de  x, 
et  qu  elle  s'obtient  en  multipliant  par  h"^  la  m**"**  dérivée 
de  u,  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Il  résulte  de  là  que  les  différences  de  u  des  ordres  su- 
périeurs à  m  sont  nulles. 

155.  Substitution  de  «ombres  équidistamts  dans  une 
FONCTION  entière.  —  La  proposition  que  nous  venons 
d'établir  conduit  à  une  conséquence  très-importante  qui 
remplit  Tobjei  principal  que  nous  avions  en  vue,  et  que 
Ton  peut  énoncer  comme  il  suit  : 

Si  Von  doit  substituer  à  x  une  suite  de  nombres  équi-' 
distants 

dans  une  fonction  entière  u  =f[x)  du  degré  m,  ilsuf" 
fira  de  calculer  directement  les  résultats  de  la  substitua 
tion  de  m  termes  consécutifs  de  la  suite,  après  quoi  on 
obtiendra  les  résultats  de  la  substitution  de  tous  les  au- 
tres nombres  par  de  simples  additions. 
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Si  l'on  remplace,  dans  le  second  membre  de  cette  formule, 

n  par  — - — ^>  on  formera  la  fonction  suivante  : 


Ix  —  Xf\   A  Mo  fx  —  xAlx  —  JC.  \  A'tto 

"•+ (-T-)  T-^  (-Â-) i-Â- -'Jt:^  ^- 


( 


X  —  JT.X  (x  —  JCe  \        A^Wo 

—  /w  -f-  I  I  > 

1.2.../» 


qui  se  réduit  évidemment  à  i/„  pour  a:  =  0:^4- /i A,  et 
en  la  retranchant  de/'(j:),  on  obtiendra  une  fonction 
entière  du  degré  m  qui  sera  nulle  pour  les  m  -h  i  va- 
leurs Xo ,  a?Q  4-  A, . . . ,  JTo  H-  mA  de  a:  :  or  cela  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  la  fonction  dont  il  s'agit  est  identique- 
ment nulle  ;  on  a  donc 

.  >.^  \         h  1,2  h^ 

\x  —  Xo)(j:  —  Xo — A)...(j7 — Xo — m — iA)  ^^% 

1 . 2 . 3 ...  /If  ""* 

Cette  formule  subsiste  quel  que  soit  A  ^  si  Ton  fait  tendrai 
vers  zéro  et  que  l'on  représente  par  m^  ^  la  limite  de  -^ 
pour  A  =  o ,  on  aura 

(.)/(x):^«.+ ^=fî  «^'>  +  (^=^  «<»>+...+ iî=fî^«^ 
^     '"^  ^    '  1  «  1.2  «  I.2.../II    • 

d'où  il  résulte  que  u^  est  la  valeur  de  la  A'**^  dérivée  de 
f{x)  pour  x  =  Xo ,  en  sorte  que  l'on  a 

y*(a:)  =  hm — 74—^'      p©urrt=o. 

157.  Limites  des  ràgiiïbs  réelles  d'une  équation.  — 
Lorsqu'on  substitue  des  nombres  équidistants  dans  le 
premier  membre  d'une  équation /(.r)  =  o,  en  suivant  la 
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marche  indiquée  au  n^  155,  les  résultats  obtenus  suffisent 
pour  faire  connaître  deux  limites  entre  lesquelles  sont 
comprises  toutes  les  racines  réelles. 
En  effet,  soient 

•^0  >  x^-\-  hy,  .  »  ^  x^-{-[m  —  i)h 


m  -f- 1  termes  consécutifs  quelconques  de  la  série  des 
valeurs  substituées,  et  supposons  h  positive.  Si  leis  quan- 
tités 1/09  Amo9*  •  •)  ^"*2^o  qui  répondent  à  Xo  sont  toutes 
positives,  la  formule  (i)  montre  que  Ton  9i  f[x)^o 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  égales  ou  supérieures  à 
jj  4-  (/w  —  1)  A  ;  cette  quantité  est  donc  une  limite  supé- 
rieure des  racines.  Pareillement,  si  les  quantités  2/09  ^u^^ 
A^Uq, . . .,  A"*iiQ  sont  alternativement  positives  et  néga- 
tives, on  aura  constamment  f[x)^o^  ou  constamment 
/(x)<^o,  pour  les  valeurs  de  x  égales  ou  inférieures 
à  :r^;  donc,  dans  ce  cas,  x^  est  une  limite  inférieure  des 

i 

j     racines. 

158.    Substitution   de   nombres  intermédiaires.   — 
Quand  on  a  calculé  les  résultats  de  la  substitution  des 
1    termes  de  la  progression,  par  différence 

dans  une  fonction  entière  dex^  si  Ton  veut  avoir  les  résul- 
tats de  la  substitution  des  termes  d'une  nouvelle  progres- 
sion telle  que 

on  peut  y  parvenir  en  profitant  des  calculs  déjà  exécutés. 

Supposons,  par  exemple,  h=  —  et  posons  x  =  x^-i y 

la  formule  (i)  du  n°  156  donnera 
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en  faisant,  pour  abréger, 

N(*)  ~  n(n  —  io){n^:io)..,[n—  io(^  — i)] 

i.a.3.. .^.lo^ 

Nous  emploierons  la  caractéristique  d  pour  représen- 
ter les  différences  d*une  fonction  quelconque  de  la  varia- 
ble n  relatives  a  un  accroissement  de  n  égal  à  i.  Alors 
N^*^  étant  une  fonction  entière  de  n  du  degré  k^  sa  diffé- 
rence k^'^  sera  constante;  on  aura  ainsi 


Si  Ton  fait  n  =  o  et  que  Ton  désigne  par  î*N['*^  ce 
que  devient  alors  d^N^^^  la  formule  précédente  donnera 

Au  moyen  de  cette  dernière  formule  on  peut  calculer 
Juof  (î*Moî  •  •  M  ^"*"oî  et  avec  ces  valeurs  on  construira  le 
tableau  relatif  aux  substitutions  nouvelles.  On  obtient 
ainsi  les  résultats  suivants  : 

^M«==  0,I  A«o —  0,045  A' «e  -h  0,0285  A^tto  —  0,0206625  A* tf, 
-+■  0,0161  1675  A*  ITo  —  .  .  .  , 

$^u^  =1  0,01  A'iio  —  0,009  A*  «0 

+  0,007 725 A* Mo  —  0,0066975 A* «0  H-.  .  . , 

S^tlQ  =:  0,Qpl  A^tfo  —  0,OOi35A*«o  4"  0,00l4625 A* tt«  — . . . , 

S*Uo=^  0,0001  A* «B  —  0,000Ï8A^«e  -4-.  .  .  , 

^^«0  =  0,00001  A'tfo  — .  .  .  , 

qui   suffisent  jusqu'au  cinquième  degré  inclasivement. 
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jipplication  à  un  exemple, 
159.  Considérons  Téquation  du  troisième  degré 

les  théories  exposées  dans  le  Cbapi  tre  précédent  indiquent 
que  cette  équation  a  trois  racines  réelles,  Tune  négative 
supérieure  à  —  4^  et  les  deux  autres  positives  comprises 
entre  i  et  2  ;  on  arrive  facilement  aux  mêmes  résultats 
dans  le  cas  dont  il  s'agit,  par  le  moyen  des  substitutions. 
Substituons  d'abord  des  nombres  entiers  \  les  trois  nom- 
bres 

—  I,  o,   -f-i 

donnent  les  résultats 

-+-i3,  +7,  -f-i, 

d^où  Ton  tire  les  différences  premières 

-6,  -6, 

i    et  la  diffëraoce  deuxième 

o; 

la  différence  troisième  étant  constante  et  égale  à  6,  nous 
formerons  avec  les  résultats  qui  précèdent  le  tableau  sui* 
vaut  : 


(*)  Cette  équation  est  Tune  de  celles  que  Lagrange  a  dioisies  pour  exem- 
ples dans  la  Résolution  des  équations  numériques;  elle  se  déduit  de  Véqua- 
tion  «*+  s*  —  3s  — 1  =  0  que  nous  avons  considérée  au  n^  101,  au  moyen 

de  la  transformation  »  = • 
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X 


u 

^u 

^^u 

•    m    •   • 

•  •  •  • 

•  •  •  • 

-29 

H-3o 

—18 

-+-    I 

+  12 

—12 

-+-I3 

0 

-  6 

-f-i3 

-  6 

0 

4-  7 

-  6 

+  6 

-f-  I 

0 

-f-ia 

+  I 

-hiîà 

+18 

H-i3 

•   •   •  • 

■   •   •  • 

•  •  •  • 

•  •   •  « 

•  •  •  • 

A^a 


4-  6 
+  6 

-h6 
4-  6 
4-  6 
+  6 
6 


-  4 

-  3 

—  2 

—  I 
o 

-V  I 

-4-  2 

+  3 


Les  valeurs  de  u,  Au, ... ,  qui  répondent  à  x  =  i,  sont 
positives  \  donc  i  -h  a  ou  3  est  une  limite  supérieure  des 
racines  ;  pareillement  les  valeurs  de  u^  Ai/, ... ,  qui  ré- 
pondent à  j:  =  —  4?  sont  alternativement  positives  et  né- 
gatives; donc  —  4  est  une  limite  inférieure  des  racines. 
L'inspection  du  tableau  montre  que  la  racine  négative  est 
comprise  entre  — 4  et  — 3,  mais  elle  ne  fait  rien  connaître 
à  regard  des  deux  autres  racines  ;  remarquons  cependant 
que  si  nous  n'avions  aucun  renseignement  sur  la  nature 
de  ces  racines,  les  résultats  précédents  nous  porteraient  à 
penser  qu'elles  doivent  être  comprises,  si  elles  sont  réelles, 
entre  i  et  2,  et  nous  serions  ainsi  conduits  à  opérer  de 
nouvelles  substitutions  dans  l'intervalle  de  ces  deux 
limites,  comme  la  méthode  de  Sturm  ou  celle  de  Fourier 
en  démontre  la  nécessité. 

Nous  substituerons  donc  en  deuxième  lieu  des  nombres 
croissants  par  dixième  entre  1  et  2.  Les  formules  du 
n^  158  donnent 

5  tto  rrr  o,  I  A //a  —  0,o45A'ao  4"  0,0285A'w., 
^»£/o  =  0,0 1  A^«o  —  0,009  ^'//o, 
J^Wj  zir  0,001  A^«o« 
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Si  donc  on  prend  Xo  =  i,  on  aura,'  d'après  le  tableau 
qui  précède, 

doù 

Silo  =  —  0,369,     S^Uo=^  +  0,066,     ^'«0  =  0,006. 

Nous  remettons  la  caractéristique  A  au  lieu  de  S,  et  nous 
construisons  le  tableau  qui  suit  en  partant  des  données 

XznijO,       W  =-1-1,000,        Au=:  —  0,369, 

A' a  =  H- 0,066,      A'a=: -f- 0,006. 


X 


,1 

,3 
,4 
,5 
,6 

»7 
,8 
;9 


2,0 


-f-  1,000 
+  o,63i 
-f-  o,3î8 
+  0,097 

—  o,o56 

—  o,ia5 

—  0,104 
-h  o,oi3 
4-  0,23a 
4-  0,559 
4-  I , 000 


—  0,369 

—  o,3o3 

—  o,23i 

—  0,1 53 

—  0,069 

+  0,02I 

+  0,117 
-f-  o,ai9 
4-  o,3a7 
4-  0,441 


4-  0,066 
4-  0,07a 
4-  0,078 
4-  0,084 
-f-  0,090 
4-  0,096 
4-  o, loa 
4-  0,108 
4-  0,114 


A'a 


4-  0,006 
0,006 
0,006 
4-  0,006 
4-  0,006 
4-  0,006 
4-  0,006 
4-  0,006 


Od    voit  que  l'équation  proposée  a  deux  racines  posi- 
tives, Tune  entre  i,3  et  1,4?  l'autre  entre  i,6  et  1,7. 

Si  Ton  veut  resserrer  les  limites  de  chaque  racine,  il 
faudra  substituer  des  nombres  croissant  par  centième. 
En  prenant  Xo  =  i,3  on  a,  d'après  le  tableau  précédent, 

«#=4-0,097,  Aao= — 0,1 53,  A' «0=" 4-0, 084,  A'wo  =  o,oo6, 

et  on  en  conclut 

^«i=  — 0,018909,     ^*  «0=4- 0,000786,     ^•«0=:  0,000006; 
I.  22 


338  COURS  d'algèbre  supiniEuns. 

prenant,  en  second  lieu,  Xe  =  i,6,  on  a 

«0= — 0,1  o4,     Am.=:4-0,I17,     a*  «0=4-0,102,     A*ao=::0,0o6, 

ce  qui  donne 

^«0=4-0,007281,      ^'«0=:  4- 0,000966,       ^*  «0  =  0,000006. 

Au  moyen  de  ces  résultats,  on  peut  construire  les  deux 
nouveaux  tableaux  qui  suivent,  dans  lesquels  on  a  rétabli 
la  caractéristique  A  au  lieu  de  S. 


X 

ir 

^u 

A^tt 

A' M 

i,3o 
i,3i 

1,32 

1,33 
1,34 

4-0,097000 
4-0,078091 
4-0,059968 
4-0,042637 

4-0,026104 
4-0,010375 

—0,004544 

—0,018909 

— o,oi8i23 
—0,017331 
—0, 016533 
—0,015729 
—0,014919 

4-0,000786 
4-0,000792 
4-0,000798 
4-0,000804 
4-0,000810 

4-0,000006 
-f-o, 000006 
-f-o,  000006 
4-0,000006 

1,35 

M.   y  vr»* 

1,36 

> 

X 

u 

A« 

A*« 

A'tf 

1,60 

— 0,104000 

4-0,007281 

4-0,000966 

-1-0,000006 

1,61 

—0,096719 

-1-0,008247 

4-0,000972 

4-0,000006 

1,62 

—0,088472 

4-0,009219 

4-0,000978 

4-0,000006 

1,63 

—0,079253 

-f-0,010197 

4-0,000984 

4-0,000006 

1,64 

—0,069056 

4-0,011181 

4-0,000990 

-f-o, 000006 

1,65 

—0,057875 

4-0,012171 

4-0,000996 

4-0,000006 

1,66 

—0,045704 

4-o,oi3i67 

4-0,001002 

4-0,000006 

1,67 

—0, 032537 

-4-0,014169 

4-0,001008 

-j-o, 000006 

1.68 

—0, 018368 

4-o,oi5i77 
4-0,016191 

-1-0,001014 

1.69 
1,70 

—0, 003191 
4-o,oi3ooo 

On  voit  que  la  première  racine  est  comprise  entre  i,35 
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et  1,36,  la  seconde  entre  1,69  et  1^70^  il  est  évident 
qu'en  poursuivant  la  même  marche  on  pourrait  calculer 
chacune  de  ces  racines  avec  une  approximation  aussi 
grande  que  Ton  voudrait. 

Méthode  d^ approximation  de  Newton, 

160.  Lorsqu'une  racine  d'une  équation  est  séparée,  on 
peut  resserrer  indéfiniment,  comme  on  vient  de  le  voir, 
les  limites  qui  la  comprennent,  ce  qui  permet  d'obtenir 
la  racine  avee  l'approximation  dont  ou  a  besoin.  IVfais  le 
calcul  devient  de  plus  en  plus  laborieux  \  aussi  n'emploie- 
t-on  habituellement  la  voie  des  substitutions  que  pour 
déterminer  les  deux  ou  trois  premiers  chiffres,  après  quoi 
Ton  a  recours,  pour  achever  le  calcul,  à  des  méthodes  plus 
eitpéditives.  Parmi  ces  méthodes,  on  doit  remarquer  sur- 
tout celle  qui  est  due  à  Nev^ton  et  que  nous  allons  exposer. 

Soit  Féquation  du  degré  m 

/(.r)--o, 

et  supposons  que  Ton  connaisse  une  première  valeur 
approchée  a  de  l'une  des  racines  5  si  l'on  désigne  par  a-\-u 
la  valeur  exacte  de  cette  racine,  on  aura 

f[a  -h  w)  =  o 
ou 

\  f{a)^tf'{a)  +  —/"(a)  -+-...  -^ '!-—f-[a)  ^.  o; 

I      ^   '        I  î .  2  '  1 . 9. .  .  .  /w 

d'où  l'on  tire 

i 

i     ^^     ^^        f[a)         r[a)     u-  f-[a)  uT 


f'[a)        f'[a)    1,9.  /'(a)    1.2/.  .m 

Si  Ton  néglige  les  puissances  de  u  qui  figurent  dans  le 
second  membre  de  cette  formule,  on  aura,  avec  une  ap- 

22. 
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proximation  d*aatant  plus  grande  que  u  sera  plus  petit, 

et  si  l'on  fait 

b  sera  une  nouvelle  valeur  approchée  de  la  racine.  On 
peut  appliquer  le  même  procédé  en  partant  de  cette  va- 
leur &,  et  on  en  conclura  une  troisième  valeur  approchée 

et  ainsi  de  suite. 

Telle  est  la  méthode  de  Newton  ;  elle  permet,  en  géné- 
ral, d'obtenir  promptement  une  très-grande  approxima- 
tion, et  il  est  aisé  d'apprécier,  dans  chaque  cas,  le  degré 
de  rapidité  avec  lequel  cette  approximation  augmente,  en 
estimant  la  grandeur  des  termes  négligés  dans  le  passage 
des  équations  rigoureuses  telles  que  (  i)  aux  égalités  appro- 
chées dont  on  fait  usage. 

161.  Exemple.  —  Soit  Téquation  x^  —  ^0:4-7=0 
déjà  considérée  au  n°  159.  Nous  avons  vu  que  Tune  des 
racines  est  comprise  entre  i,35  et  i,36;  appliquons  la 
méthode  de  Newton  au  calcul  de  cette  racine,  en  partantde 
la  valeur  approchée  a  =  1,35  ;  l'équation  (i)  devient  ici 

"-       /'(a)       ^f'{a)  6/'(a)     ' 

et  l'on  a 

/(x)  =  «» — 7* -1-7,  /(a)  =: +  0,010875, 

/'(x)=3x»-7,  /'(«)= -1,5325, 

i/"(x)  =  3x,  !/"(«)  =  +4,o5, 

i/''(x)=,,  ^/«',(a)=  +  ,; 
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comme  u  est  <^o,oi,  il  est  facile  de  voir  que,  dans  la 
précédente  expression  de  u,  la  somme  des  fermes  en  u*  et 
en  u'  est  positive  et  inférieure  à  o,ooo3  *,  si  donc  on  pose 

0,010375 


1,5325 


o , 0067 . . • , 


Terreur  commise  sera  moindre  que  cette  liixiite.  Nous 
prendrons  pour  deuxième  valeur  approchée 


et  Ton  aura 


6=1,3568; 

/(b)  =  0, 00014 1586432, 
/' (6)  =  -1,47728128, 

i/"(6)  =  +  4,o7o4, 

§/"(*)  =  +  •; 

on  voit,  à  la  simple  inspection  de  ces  formules,  que  f(x) 
devient  négative  pour  07=  & +  0,0001,  d'où  il  résulte 
que  la  racine  dont  nous  nous  occupons  est  comprise  entre 
1,3568  et  1,3569.  ^^  ^'^^  désigne  cette  racine  par  &  +  u, 
on  aura 

^_    /w    /"(b)       r(b) 

f'{b)       2/'(6)"       2/"(6)     ' 


la  somme  des  deux  derniers  termes  du  second  membre  est 
positive  et  inférieure  à  o,ooooooo3,  donc  la  formule 

f(b)        o,oooi4  i58643a 


u-=z  — 


f'{b)  1,47728128 


=  o  ,00009  ^^4  •  •  • 


donnera  la  valeur  de  u  à  trois  unités  près  du  huitième 

ordre  décimal,  en  sorte  que  la  racine  demandée  a  pour 

valeur 

1,3568953 

avec  sept  décimales  exactes. 
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Complément  de  la  méthode  de  Newton, 

162.  La  méthode  de  Newton  ne  laisse  rien  à  désirer 
sous  le  rapport  de  la  simplicité,  mais  elle  exige  que  Ton 
discute  dans  chaque  cas  le  degré  d'exactitude  des  résul- 
tats qu'elle  fournit,  et  ainsi  elle  ne  remplit  pas  la  condi- 
tion qu'on  doit  imposer  à  toute  méthode  d'approximation, 
savoir,  de  donner  simultanément  une  limite  inférieure 
et  une  limite  supérieure  de  la  quantité  qu'on  veut  éva- 
luer. Mais  il  est  facile,  comme  on  va  le  voir,  de  combler 
cette  lacune  sans  altérer  l'essence  de  la  méthode. 

Soient  «  et  6  ^  a  deux  nombres  qui  comprennent  une 
seule  racine  x^  de  l'équation 

(I)  /W  =  o. 

Comme  nous  supposons  que  cette  équation  n'a  pas  de 
racines  égales,  on  peut  admettre  que  les  équations 
y'(jc)c=o,  /"  ( or)  =  o  n'ont  aucune  racine  comprise 
entre  a  et  S;  s'il  en  était  autrement^  il  faudrait  resserrer 
les  limites  qui  comprennent  la  racine  a:^.  Lorsqu'on  ap- 
plique la  méthode  de  Fourier  à  la  détermination  de  ces 
limites,  on  est  assuré  que  notre  condition  se  trouve  rem- 
plie, quand  la  suite  des  indices  que  l'on  forme,  confor- 
mément à  cette  méthode,  commence  par  les  nom- 
bres i,o,  o. 

D'après  notre  hypothèse,  f(x)  change  une  fois  de 
signe  quand  x  croît  de  a  à  S,  mais  f  {x)  et  f"{x)  con- 
servent le  même  signe.  Considérons  la  fonction 

dont  nous  nous  sommes  déjà  occupé  au  n°  143  et  qui  est 
croissante  ou  décroissante  suivant  que  f{x)  et  f"(^] 
sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires. 
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Sif{x)  et  f"[x)  sont  de  même  signe  pour  oîrrsa, 
la  fonction  (p(x)  sera  croissante  de  a:  =  a  à  x^=ix^  et 
elle  sera  décroissante  de  a:  =  j:^  à  a:  =  6  ^  le  maximum 
de  cp(j?)  est  donc  <f{Xç^)  ou  x^^  et  Ton  a 

•«^•>?(a)     et     a:a>«p(6), 
OU 

Si,  au  contraire,  f{x)  et  f"{x)  sont  de  signes  contraires 
pour  j;  =  a,  la  fonction  cp(a:)  décroîtra  de  a:  =  a  à 
X  =  x<j  et  elle  croîtra  de  a:  =  ar^^  à  a:  =  6,  en  sorte  que 
f  (Xq)  ou  x^  sera  alors  un  minimum;  on  aura  donc 

II  résulte  de  là  qu^en  appliquant  la  méthode  de  Newton 
à  Tune  ou  à  l'autre  <}cs  deux  limites  a  et  6,  on  obtient 
dans  tous  les  cas  des  résultats  qui  sont  tous  deux  en  deçà 
ou  au  delà  de  la  racine  et  qui,  en  conséquence,  ne  peu* 
vent  fournir  qu'une  limite  unique. 

Pour  avoir  une  seconde  limite,  je  considérerai  la  fonc- 
tion 

(3)  ^[x)z=zf^{x)-'^[x-x,)\ 

où  M  désigne  une  constante  de  même  signe  que  le  rapport 

f"{x) 

-^,,    r  et  dont  la  valeur  absolue  soit  au  moins  ésûe  à  la 

f'[x)  ^ 

moitiéde  la  plus  grande  des  valeurs  absolues  que  prend  le 
même  rapport,  quand  x  croit  de  a  à  6;  d'après  cela  on 
pourra  écrire 

(4)  7^  =  ^'««' 

d  étant  une  fonction  de  x  dont  la  valeur  reste  comprise 
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entre  o  et  i,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  S  j 
je  poserai  en  outre 


(5) 


4-s, 


Nous  avons  vu  (n°  143)  que  Ton  a 

c  étant  une  quantité  qui  s'annule  avec  h]  il  en  résulte  que 
si  Ton  fait,  pour  abréger  récriture, 

la  formule  (3)  donnera 


f  (x)-4->i, 


m  désignant  une  quantité  qui  s'évanouit  avec  h. 

En  vertu  des  formules  (4)  et  (5),  la  valeur  de  tj/(a:) 
peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

(6)  f  (x)  =  —  2M(i  —  Ae)(x  —  X,); 

et  il  est  évident  que  la  fonction  ^(x)  est  croissante  ou 
décroissante  entre  les  limites  x  =  a,  x  =  6 ,  suivant  que 
^'{x)  est  positive  ou  négative. 

Cela  posé,  si  f(x)  et  f"{x)  sont  de  même  signe  pour 
a:  =  a ,  on  a,  comme  on  Ta  vu  plus  haut,  (p  [x)  <^  x^^  pour 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  el  x^\  cette  inégalité 
équivaut  à  A<^i;  d'ailleurs,  dans  le  cas  que  nous  exa- 
minons, M  est  négatif,  car  f(x)  et  f'[x)  sont  de  signes 
contraires  pour  a:  =  a  ^  donc  l'expression  (6)  de  (|/'(x)  est 
négative,  ei^[x)  décroît  quand  x  croit  de  a  à  Xo,  on  a, 
par  suite,  ^{x^)<lif[cL)  on 
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Métant<^o,  si  Ton  remplace  oTo  par  6  dans  le  second 
membre  de  cette  inégalité,  on  aura  à  plus  forte  raison 

Si/(j:)  eif^'(x)  sont  de  signes  contraires  pourx=a, 
ces  fonctions  seront  de  même  signe  pour  x  =  S  ;  dans  ce 
cas,  on  a,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  x^ct  ê, 
(f(x)  >  oTo  9  ce  qui  équivaut  à  A  <  i .  Mais  ici,  M  est  po-  . 
siiif;  par  conséquent  ^'(x)  est  négative  et  ^{x)  est  une 
fonction  décroissante.  On  a  donc  ^(ji^o)  ^^(^)  ^^ 

en  remplaçant  Xo  par  a  dans  ^(6),  on  aura,  à  plus  forte - 
raison, 

/(6) 


Xq 


>6-)v|^-M(6-«)'. 


Ce  qui  précède  conduit  à  la  règle  suivante  : 

Soient  et  et  è^  a  deux  nombres  qui  comprennent  une  • 
seule  racine  x^  de  V équation  y(  j;)  «=  o  et  qui  ne  com- 
prennent   aucune    racine    des    équations  y(j:)=:o, 
/"(r)  =  o;  2 M  un  nombre  qui  ait  le  signe  du  rapport 

-jrhi  ^^  dont  le  module  soit  égal  ou  supérieur  au  plus 

grand  des  modules  que  prend  le  même  rapport  quand  x 
varie  entre  a  et  S,  Si  Von  désigne  par  a  celle  des  deux 
limites  ca^  ê  pour  laquelle  les  fonctions  f[x)^  f"{^) 
sont  de  même  signe,  et  par  b  celle  pour  laquelle  les 
mêmes  fonctions  sont  de  signes  contraires^  on  aura 
ces  nouvelles  limites  de  la  racine  x^ , 

-  =  -7Fi-     ».=»-^-M,--.).. 

dont  la  première  est  précisément  celle  de  Newton,  Si  la 


L- 


346  COURS  d'algèbre  supérietire. 

fonction  f"{x)  "varie  dans  le  même  sens^  entre  les  li- 
mites a  et  bj  auquel  cas  f'"{x)  conserve  le  même  signe, 
on  pourra  former  le  nombre  M  en  dii^isant  celle  des 

deux  quantités  -f^^(a)j  ''f"(b)  quia  la  plus  grande  va- 

leur  absolue j  par  celle  des  deux  f  [a) y  f'(b)  qui  a  la 
plus  petite  valeur  absolue. 

Le  nombre  M  étant  calculé  comme  nous  venons  de  Tin- 
diquer,  il  est  nécessaire,  pour  notre  objet,  que  la  valeur 
absolue  du  produit  M  (a — b)  soit  inférieure  à  Tunité;  si 
le  contraire  avait  lieu,  il  serait  indispensable  de  resserrer 
les  limites  de  la  racine,  avant  d'appliquer  la  méthode. 
Supposons  que  la  valeur  absolue  de  M  soit  comprise 

entre  — r--  et  — v  ?  k  étant  un  entier  positif,  nul  ou  néga- 

lO*^'  lO*  r  ?  o 

tif,  et  que  — ^  soit  la  différence  des  limites  primitives  a 

et  6  ou  a  et  &.  Au  moyen  de  ces  limites  a  et  6  on  calcu- 
lera, comme  on  vient  de  le  dire,  les  nouvelles  limites  a^ 
bi ,  puis  de  celles-ci  on  en  conclura  deux  autres  a^,  ^t? 
et  ainsi  de  suite-,  si  Ton  pose  généralement 

a    —  b    =  zt  e   , 

en  sorte  que  e  représente  la  valeur  absolue  de  la  diffé- 
rence des  limites  rt    ,  i   ,  on  aura 


lO 


'        «•<—=*'         «»< 


H 


,qV«-*-*'  '    ^    10^"+^ 


formules  qui  mettent  en  évidence  la  loi  des  approxima- 
tions successives. 

163.  Exemple.  —  Considérons  réqualion 

Jt*  —  ix  —  5  =:  o, 
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qui  a  une  racine  positive  unique,  et  proposons«nou8  d'é» 
valuer  celte  racine.  On  a  ici 

y*(a;)=za?' — 20?  —  5, 

i/-(^)  =  3ar; 

on  aperçoit  de  suite  que  f{x)  est  négative  pour  x  =  2 
et  qu'elle  est  positive  pour  a:  =  a,i  5  d'ailleurs  f"[x)  est 
positive.  Nous  ferons,  conformément  à  notre  règle, 

a  =  2,1,     b=z2'y 

la  fonction      ^,\  \  =  :r— est  constamment  décrois- 

sanle  et  elle  est  égale  0,6  pour  x  =  2  5  on  peut  donc  poser 
M  =  0,6.  Les  nouvelles  limites  ont  pour  valeurs 

0,061       ,  ^ 

a,  =  2,  I ,       byz=:in,  —  0,00D, 

I  1,23 

et  on  peut  prendre 

On  a  ensuite 

^      o,oo5oo  nZnS       . 

Û2  =  2.oq5 7; —     '    t     02  =  «2 —  0,00002  2, 

^  11,167070 

et  Ton  peut  faire,  en   arrêtant  le  calcul  à  la  cinquième 

décimale, 

a^  z=z  2,09456. 

Appliquons  une  dernière  fois  la  méthode  de  Newton  ;  on 

aura 

,^^       0,00011  5o686  008 1 6 
a,  =  ..09456 „,,6,544^èo8     ' 

b^rzz  a^  —  0,00000  oooo3  ; 
en  faisant  la  division  indiquée,  on  pourra  compter  sur 
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les  neuf  premières  décimales^  et  l'on  aura  pour  la  racine 
demandée 

xo=  2,09455  1481 

à  une  unité  près  du  neuvième  ordre  décimal,  par  défaut. 

Méthode  d^ approximation  de  Lagrange* 

164.  La  méthode  de  Lagrange  a  pour  objet  le  déve- 
loppement des  racines  en  fraction  continue. 
Soit  Téquation 

(i)    /(x)  =  Aoar™  -f-  A,  j:"-'  -f- Aaa-«-»-f-...-f-  A«_, ar  -f-  A„  =  o, 

et  supposons  qu'on  ait  constaté  l'existence  d'une  ou  de 
plusieurs  racines  positives  comprises  entre  les  entiers  con- 
sécutifs a  et  a  -H  I  ;  le  cas  des  racines  négatives  se  ramè- 
nera à  celui  des  racines  positives,  en  changeant  x  en  — x 
dans  Téquation  proposée.  On  fera,  conformément  à  ce 

qui  a  été  dit  au  n^  1, 

I    . 

a:, 

et  on  obtiendra  la  transformée  en  Xx 

(2)  /.  {*,)  =  Ai"<  + Aj^x;^'  +. . .  +  Al:i>,  +  a1"  =  o; 

cette  transformée  aura  autant  de  racines  positives  supé- 
rieures à  I  que  la  proposée  a  de  racines  entre  a  et  a  +  i; 
considérons  Tune  d'elles  et  supposons  qu'elle  soit  com- 
prise entre  les  entiers  consécutifs  at  et  a^  + 1 ,  on  posera 

I 

.r,  irr  a,  H 

Xj 

et  Ton  aura  la  nouvelle  transformée 

(J)    y,(A-,)— A^.r,  -ha;  \r^      -♦-••  •-^-A.i.^,  •»>-»- A^  =0, 
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laquelle  aura  autant  de  racines  positives  supérieures  à  i 
que  la  proposée  a  de  racines  comprises  entre  a  H et 

a^ .  On  peut  poursuivre  indéfiniment  ces  opéra- 
tions et  chacune  des  racines  de  la  proposée  qui  sont  com- 
prises entre  a  et  a  +  i  se  trouvera  exprimée  par  une 
fraction  continue 


a 


■  I 


P      P 
dont  les  réduites  ~»  TT''  *  *  '  fourniront  des  valeurs  de 

plus  en  plus  approchées. 

Quant  aux  transformées  successives  (2),  (3),  etc.,  cha- 
cune d'elles  se  déduit  de  la  précédente  par  une  règle  uni- 
forme ;  on  a  effectivement 


M-^)=^^{%^^) 


'^f'^    f")       :ç^/f^\   ^^  :r'"      1.2.../W 


/A-f-l 

et  la  transformée  en  x      sera 


X 

/M-l 


ainsi,  Ton  aura 

Remarquons  enfin  qu'on  peut  toujours  faire  en  sorte,  si 
on  le  juge  à  propos,  que  Féquation  proposée  n'ait  qu'une 
seule  racine  comprise  entre  deux  entiers  consécutifs;  car 
il  suffira,  pour  atteindre  ce  but,  de  multiplier  toutes  les 
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racines  de  cette  équation  par  un  nombre  conTenablemeDt 
choisi:  alors  chacune  des  transformées  (2),  (3),  etc., 
n'aura  qu^ine  seule  racine  positive  et  supérieure  à  i . 

i65.  La  méthode  précédente  serait  d^une  longueur 
rebutante  dans  la  plupart  des  cas,  si,  en  la  proposant, 
Lagrange  n'avait  indiqué  un  procédé  très-simple  qui  per- 
met de  déterminer  sans  tâtonnement  la  suite  des  quo- 
tients a,  ai,  ^t, .  •  •,  lorsque  quelques-uns  des  premiers 
termes  sont  connus.  Yoici  en  quoi  consiste  ce  procédé. 

P 
Soit  — ^  la  (« -hi)**"**  réduite  de  la  fraction  continue 

formée  avec  les  quotients  a,  ai,. .  •  (n°  2);  la  racine x 
dont  cette  fraction  est  le  développement  aura  pour  valeur 

^'^  "^  "~  Q.^„-4-Q»-i  ' 

on  tire  de  là 

P„-Q,a: 
OU,  à  cause  de 

Q«       Q«(Pn  — Q„^) 

Si  Ton  remplace  x  par  chacune  des  racines  x,  x\ 
x"^...  de  la  proposée,  il  est  évident  que  la  formule 
précédente  donnera  les  racines  correspondantes  x»,  x„ , 
x^,  7*  •  •  de  la  transformée  en  x„;  on  aura  donc  aussi 

y  ^  ?^  - (-^)" 


Q^,  ^         (-0- 


<  -H  -—  =  ^t-tt: zr—T.-  •> 


I 
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et  en  ajoutant  ces  dernières  égalités,  il  viendra 

(-1)"  .  (-1)'* 


Mais,  dans  la  transformée  en  a:„,  savoir 

Al    J?    -f-  A    \r       4-  .  .  .  =:  o , 

0         n  I  n  ' 

la  somme  des  racines  est ^  ;  on  peut  donc  remplacer 

Aj 

x„-H  :r^H- . . .  par  —  ar„ rjr  »  dans  Tégalité  précédente, 

A." 

et  si  Ton  fait  en  outre,  pour  abréger, 

1  I  I 

-^-a/       lï_ar"        ^-x"' 
Q»  Qn  Q. 

il  viendra 

(a)  ..  =  (._.)^-^+— ^^, 

enfin  si  Ton  pose 

(3)  ç„==(«_,)^__^^, 

on  aura 

(-i)«-ù 


*ii=Ç«  + 


Q^ 


Par  conséquent,  dès  qu'on  sera  arrivé  à  une  réduite  — 
teUe,  que  l'on  ait 

(4)  Q,>\/±T1, 

l'erreur  commise  en  prenant 

(5)  .r,  =  ç„ 
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sera  moindre  que  -r  en  valeur  absolue,  et  si  ft  a  une  va- 
leur suflBsamment  grande,  on  connaîtra  directement,  par 
la  formule  (3),  le  quotient  entier  a„  contenu  dans  x„. 
Ceci  suppose  que  A  est  connue;  mais  il  est  évident  qa  une 
valeur  médiocrement  approchée  de  cette  quantité  suffit 

pour  notre  objet.  Or,  les  réduites  — ^  s'approchent  rapi- 
dément  de  x,  et  A  diffère  d'autant  de  moins  de  la  quantité 


M  = T-f-- -7,-4- 


X  —  X         .r  —  ar  X  —  or 

.que  n  est  plus  grand;  on  a  d'ailleurs  (n^  49) 

/'(X)  .       _       I 


1 L_ 


/(XJ        X  — ar       X  —  x'       X  — ^''       X  — 0?" 

et,  pour  X  =  a:  +  A,  le  premier  membre  de  cette  formule 
se  réduit,  à  cause  def(x)  =  o,  à 


î/"(-) 


/'W  +  7^/"W  + 


expression  qui  tend  vers  la  limite     ^f.      quand  h  tend 
vers  zéro.  On  a  donc 

M  =r  — -— — -, 

2/'(x) 

et  à  la  condition  (4)  on  pourra  substituer  la  suivante 

(6)  Q«>v/±Tm. 

Désignons  par  ^  la  valeur  approchée  de  x  qui  répond 
a  Xn=z  ^„;  on  aura,  d'après  la  formule  (i), 

Q«Ç«-f-Q.-.' 
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d'où 

(7)  ^-«=  ~^ 


le  second  membre  de  cette  formule  (7)  diffère  peu  de  la 

quantité 

—  M 

laquelle  donne  ainsi  la  mesure  de  Terreur  commise  quand 
OD  prend  ^  pour  valeur  approchée  de  x. 

On  peut  conclure  de  là  que  si  le  développement  en 
fraction  continue  est  assez  avancé,  la  formule  (3)  don- 
nera non-seulement  le  quatient  incomplet  a„,  mais  en- 
core quelques-uns  des  quotients  suivants,  et  on  obtiendra 
ceux-ci  en  poussant  le  développement  de  ^„  en  fraction 
continue  jusqu'à  une  certaine  limite  qu'il  est  facile  d'éva- 
luer approximativement.  Pour  cela,  supposons  qu'on  ait 
réduit  ^„  en  fraction  continue  et  que  l'on  ait  écrit  les 
quotients  obtenus  à  la  suite  de  ceux  qui  ont  été  déjà  trou- 
vés; prolongeons  au  moyen  de  ces  quotients  la  suite  des 

réduites,  et  soit  -  Tune  d'elles.  Il  est  évident  que  --  sera 

Pane  des  réduites  de  ^^  si  donc  on  nomme  a  le  quotient 

complet  qui  lui  correspond  et  que  —  soit  la  réduite  qui 

précède  —9  on  aura 


Ç 


Pa  -f-  P'         P 


Qa  +  Q'        Q^Q(Qa^-Q')^ 

la  formule  (7)  deviendra  donc 

P  ±1  —A 

Q 


I.  23 
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OU,  à  peu  près, 


P       H- 1        —  M 
(8)  x-^      —' 


Q  «Q*  <  Qn 

Soit  maintenant  S  un  nombre  quelconque,  et  supposo 

p 
le  dénominateur  Q  de  -  tel  que 

(9)  ■        Q<   -"■ 


ns 


le  second  membre  de  la  formule  (8)  sera  inférieur  en 
valeur  absolue  à 

il  sera  donc  inférieur  à  -^rr  si  Ton  a 

-H--<--     ou     €> -, 

a         6         2  a  —  2 

p 

et,  dans  ce  cas,  —  sera  certainenient  l'une  des  réduites 
dex(n°8). 

^         .         Pn 

On  voit  par  là  qu'à  partir  de  la  réduite  rr^9  ledévelop- 

pement  de  ^„  fournit  les  quotients  nécessaires  pour  pro- 
longer la  suite  des  réduites,  jusqu'à  ce  qu'elles  aient 
environ  deux  fois  autant  de  chiffres  que  celle  d'où  l'on 
est  parti .  Il  faut  cependant  remarquer  que  cette  conclu- 
sion peut  être  en  défaut  quand  le  quotient  qui  suit  celui 
auquel  on  s'arrête  n'est  pas  supérieur  à  2. 

166.  Exemple.  —  Considérons  l'équation 
ue  nous  avons  déjà  plusieurs  fois  prise  pour  exemple. 


1 
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On  a 

/(*)  =  «'  — 7^-*- 7» 

L'équation  proposée  a  deux  racines  comprises  entre  t 

et  a  *,  nous  poserons 

I 

XZ=z  I  H 9 

et  nous  aurons  la  transformée 

jtJ  —  4*1  "^  ^JCi  H-  I  =0; 

celle-ci  a  une  racine  comprise  entre  i  et  a  et  une  autre 
entre  a  et  3;  nous  considérerons  d'abord  cette  dernière 
racine  et  nous  ferons 

I 

Jt,  =  2  H -, 

Xi 


on  a 


/,(x,)  — arj  — 4jrJ-|-  3a:,-f-i, 
/;  (x,)  =  3  jrî  -  8x,  -h  3, 


g/r{'.) 


i: 


^    en  remplaçant  x^  par  a  dans  ces  formules,  on  aura  les 
,    coefficients  de  la  transformée  en  Xt  \  celle-ci  est 

x\-h  x\—  IX^  —  I  rr=  O. 

La  racine  positive  x^  est  comprise  entre  i  et  2,  on  fera 

donc 


23. 
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^t  la  transformée  en  x%  sera 


x\  —  3a:J-—  4j?3—  i  =  o. 


La  racine  positive  est  comprise  entre  4  et  5,  oh  fera  doiic 


on  a 


^*k' 


=  xl  —  3x1  —  4-2^3 — 


Â  (-^3  ) 

/;  (^^)  =:  3^^  —  6^3  —  4» 


ô  JC^         o  f 


d'où  résulte  fa  transformée  en  x^ 

xl  —  20x]  —  gx]  —  1  =  o. 

Maintenant  l'opération  est  plus  avancée  qu'il  n'est  dc- 
cessaire  pour  pouvoir  appliquer  le  procédé  abrégé  de 
Lagrange,  et  déterminer  les  quotients  sans  tâtonnement. 
Formons  d'abord  les  réduites  qui  répondent  aux  quo- 
tients que  nous  avons  obtenus 


I 

o 


2 

I 

4 

r 

3 

4 

'9 

I 

1 

3 

•4 
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La  formule  (2)  du  n"  165  donne,  en  rappliquant  ici 

au  cas  de  n  =  4? 

3        20         A 


*^-     14^    I         i4»' 

i/"(^) 
la  quanti  lé  A  difli^re  peu  de  M  ou  de  -  777-T»  et  il  est  aisé 

de  s'assurer  que  M  est  inférieur  à  3 .  La  somme  des  deux 

3        20 
fractions  — I fournît  le  cinquième  quotient  205  en 

outre,  on  a 


i^x^  -+-  3 
et  si  l'on  prend  pour  x^  la  valeur 

3  ï43 

7  7 

on  obtiendra  une  valeur  de  j:,  savoir  : 

2745 
2023    ' 

3 
dont  l'erreur  sera  environ  — ; — rr  =  0,0000002,  et,  par 

20'.  14 

conséquent,  si  Ton  réduit  cette  fraction  en  décimales,  on 

obtiendra  un  résultat  dans  lequel  les  six  premiers  chiffres 

décimaux  seront  exacts  ^  on  trouve 

gg=., 35689569...,  ^ 

et  les  six  premières  décimales  sont  effectivement  celles 
que  nous  avons  obtenues  au  n°  161 . 

Si  l'on  veut  poursuivre  le  développement  en  fraction 
continue,  on  fera 

T 

jc^zz^  20  H 1 
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et  on  formera  la  réduite  -^^  qui  répond  au  quotient  x%\ 

puis,  des  équations 

/î  (•^4)=  3ji?J  —  404:4  —  9, 

on  conclura  la  transformée  en  X5,  savoir  . 

181  xj  —  391^1  —  ^oj^i —  i  =  Ot 

la  formule  (2)  du  n^  165  donnera  ensuite 

li        3qi  a 

'  283       T§7       îg3^  ' 

d'où  il  résulte  que  le  sixième  quotient  est  égal  à  2  ; 
outre,  on  a 

^^384j:>-H9 

283a?5  -f- 14  » 

et  si  Ton  prend  pour  Xt  la  valeur 

28       391 115721 

2b3       i8i        5i223 

on  aura  une  valeur  approchée  de  x  dont  Terreur  sera 
inférieure  à 

3 
4xa83*' 

Si  l'on  applique  la  même  méthode  au  calcul  des  deux 
autres  racines  de  Téquation  proposée,  on  obtiendra  les 


en 
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résultats  suivants  : 


35^ 


y' —  4arf -f- 3a/ -4- I  :=ro, 


2  3 


<  -  3<  -  4. 
x^  —  lox'^  —  gjT 


H-  I  =  o. 


—  I  rr:  O 


—  I  =  O 


X 


X. 


l  H r  » 

J7, 


x. 


4 


«^iî 


j: 


/S'a 


7Jt*'-h  7  r=r  O 


.*^* 


Ji/ 


I  I  «7     I 


—  X 


P 


3  +  4 


X, 


X  ^    —  JC4  . 


On  voit  que  les  trois  racines  a:,  J?',  x''  conduisent  à 
une  même  transformée,  et,  en  conséquence,  les  fractions 
continues  qui  expriment  ces  racines  se  terminent  par 
les  mêmes  quotients  ]  on  a 


Jf  =r  I  H- 


I  -h 


9. 


I    -h 


I    -+-  — 


4  -h— y 

x^ 


1  4- 


4    -1 5 


X 


n 


3  H , 

^4 


.r(  désignant  la  racine  positive  de  Téquation 

x\  —  20  xj  —  9x4  —  1=0. 

Nous  étudierons  dans  la  suite  de  cet  Ouvrage  les  équations 
qui  possèdent  cette  propriété  remarquable. 


167.  Dans  un  Mémoire  qui  fait  partie  du  tome  P*^  du 


n 
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Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées^  M.  Vin- 
cent a  fait  connaître  une  belle  propriété  des  fractions 
continues,  et  il  en  a  déduit,  pour  le  calcul  des  racines 
réelles  des  équations,  une  méthode  qui  procède  à  la  fois  de 
celle  de  Lagrange  et  de  celle  de  Newton  5  nous  croyons 
devoir  établir  ici  la  proposition  sur  laquelle  repose  cette 
méthode  « 

Théorème.  —  Étant  donnée  une  équation  f  [x)  =  0 
qui  n'a  pas  de  racines  égales  ^  si  Von  fait  successiv^ement 

I  I  I 

«Pi  «Cj  J^s 

a,  ai,  01^...,  étant  une  suite  illimitée  de  nombres  entiers 
positifs  quelconques^  après  un  certain  nombre  de  trans- 
formations, il  arrivera  toujours  que  les  transformées  suc- 
cessives n  auront  que  des  permanences  ou  qu  elles  n'of- 
friront qu^une  seule  variation. 

Le  second  cas  se  présentera  si  l'une  des  racines  de 
r équation  proposée  est  la  limite  de  la  fraction  continue 

(i)  «+ 

le  premier  cas  aura  lieu  au  contraire  si  aucune  des  ra- 
cines n'est  égale  à  cette  limite. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  formons  les  réduites  de 
la  fraction  continue  (1),  et  désignons  par  —Scelle  qui  oc- 
cupe le  (71 -f- 1  )'*"*•  i^^ng^  le  quotient  qui  répond  à  la 
réduite  -~  étant  x„,  il  est  évident  que  l'on  obtiendra  direc- 

tement  la  w'*"**  transformée  en  posant,  dans  l'équation 

/{x)=o, 

(2)  X: 


I— I 


Q/i  •*'/»-+-  Q;»-: 
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formule  d'où  Ton  tire 


(3) 


X, 


n 


Q«x— P„ 


Soient  (X,  S,  y,.*«  les  racines  de  Tëquation  proposée, 
et  *»?  S„,  y„,.««  les  racines  de  la  transformée;  cette  trans- 
formée sera,  en  écrivant  x  au  lieu  de  j:„, 

(a:—-  a„)(^  — 6„)(a?  —  7„) .  .  .  =  O, 

et  chacune  des  racines  âe„,  S„,...  sera  liée  à  la  racine 
a,  6,...  correspondante  par  la  relation  (2)  ou  (3)  ;  on  a 
donc 

(4)  «„^2^9"- 


Qn  P„ 

F 
Si  a  est  réelle  et  que  les  réduites  -—  convergent    vers 

I    celte  racine,  il  est  évident  que  «„  sera  une  quantité  posi- 

live;  mais  si  les  réduites  r^  ont  une  limite  différente 

x» 

de  a,  quand  n  sera  suffisamment  grand,  les  différences 

*  n— <  "n 

_ a.      — a 

Qn-.  Qn 


seront  de  même  signe,  et  en  conséquence  la  quantité  a 
sera  négative. 
Si  a  est  imaginaire,  soit 

OL=p-hq  v/—  I ,      a„=pn-h  Çn  s/—  I  , 

on  aura 

Pn— 1 


^. -f-  «/nV^— 1  =  - 


Q«-.  Q«-. 


—  p  —  qsl—i 


Q/.      P«  /- 
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et,  en  changeant  ^ —  i  en  —  v/— T, 

Pu— I  ,  / 

en  ajoutant  entre  elles  les  deux  formules  précédentes  on 
obtient 


'^Pn 


ou 


''«  =  -    Q« 


Q-. 

fQ^-;  '- 

yv'    • 

P„-, 
P- 

2 

I  /P„ 

4\Q» 

w  .\ 

Q. 

Q«-.  *' 

•*• 

p,-y 

Q.-./ 

s -')■*'• 


pour  les  valeurs  de  n  qui  surpassent  une  certaine  limite, 
la  quantité  7-  (  tt  —  7^—  I    sera  inférieure  à  <7*,  et  l'on 

^  4  \Q«      Q»-«/ 

voit  que  p„  sera  négative. 

Si  donc  n  est  suffisamment  grand  et  que  la  fraction 
continue  (i)  ne  représente  pas  le  développement  dune 
racine  de  la  proposée,  la  «'*"*'  transformée  n'aura  que  des 

racines  de  la  forme  —  g'  ou  —  g  =t  6  si —  t ,  g  étant  posi- 
tif. Les  facteurs  du  premier  membre  qui  répondent  aux 
racines  réelles  seront  de  la  forme  x  -h  g"  et  les  facteurs 
réels  du  deuxième  degré  qui  répondent  à  deux  racines 
imaginaires  conjuguées  auront  la  forme 

il  est  évident  que  le  premier  membre  de  notre  transfor- 
mée, qui  est  le  produit  de  tous  ces  facteurs,  n'aura  que 
des  permanences. 
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•  Il  convient  de  remarquer  que  les  racines  réelles  ou  ima- 
ginaires des  diverses  transformées  tendent  de  plus  en  plus 
vers  l'égalité.  Effectivement,  si  Ton  divise  la  formule  (4) 
par  celle  qu'on  en  déduit  en  changea nt  a  et  a„  en  S  et  6„, 
OD  aura  * 

*  II— 1  »  Il  4, 

■ (X,        — ~  -~-  o 


et  comme  j^-^  et  — ^  tendent  vers  la  même  limite,  on  voit 


que  l'on  a 


1.     a» 

lim  -—  =  I . 


On  arrive  au  même  résultat  en  considérant  la  différence 
«„  —  S„  qui  a  pour  valeur 

I  f_i)»(a  — §) 


a»  —  ^n 


""q:;/1'"q; 


ainsi,  en  particulier,  si  la  proposée  et  les  tratisformées 
successives  ont  des  racines  imaginaires,  la  partie  imagi- 
naire de  ces  racines  tendra  vers  zéi*o. 

Supposons  maintenant  que  la  fraction  continue  (i) 
tende  vers  l'une  des  racines  a.  de  Téquation  proposée. 
Alors  la  »*•"•'  transformée  aura  une  racine  positive  unique^ 
«n^  si  n  est  suffisamment  grand  ^  il  est  d'ailleurs  évident 
que  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  précédemment  s'appli- 
quera à  l'équation =  o.  Par  conséquent^  dans  le  cas 

qui  nous  occupe,  les  racines  de  la  transformée  de  rang  /i, 
autres  que  la  racine  positive  a„,  pourront  être  représen- 
tées par 


(7) 
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g  étant  un  nombre  positif,  et  ei,  e,,. .  *,  e^^i  désignant 
des  quantités  réelles  ou  imaginaires  dont  les  modules 
peuvent  devenir  plus  petits  que  toute  quantité  donnée. 
Le  produit  des  facteurs  linéaires  qui  répondent  à  €es 
racines  sera  donc 

(5)      (a:-4-5')--'-h(E,g^j?'"-'-+-E,g^'^-3-h...-hE«._,g^'), 

E,,  E,,. . .,  E,«_i  étant  des  coefficients  réels  qui  peuvent 
devenir  moindres  que  tout  nombre  donné.  Posons 

(x  -h  g')'"-'  ^  Go  af -'  -h  G,  gx'^-  =»  -h . . .  -h  G«_,  g^-'x  -♦-  G;„_,  g' 


r»!— I. 


on  aura 
et 


Go  =:  I  ,       G«_i 

Ga-hi   _        W 

Texpression  (5)  se  réduit  alors  à 

(6)      Go^-'  -f-  (G.  -h  E,)^x«-« 
et  Ton  pourra  faire 

G*  -h  Eit  G* 


I» 


—  M 


(G«_,-hE„_,)^-, 


m 


<?*+! 


X-f-i 


—  1  -h  a-n» 


<?*+!  étant  un  nombre  réel  qui  peut  devenir  moindre  que 
toute  quantité  donnée  en  prenant  n  suffisamment  grand. 
Désignons  maintenant  par  (X  —  i)g  la  racine  positive  de 
notre  transformée;  il  est  évident  que  celte  transformée 
s^obtiendra  en  égalant  à  zéro  le  produit  du  polynôme  (6) 
par  X  —  (X  —  ^) g'f  on  a,  à  cause  de  Go  =  i , 

i  j*^  ^  -  -h  <?,  —  >  j  Gog'J:^-'  -h  (-  -h  ^2  —  M  (G,  -4-  Et)g'x^-''  4- 
j      -h  ( -^-  -h  ^»_,  —  yj  (  G«_3  +  E«_,)  5^"'  ^ 

f.c  premier  terme  de  cette  équation  a  le  signe  -f-  et  le 
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dernier  terme  a  le  signe  — ]  d'ailleurs,  les  quaniités  ei, 
e],.. .,  El,  Et,. . .  peuvent  être  supposées  aussi  petites 
que  Ton  voudra,  et  si  le  coefficient  de  l'un  des  termes 
compris  entre  le  premier  et  le  dernier  est  nul  ou  négatif, 
il  est  évident  que  tous  les  coefficients  qui  suivent  seront 
négatifs.  L'équation  (y)  n'a  donc  qu'une  seule  variation, 
ce  qui  achève  la  démonstration  du  théorème  énoncé. 

Ainsi  que  l'a  montré  M.  Vincent,  le  théorème  précé- 
dent suffit  pour  opérer  la  séparation  des  racines,  sans 
que  l'on  soit  obligé  d'en  déterminer  le  nombre  à  priori^ 
ou  de  leur  assigner  des  limites,  pourvu  qu'afin  de  s'épar- 
gner des  essais  inutiles  on  fasse  un  usage  convenable  du 
théorème  de  Budan  ;  mais  nous  renverrons  au  JVIémoire 
de  l'auteur,  pour  le  développement  de  cette  méthode. 

Du  calcul  des  racines  imaginaires, 

168.  La  méthode  qui  a  été  exposée  au  n^  147  permet 
non-seulement  de  séparer  les  racines  imaginaires  d'une 
équation,  mais  encore  de  resserrer  indéfiniment  les  limites 
qui  comprennent,  soit  la  partie  réelle  de  chaque  racine, 

soit  la  partie  multipliée  par  l'imaginaire  i  ou  ^ —  i . 

Lorsqu'une  racine  imaginaire  est  ainsi  connue  avec  une 
certaine  approximation,  on  peut  en  obtenir  des  valeurs 
de  plus  en  plus  approchées  au  moyen  de  la  méthode  de 
Newton,  qui  n'est  en  aucune  façon  bornée  au  cas  des  ra- 
cines réelles.  Effectivement,  si  Zq  est  une  première  valeur 
approchée  d'une  racine  simple  z  de  l'équation 

(>)  A')  =  o, 

et  que  Zq  -{-  u  soit  la  valeur  exacte  de  cette  racine,  on 
pourra  poser 


«' 
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d'où 

et  on  aura,  avec  une  approximation  d*autant  plus  grande 
que  le  module  de  u  sera  plus  petit, 

mais  il  sera  nécessaire  d^examiner,  dans  chaque  cas^  le 
degré  d'exactitude  que  peut  fournir  la  précédente  formule, 
et  cette  discussion  ne  sera  pas  toujours  exempte  de  diffi- 
cultés. 
Posons 

et  désignons  par  x^  -h  iy^i  la  valeur  approchée  -Zq  de  la- 
quelle on  part  :  le  problème  dont  nous  nous  occupons  a 
pour  objet  de  calculer  l'une  des  solutions  réelles  (x,  j) 
des  équations  simultanées 

connaissant  des  valeurs  approchées  x^  etj^o»  de  Jtetj; 
or  je  dis  que  la  même  méthode  peut  être  appliquée  aux 
équations  (2),  quels  que  soient  les  polynômes  ^{x^y] 
et  ^  (x^j).  Désignons  en  effet  par 

les  valeurs  de x  qu'on  se  propose  de  calculer:  on  aura^  en 
employant  ici  la  notation  dont  nous  avons  déjà  fait  usage 
au  n°  89, 


•  •  •* 


si  donc  ^  et  y:  sont  des  quantités  assez  petites  pour  qu  on 
puisse  négliger  leurs   carrés  et  leur  produit,  on  aura 
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approximalivement 
d'où 

^    :; — £ y 

il  est  évident  que  ces  formules  ne  pourront  être  d'aucun 
usage,  si  la  solution  que  l'on  considère  est  une  solution 
multiple  des  équations  (  2  ) . 

169.  La  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  exige  des 
calculs  très-laborieux,  et,  au  lieu  de  l'employer,  il  sera 
souvent  plus  simple  de  recourir  à  Télimination,  comme 
on  va  le  voir  dans  l'exemple  suivant.  Proposons-nous  de 
calculer  les  racines  de  l'équation 

,     (l)  Z^—Z-hlzzzO 

qui  toutes   les    quatre   sont  imaginaires.    Si  l'on  pose 

z=ix  -^y  V —  I ,  cette  équation  se  décomposera  dans  les 
deux  suivantes  : 

(2)  (j'— a:')^— 4ar»(r^  — a?')  — (4a:*-f-x  — i)rr:o, 

(3)  jr[^a:(:fri^x')  -h  l]  =  0, 

et  en  supprimant  de  l'équation  (3)  le  facteur  y,  on  aura 

portant  ensuite  cette  valeur  de/*  —  x'dans  l'équation  (2)^ 

il  viendra 

64^ — 16  J7^  —  1  =  0; 
enfln,  si  Ton  pose 

(5)  ^=^', 


.     I 
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cette  dernière  équation  deviendra 

t^  —  4^  —  1=0. 
Les  substitutions  donnent  les  résultats  suivants  : 


t 

e^  —  it—i 

2 

3 

—  I 
-hi6 

2,1 
2,2 

—  0,1 39 
H-  0,848 

2,11 

2,  12 

~  0,046069 
+  0,048128 

d'où  il  suit  que  la  seule  racine  positive  t  est  comprise 
entre  2,11  et  2,12.  Une  première  application  de  la  mé- 
thode de  Newton  donne  les  nouvelles  limites  2,ii49  ^^ 
2,  ii5o;  une  deuxième  application  fournit  la  valeur 
2,11490754  avec  huit  décimales  exactes.  La  formule  (5) 
donne  ensuite,  avec  le  même  degré  d'approximation, 

X  =  ±0,72713603; 
enfin  la  formule  (4)  donne  les  valeurs 

X  =  ±0,430014^5, 
r  =  ±0,93409929; 

on  a  ainsi,  pour  les  racines  demandées, 

z  =  -h  0,72713603. .  .±0,43001425. . .  V  —  I, 
z  =z  —  0,72713603.  .  .  ±0,93409929.  .  .  y^—  I. 

—  ■•■M 
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SECTION  II. 

LES  FONCTIONS  SYMÉTRIQUES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

THÉORIE  DBS  FONCTIONS  SYMÉTRIQUES. 


Des  fonctions  symétriques. 

170.  Lorsqu'une  fonction  de  plusieurs  quantités  ne 
change  pas  quand  on  échange  entre  elles ,  de.  toutes  les 
manières  possibles ,  les  quantités  qu  elle  renferme,  cette 
fonction  est  dite  symétrique*  Nous  ne  nous  occuperons 
ici  que  des  fonctions  symétriques  rationnelles* 

Les  coefficients  d'une  équation  algébrique  sont  des 
fonctions  symétriques  des  racines  de  cette  équation  ;  ce 
sont  même  les  fonctions  symétriques  les  plus  simples, 
en  ce  sens  que  chaque  racine  n'y  figure  qu'au  premier 
degré.  S'il  s'agit,  en  eflfet,  de  l'équation 

*"  -f-/>»«^'  -4-/?a«»-*  -+-...-+-  /?«-!«  -{-pm  =  O  , 

t 

et  que  <i,  6,  c, . . . ,  Xr,  /  désignent  les  m  racines,  on  sait 
que  Ton  a 

a6  H-  <7fr  H- . .  -  -H  A-/  =  /?, , 


abc. .  .kl=z±pm' 

Nous  allons  montrer  comment  on  peut  trouver  l'ex- 
pression d'une  fonction  symétrique  et  rationnelle  quel- 
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conque  des  racines  d^une  équation,  et  cette  rechercbe 
nous  conduira  à  ce  théorème  important  : 

Toute  fonction  rationnelle  et  symétrique  des  racines 
d*une  équation  peut  s""  exprimer  rationnellement  par  les 
coefficients  de  cette  équation. 

Examinons  d'abord  à  quoi  peut  se  réduire  la  recherclie 
de  la  fonction  rationnelle  et  symétrique  la  plus  générale. 
Toute  fonction  rationnelle  non  entière  est  le  quotient  de 
deux  fonctions  entières,  en  sorte  qu'il  n'y  a  lieu  de  s'oc- 
cuper que  des  fonctions  symétriques  entières.  En  outre, 
toute    fonction  symétrique  entière  non  homogène  est 
la    somme  de   plusieurs    fonctions    symétriques  homo- 
gènes; tout  est  donc  ramené  à  établir  des  règles  pour 
calculer  les  fonctions  symétriques  rationnelles  entières  et 
homogènes;  enân,  une  pareille  fonction  symétrique  en- 
tière et  homogène  peut  contenir  des  termes  où  les  expo- 
sants des  lettres,  tout  en   ayant  la  même  somme,  ne 
soient  pas  égaux  chacun  à  chacun  :  dans  ce  cas,  la  fonc- 
tion est  la  somme  de  deux  ou  d'un  plus  grand  nombre  de 
fonctions  symétriques  de  même  degré,  mais  difTérentes, 
et  que  nous  calculerons  séparément.  De  tout  cela  il  ré- 
sulte que  nous  pouvons  nous  borner  à   considérer  les 
fonctions    symétriques  rationnelles,  entières  et  homo- 
gènes, telles  que  les  exposants  des  lettres  soient  les  mêmes 
dans  deux  termes  quelconques;  toute  fonction  de  cette 
espèce  sera  définie  si  Ton  donne  un  seul  de  ses  termes, 
ainsi  que  toutes  les  lettres  qui  entrent  dans  sa  compo- 
sition. Cela  posé,  nous  d^fi^eWerons  fonction  symétrique 
simple  ou  du  premier  opdre,  une  fonction  symétrique 
rationnelle,  entière  et  homogène,  dont  chaque  terme  ne 
contient  qu'une  seule  Iclire]  fonction  symétrique  double 
ou  du  deuxième  ordre,  celle  dont  chaque  terme  renferme 
deux  lettres,  et  ainsi  de  suite.  Les  fonctions  symétriques 


J 
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simples  de  plusieurs  quantités  ne  sont  autre  chose,  comme 
on  le  voit,  que  les  sommes  des  puissances  semblables  de 
ces  quantités. 


Formules  de  Newton  pcfur  le  calcul  des  sommes  de  puis- 
sances semblables  des  racines  d'une  équation^ 

171.  Soit  Téquation 

que  nous  représenterons  aussi,  pour  abréger,  par 

X  =  o, 

et  dont  nous  désignerons  par  a,  6,  c, . . . ,  /i,  2  les  m  ra- 
cines. Soit)  en  outre,  X'  la  dérivée  de  la  fonction  X^  on 
aura 

X'=  maf^^'h(m — i)  piOC^^  -^, .  .-4-  iip^^^x  -^-pm-i- 

On  a  aussi  y  par  un  théorème  connu  (n°  49), 


X'  = 


—  a       X  —  b 


X  —  i 


et  l'on  trouve,  par  la  division, 


«— « 


^"•^4-fll 

jf^' 

-HH-...-Hfl'"*' 

-f-/?,/ï 

•^Pia' 

+/?,fl'"-' 

H-/>. 

•^p^a 

-H/Ï2«'«-' 

■^P^ 

-4- 

4-/>i„-, . 

Si,  dans  cette  dernière  équation,  on  remplace  a  succes- 
sivement par  chacune  des  autres  racines,  et  qu'on  fasse 
généralement 


5«  —  rt"  -I-  ^"  -4-  c"  -f- .  .  .  -h  X"  H-  /", 
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on  aura^  en  ajoutant  tous  les  résultats,  la  valeur  sui- 
vante de  X', 


II»  j?*~*-4-*i 

J-^»-4-  .T, 

x*-»-f-fa 

«*^-+.. 

•  '■4-'«-i 

-+-m/?, 

-+-/?!  *l 

-+-/?!  .^1 

-4-;?i**-» 

-hl»/?, 

-H/?,/, 

-f-yJa*—» 

-hm/î. 

-h 

r 

H-Pm-If 

■^nip^-i 

La  comparaison  de  cette  valeur  de  X'  avec  celle  écrite 
plus  haut  fournit  les  relations  suivantes  : 

*,-h/?,  =  o, 

(l)   {  5, -+-/ï,f,-hp,J, -h3y?,  =  o, 


La  première  de  ces  formules  fait  connaître  s^  ou  la 
somme  des  racines,  la  deuxième  fait  connaître  ^t  ou  la 
Somme  des  carrés  des  racines,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  la 
dernière  qui  fait  connaître  5^.1  •  On  trouve  de  cette  ma- 
nière 


1,  =  —./?,, 

•f»=— /??-+-  3/?,/?,  —  3pi, 

*4  =  ;>î  —  ^p]p^'^^ptPi  -+-  ^pl  —  iPij 


^iPiPt—Pih 


Voici  maintenant  comment  on  peut  obtenir  les  sommes 
de  puissances  semblables,  dont  le  degré  surpasse  m  —  i, 
et  celles  dont  le  degré  est  négatif.  Soit  n  un  nombre  en- 
tier positif,  nul  ou  négatif,  et  raulliplions  l'équation  pro- 
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posée  par  x^  ;  elle  deviendra 

Remplaçons  successivement  x  par  chacune  des  racines 
a,  &,  c,  etc.,  et  ajoutons  tous  les  résultats;  on  aura 

En  donnant  à  n  les  valeurs  o,  i ,  2,  etc.,  et  observant  que 
^0  c=  m,  on  obtient  lés  relations  suivantes  : 

^m      -+■  Pl^m^t  •+•  PiSm^i-h.  •  .  H-  Pm^x  St  •+•  mpm  =  O, 
*iiM-2  -+"/'l  ^«+1  -*-  Pi^m      -+-•..  H->»«-i  *3  -+-  Pm^2  =  0, 

Les  sommes  s^  5^,.  •.,  ^^.i  étant  connues  par  les  for- 
mules (i),  la  première  des  formules  (2)  déterminera  s^^ 
la  deuxième  5;„^i,  et  ainsi  de  suite. 

Il  importe  de  remarquer  que  les  valeurs  des  sommes  s^ , 
^t)  etc.,  ne  contiennent  dans  leur  expression  aucun  dé- 
Dominateur,  et  que  si  les  coefficients^!,  pt,  etc.,  sont  des 
nombres  entiers,  les  sommes  5i,  5t,  etc.,  sont  aussi  des 
nombres  entiers. 

Réciproquement,  si  Ton  connaît  m  sommes  de  puis- 
sances semblables,  par  exemple  ^1,  ^s, . . . ,  ^^^  on  pourra 
déterminer  les  coefficients  ^1,  ps,  etc.,  à  Taîde  des  for- 
mules (j)  et  (2),  qui  ont  été  données,  pour  la  première 
fois,  par  Newton. 

Pour  calculer  les  sommes  de  puissances  semblables 
des  racines  à  exposants  négatifs,  il  suffit  de  donner  au 
nombre  n,  que  nous  avons  introduit,  les  valeurs  suc- 
cessives — I,  —  a,  -^3,  etc.  ;  mais  à  l'égard  de  ces  sommes 
de  puissances  négatives,  le  moyen   le  plus  aisé  de  les 

trouver  consiste  à  changer  x  en  -  dans  l'équation  pro- 

posée,  et  à  calculer  ensuite  les  sommes  de  puissances 


/ 
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semblables  à  exposants  positifs,  des  racines  de  Téquation 
transformée. 

On  peut  remarquer  qu'en  appliquant  les  formules  (1) 
et  (2)  au  cas  de  l'équalion  binôme  x^ — i  =0,  on  re- 
trouve immédiatement  les  résultats  que  nous  avons  obte- 
nus au  n°  106,  par  une  voie  différente. 

Usage  de  la  dmsion  algébrique  pour  le  même  objet, 

172.  On  peut  employer,  pour  calculer  les  sommes  des 
puissances  semblables  des  racines  d'une  équation,  une 
autre  méthode  qui  n'exige  qu'une  simple  division  algé- 
brique. Soit  toujours 

Xn^o 

une  équation  ayant  pour  racines  a,  6,  c, . . . ,  Ar,  /.  Si  X' 
représente  la  dérivée  de  X,  on  a,  comme  précédemment, 

X'  I  I  I 


X        X —  a       X  —  b  X  —  l  . 

La  fonction est  développable  en  une  série  con- 

X  —  a  '-^ 

vergente  ordonnée  suivant  les  puissances  négatives  et  dé- 
croissantes de  X,  pour  toutes  les  valeurs  àex  dont  le  mo- 
dule est  supérieur  au  module  de  a  ^  oix,  trouve,  par  la  di* 

vision, 

I  i        a       a^ 


X         x^         X^ 


donc,  en  remplaçant  successivement  a  par  chacune  des 

autres  racines,  et  ajoutant  ensemble  tous  les  résultats, 

on  aura 

X'       m       sr       Si 


ou 


X  X^         X* 


X  ^  s  I  if  3 

X  X        x^ 
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Pour  le  calcul  numérique,  il  .sera  plus  commode  d'é- 
viter les  exposants  négatifs  :  on  changera  alors  x  en  -? 

et  la  fraction  -^  prendra  la  forme  ~ 5  Zi  et  Z  étant  des 
fonctions  entières  de  z  ^  on  aura 

—i  =  /»  H-  *,  «  -h  *j  «2  -f. .  .  . , 

ù 

et  l'on  obtiendra  toutes  les  sommes  5i,  ^2,  etc^,  par  la 
division  des  polynômes  Zi  et  Z  que  l'on  ordonnera  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  ^. 

On  peut  trouver  de  la  même  manière  leô  sommes  ^_|, 
^.S)  etc.,  des  puissances  semblables  à  exposants  néga- 

lifs.  Effectivement,  la  fonction est   développable 

en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances 
I    croissantes  de  x^  pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  le  mo- 
dule est  inférieur  au  module  a,  et  l'on  trouve,  par  la  di- 
I    vision, 

I     V  l  \        X        x^  \ 

,  X —  a  \a       a^       a^  y  ' 

donc,  en  remplaçant  successivement  a  par  chacune  des 
autres  racines  et  en  ajoutant  les  résultats,  on  aura 

—  X' 

On  obtiendra  donc  les  sommes  5_i,  J_i,  etc.,  en  ordon- 
nant les  polynômes  — X'  et  X  suivant  les  puissances 
croissantes  de  x  et  en  effectuant  ensuite  la  division  du 
premier  polynôme  par  le  second . 

Le  principal  avantage  de  celle  seconde  méthode  fondée 
sur  la  division  algébrique  consiste  en  ce  que  Ton  peut 
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eu  déduire  facilement,  comme  on  le  Verra  plus  loin, 
Texpression  générale  de  s^  ou  de  s^^  eu  fonction  des  coef- 
ficients de  Téquation  proposée.  Les  formules  de  Newton 
ne  conduiraient  que  péniblement  au  même  résultat. 

Détermination  des  fonctions  symétriques  doubles^ 
triplés^  etc.^  des  racines  d^une  équation, 

173.  Les  formules  établies  au  n°  l7l  permettent  de 
calculer  successivement  les  fonctions  symétriques  dou- 
bles, triples,  etc.,  des  racines  d'une  équation. 

Soient  a,  &,  c, .  • .,  Ar,  /  les  m  racines  d'une  équation 

X  =  o 

de  degré  m,  et  considérons  une   fonction  symétrique 

double,  dont  un  terme  soit  a*i^;  la  fonction  dont  il  sV 
git  étant  déterminée  quand  on  en  connaît  un  terme,  nous 

la  représenterons,  pour  abréger,  par  ^^a^b\  et  nous 

continuerons  de  désigner  par  s^  la  somme  des  puissances 
^iimês  jg  toutes  les  racines. 

Gela  posé,  si  l'on  multiplie  entre  elles  les  deux  som- 
mes s^  et  5g,  on  obtiendra  un  produit  qui  sera  évidem- 
ment la  somme  des  deux  quantités  s^  ^  et'Vû*^  ;  on 
a  donc 

On  voit  que  toute  fonction  double  "V  a"  b^  est  expri- 
mable, sous  forme  rationnelle  et  entière,  par  les  coeffi- 
cients de  l'équation  proposée,  puisque  5^,  5g  et  5^^g  le 

sont;  en  outre,  si  les  coefficienls  de  l'équation  sont  des 
nombres  entiers,  ^  ^^  ^^  sera  aussi  un  nombre  entier. 


J 
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La  formule  (i)  n\a  plus  liefi. quand  S  :=  a  ;  qp  voit»  çin 
effet,  que  si  6  devient  égal  à  «,  les  termes  de  ^^a^b^ 
seront  égaux  deux  à  deux,  en  sorte  que  cette  quantité 
se  réduira  à  a^  a*  b^]  on  a  donc 

En  remplaçant  s^  et  s^^  par  leurs  valeurs,  on  oL- 

tiendra  une  expres^ioiU  de ^a^b^ qui  uecondendra  jdus 

le  dénominateur  2.  Cette  proposition  n^çst  pas  évidente, 
mais  nous  ne  nous  arrêterons  pas  ici  à  Tétablir,  parce 
qu^elle  résultera,  comme  on  le  verra  plus  bas,  des  mé- 
thodes proposées  par  Waring  et  par  Gauchy,  pour  la 
détermination  des  fonctions  symétriques  des  f  a£ine$4'|il|ie 
équation. 
Une  fonction  $ymélriqi;e  .triple,  qui  renfermele  terme 

a^b^cP^y  pourra  être  représentée  par  ^^ï*^^^'^-  Si  l'on 

multiplie  la  fonction  double  ^  a*  b^  par  s^ ,  on  trouvera 
pour  produit 

ou  a  donc 


6 


Cette  formule  fait  connaître  la  fonction  triple  ^^a^b^c^^ 

car  le  second  membre  ne  contient  que  des  fonctions  dou^i- 
bles  que  Ton  sait  calculer.  Si  Ton  veut  avoir  l'expression 
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de  la  fonction  triple,  au  moyen  des  sommes  de  puissances 
semblables,  il  suffira  de  remplacer  les  fonctions  doubles 
par  leurs  valeurs  connues;  on  trouvera  ainsi 

et  Ton  voit  que  les  fonctions  triples  s'exprimeront  comme 
les  fonctions  simples  et  doubles,  sous  forme  rationnelle 
et  entière,  par  les  coefGcients  de  Téquation  proposée. 

La  formule  (3)  ne  subsiste  pas,  si  deux  des  exposants 
ou  tous  les  trois  deviennent  égaux  entre  eux;  mais  on 
peut  en  déduire  aisément  les  valeurs  des  deux  fonctions 

2û«^«cy    et    ^a'^b'^c''. 

On  voit,  en  effet,  que  si  6  devient  égal  à  a,  "Va^J  c' 

se  réduit  à  a^a^'b^'c^  et  à  2,3.2«**"<^%  «i  en  même 
temps  y  devient  égal  à  a  ;  on  a  donc 


2 

et 


(5)  ^a-b-c-=l{sl^3s^,s^^'^s,^). 

En  suivant  la  même  marche,  on  calculera  successive- 
ment les  fonctions  du  quatrième  ordre,  puis  celles  du 
cinquième,  et  ainsi  de  suite.  Il  est  presque  superflu  d'a- 
jouter que  quand  on  aura  calculé,  en  général,  Texpression 
d'une  fonction  symétrique  entière  et  homogène  dan  '^ 
ordre,  si  [x  exposants  deviennent  égaux  entre  eux,  il  fau- 
dra diviser  par  i .  a . 3 .  .  .fx  la  valeur  qu'on  aura  trouvée. 


î 


J 
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On  voit  par  là  que  toute  fonction  symétrique  entière 
et  homogène  des  racines  d'une  équation  peut  s'exprimer 
rationnellement  par  les  coefficients  de  cette  équation,  et 
que  la  même  chose  a  lieu,  d'après  les  remarques  faites 
précédemment,  pour  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique quelconque. 

Méthode  de  TF'aring  pour  calculer  une  fonction 
symétrique  rationnelle  et  entière  des  racines  d^une 
équation. 

174.  Waring  a  indiqué^  dans  ses  Meditationes  alge- 
hraicœ  [*)j  une  méthode  par  laquelle  on  peut  former 
directement  l'expression  d'une  fonction  symétrique  et 
entière  quelconque  des  racines  d'une  équation  en  fonction 
.  des  coefficients  de  cette  équation.  Nous  allons  faire  con- 
naître ici  cette  méthode,  qui,  dans  un  très-grand  nombre 
de  circonstances,  devra  être  préférée  à  celle  que  nous 
Tenons  d'exposer. 

Soit  l'équation 

af^-^px  af^* -^ Pi af^^ -h .  .  .-hpm-t  *-»-/>«=o, 
dont  les  m  racines  sont 

{ly       Of       Cy   •     t     •    y        A*,       if 

A 

et  supposons  qu'il  s'agisse  de  trouver  la  valeur  d'une 
fonction  symétrique  et  entière  V  de  ces  racines. 

Pour  plus  de  clarté,  il  convient  d'imaginer  que  l'on  ait 
ordonné  la  fonction  Y  de  la  manière  que  nous  allons  in- 
diquer. Désignons  par  a  l'exposant  de  la  plus  haute  puîs- 
I  sance  à  laquelle  se  trouve  élevée  chaque  racine,  et,  en 


i 


(*)  Editio  tertia,  p.  i3. 
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parlicuiier^  la  racine  a  dans  V  ;  pttr  €  l^e^posaiît  de  la  plus 
haute  puissance  à  laquelle  se  trouve  élevée  la  racine  i 

dans  la  partie  de  V'qui  contient  le  facteur  a";  pSr  y  Fex- 
pô9àu«  dô'la  plu^  haute' puissance  à  laquelle  se  trouve 

élevée  t  danS  la  partie  de  V  qui  renferme  le  facteur  a*i^; 
nt  ainsi  de  suite,  en  sorte  que  X  désignera  finalemen^t  Tel- 
posant  de  la  plus  haute  puissance  de  /  dans  la  partie  de  V 

qui' contient  le  facteur  a*i  c'...  A*.  D*après  cela,  la  fonc- 
tion V  contiendra  un  terme  de  la  forme 

auquel^  nous  assignerons  le  premier  rang;  A  est  une 
constante  donnée;  il  se  peut  que  quelques-uns  des  ei- 
posfttits 

soient  nuls;  en  outre,  chacun  de  ces  exposants  peut  être 
égal,  mais  non  supérieur  au  précédent.  Je  dis,  par  exem- 
ple, qu'on  ne  peut  avoir  y^ê;  en  effet,   la  foiictioti 

symétrique  V  qui  renferme  le  terme  Aa^b^c^..  .1^1 

contient  aussi  le  terine  Aa*i^c...A^/^,  qui  se  déduit 
du  premier  en  permutant  les  lettres  i  et  c;  or,  si  Ton 

avait  7>6,  b  ne  serait  pas,  comme  nous  l'avons  sup- 
posé, la  plus  haute  puissance  de  b  contenue  dans  la  partie 

de  V  qui  renferme  le  facteur  a*  ;  dohc  on  a  nécessaire- 
Czc  !     ment  y  <!  Si>*^7  =  S.  Ce  raisonnement  s^applique  évi- 
demment aux  autres  exposants. 

Le  premier  terme  de  la  fonction  V  ayant  été  fixe 
comme  il  vient  d  être  dit,  noua  appliquerons  la  même 
règle  à  la  détermination  du  rang  de  chacun  des  autres 
termes,  et  nous  écrirons 
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Cela  posé^  on  a 


(—  !)'"/?«  =  abc,  .  Al. 
Si  l'on  élève  ces  égalités  aux  puissances 

respecii veulent,  qu'on  en  fasse  ensuite  le  produit  et  qu'on 
multiplie  çnfia  de  part  et  d'autre  par  A,  le  premier  mem- 
bre de  l'égalité  résultante  sera 

A  (.-^  ,)«i-€H-y-*-. .  "^^p^-^p\-y, . .  pIz!pIi- 

Nous  le  représenterons,  pour  abréger,  par  P  \  qu^pit  au 
second  membre,  il  sera  une  fonction  symétrique  des  lettrea 
r7,  i,  c, .  . .,  Â,  /,  et,  si  nous  l'ordonnons  de  la  même 
manière  que  V,  il  est  évident  que  son  premier  terme  sera 

Aa*i  c*''.  .  .h^l^\  on  aura  ainsi 

En  retranebant  la  seconde  des  fonctions  symétriques  V 
et  P  de  la  première,  on  obtient  une  nouvelle  fonction 
symétrique  Vi  telle  que 

*V~P==V., 

Si  Ton  opère  sur  Vt  comme  on  a  opéré  sur  V,  on  ob- 
tiendra une  troisième  fonction   symétrique  Vj  telle  que 
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Pi  désigne  une  quantité  analogue  à  P,  et  qui  est,  comme 
celle-ci,  Je  produit  d'une  constante  par  diverses  puis- 
sances des  coefficients  pi^  /7j,. . .,  p^. 

En  poursuivant  ces  opérations,  on  voit  qu'on  obtiendra 
une  suite  de  fonctions  symétriques, 

Vi,  Vj,  V3,.  . . ,  v^_,,  v^^ 

telles  que 


V  — 

p 

— — 

v„ 

v.~ 

p. 

V., 

V,- 

p. 

^- 

1 

•      •      •      • 

• 

—  1 

• 

•  •  •  > 

I> 

^- 

1 

^ 

—  1 

^' 

chacune  des  quantités  P,  Pj, . . . ,  P    est  le  produit  d'une 

constante  par  diverses  puissances  des  coefficients  pi, 
Ps9*-*9  Pm*  ^^  outre,  si  l'on  imaginé  une  fonction  entière 
U  formée  des  premiers  termes  des  fonctions  V,  Vi,...,  V 

et  ordonnée  de  la  même  manière  que  ces  fonctions,  il  est 
évident,  d'après  le  procédé  que  nous  avons  suivi,  que  le 
premier  terme  de  l'une  quelconque  des  fonctions^  Vi, 
Vj,...,  V    occupera,  dans  U,  un  rang  supérieur  au  rang 

du  premier  terme  de  la  fonction  précédente.  Or,  le  nom- 
bre des  termes  susceptibles  d'occuper,  dans  U,  un  rang 
supérieur  à  celui  d'un  terme  donné  est  nécessairement 
limité;  donc,  dans  la  recherche  des  fonctions  V^,  Vj,...» 
on  finira  toujours  par  arriver  à  une  constante,  et  alors 
l'opération  sera  terminée.  Supposons,  d'après  cela,  que 
V  se  réduise  à  une  constante;  il  viendra,  en  ajoutantes 
égalités  précédentes, 

V  =  P-|-P.4-P,-f-...-l-  P^_,  -f-  V^ , 
formule  qui.  fera  connaître  r«xprèssion  de  la  fonction 
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symétrique  proposée  V  en  fonclion  des  coeflScienis  ^i, 

On  peut  conclure  de  là  que  toute  fonction  entière  et 
symétrique  V  des  racines  d'une  équation  est  exprimable 
rationnellement  par  les  coefficients  de  Téquatioii,  propo- 
sition que  nous  avons  déjà  établie  (n^  173)  ^  mais  on  voit, 
en  outre,  que  si  les  coefficients  de  l'équation  sont  des 
nombres  entiers,  ainsi  que  ceux  qui  multiplient  les  diffé* 
reflts  termes  de  V,  la  valeur  de  cette  fonction  V  sera  éga- 
lement un  nombre  entier. 

175.  Exemple  I.  —  Étant  donnée  V équation 

dont  a^  b^  c,  rf,  f?,  y, . . . ,  i%  /  sont  les  racines^  on  de^ 
mande  la  videur  de  la  fonction  symétrique 

Posons,  conformément  à  la  théorie  précédente, 

-h  22  ^  à^  bcde  -i-  6o  ^^  ahcdef^ 
on  aura 

—  22  y  a^  bcde  —  6o  V'  abcdef; 
faisons,  en  second  lieu, 

=  —  3  y g^  àcd — 6y  g'^^V^/— 9.7  ^^a'*brde — cp^  abcdef, 

'25 
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ou  aura 

-h  5  V'  a'  bcde  -f-  3o^  ^^  abcdef; 
faisons,  en  troisième  lieu, 

=  —  3^a'b'c^—6^a^b^cd'^i8^a'bcde'-6o^abcdef, 

on  aura 

Va—  P2=  V3  =  4  V  û»  b'cd  4-  23  V  a'^cde  +  goV  flicz/ç/"; 

faisons,  en  quatrième  lieu, 

P.  =  ^p^Pi  =  42^*2  ^^^^ 


on  aura 


Va  —  P,  =  V4  =  7  y  «»  ^c^t'  -+-  Zo'^ahcdef', 
faisons,  en  cinquième  lieu, 

=  7  \^  «'  bcde  -h  4^^  aècfi?^ 


on  aura 


V4  -  P.  =  V.  rr;  -  1^2  «^^^^/; 

si  en6n  Ton  fait 

P^rr  — l2/?«=:—  1 2  ^  abcdef^ 


i 


SfiCTiUlf    II.    CHAPITRE    I.  887 

on  aura. 

V.-P4  =  V.  =  o. 

Ici  Topération  est  terminée  et  l'un  a  cette  valeur  de  V, 

V  =  /?,  ptPi  —  3/?f/?4  —  3/?;  4-  4/»» Pi  +  1P\  Ph  —  ia/>e. 

176.  Exemple  II.  —  Étant  donnée  l'équation 

ar-^rfx  x"-'  -4:  pt^ff^'^  -H ...  H-  /?«_,  «  -f-  /?«  =  o, 

dont  Uj  bj  c, .  • . ,  A,  /  sont  les  racines^  on  demande  la 
valeur  de  la  fonction  symétrique 

|x  est  le  nombre  des  racines  qui  entrent  au  carré  dans 
chaque  terme ^  et  v  le  nombre  de  celles  qui  entrent  à  la 
première  puissance . 


Désignons  la  fonction  proposée  par  la  notation  F  ([Ly  v)« 
et, plus  généralement,  représentons  par  F  (p. — n,  v+a/z) 
la  fonction  symétrique  de  même  genre  que  la  proposée  e|^ 
dans  laquelle  chaque  terme  contient  [l  —  n  racines  au 
carré  et  v  +  2/2  racines  à  la  première  puissance. 

Gela  posé,  ou  doit  former,  d'après  notre  théorie,  Içs 
fi4- 1  égalités  suivantes  : 

I           .    (v-f-2/l)  (v-f-2/l— l)...(v-t-/l  -f-l)„,  .  ... 

!        -h^ i-^ '- — ^^ ^F  a— «,  v-f-2/l)-f-.., 

P  r.2.../i  ^^ 


+  ^ i-i i î- '-  F(o,  vH-  2a); 

1.2.  .  .fx  ^ 


25. 
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(-  •)>/._.  /».+,«+.  =  F(^  -  I,  »  H-  2) 

,     {v-*-2/l)...(v-*-/l-f-2)  .o„^U-- 

—  r  (fA  —  /i,  V -t- 2«j -+-. . . 


1 .2.  .  .(/}  —  i) 

( V -f-  2^) .  .  .  (v  -f- f*  -f-  2 ) 
I  .2.  .  .(fX  —  l) 


F(o,  i.H-2fi), 


(v-*- 2a).  ..(v -f- tA-f-/î -f-l) 

1.2'.  .  .(fi— -/î)  "^ 


(~0>»/^v-4-a^-.=F(^*-^2f*-^)-^^^^7^F(o,v-f-2|*), 

OÙ  la  quanti  lé  ;?.  doit  être  regardée  comme  nulle  si  l'iu- 
dice  i  est  supérieur  à  m. 

Ajoutons  toutes  ces  égalités  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  les  facteurs 

I>   A|»    ^a»  •  •  •  >    ^n>  •  •  •  t    ^M> 

et  supposons  ces  facteurs  choisis  de  manière  que  les  quan- 


.  • .  * 


tites 

F(fX  — I,  V-4-2),      F(fi  —  2,  v-h4),...,      F(o,  v4-2f«) 

soient  éliminées  du  résultat*,  il  viendra 


Nous  allons  chercher  maintenant  les  valeurs  des  fac- 
teurs Xi,  X,,. .  .,  X  .  Les  équations  qui  déterminent  ces 


à 
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facteurs  s'obtiennent  en  donnant  à  n  les  /ui  valeurs  i,  2, 
3,.  •  •  9  f^  dans  la  suivante  : 

vH-2/i  (v-f- 2/1)  (v -h  2/1  — l) 

f  I  .2 

(v  -+-  2/f)(v  -♦-  2«  —  l){v  H-  2/1  —  2) 

H 5 ^«—3  -f-  •  .  . 

I  .2.3 

(v  -+-2/f)(v  -4-  2/1  —  i)  .  .•  (v  -♦-  2«  —  r-f-  i) 

1 .2. . .r 

(ti  4-  2  /I  ) . .  .  (v  -f-  /i  H-'i  ) 
-f-  ^ ^^ =  o  ; 

I  .2»  •  ./l 

mais  cette  équation  peut  s'écrire  d'une  autre  manière. 
Posons,  pour  abréger, 

^    _(v  +  2p)(v>f-p~l)^ 
^  (v  +  2p  —  2)p 

et 

n  —  p  (vH- 2/t)(v  +  2/ï  —  i).,.(vH-2/i — p) 


) 


A  =  — 

P        (v-f-2/l  —  2p)/l  1.2.3.  ..p 

.   on  aura 

V-*-  2/t 

I 

et  généralement 

(^"*'^«)(y  H-a/i  —  i)...(v-4-2/f  —  r-l-i) 

•  •  •  » 

D'après  cela,  notre  équation  devient,  en  remarquant  que 
A«  est  nul, 

-f- A,-, (X, -f-  e,x,)4- A„^,(x,  4-e,)  =  o. 

En  donnant  successivement  à  n  les  valeurs,  i,  2,  3,...^  /?, 
OD  obtient  n  équations,  d'où  l'on  tire  immédiatement 

^, 4-e,==o,  >a4-Mi  =  05  >, -f-e,>,,.. .,  >, 4- e„>,-,  =  o , 
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QU 

>,=—  (v-f-  2), 

1   -        (v-f-4)(v-f-l), 
Aj  —  —         ..  ■>     ■'  Al, 

{vH-2).2 

^   (v  -f-6)(v  -+-2) 

*'--      (v  +  4).3     '*' 

••••••• • > 

(v -f- 2«)(v -4-/1  —  l) 

Aji — r V Ajj__|  . 

(v  -h  2«  —  2)./I 

En  n^ultîpliarit  ces  égalités  membre  à  membre,  il  vient 

I.2t..(«  —  1)  n 

ce  qui  permet  d^écrire  immédiatement  la  valeur  delà 
fonction  symétrique  cherchée  F(jia,  v)  . 

II  faut  remarquer  que  notre  procédé  est  en  défaut  dans 
le  ca^  de  V  =:  o,  mais  la  formule  qui  fait  connaître  }„  ne 
cesse  pas  toutefois  d'être  exacte.  Dans  le  cas  dont  il  s'agit, 

les  valeurs  de  6^  et  de  A^  deviennent 

p        ■      p 

_  (2/Z  —  1)  (2/1  --  2).  .  .,(271  -^  p), 
tt    — I,       A    — -— , 

on  voit  que  A„  n^est  pas  nul,  comme  dans  le  cas  général, 
et  qu'il  est  ici  égal  à  A„_i .  L'équation  entre  î»? 
^^-iv*«»  ^1  peut  alors  s'écrire  ainsi  ; 

-*- A„_,(i, -f-2)==Q; 

en  remplaçant  successivement  n  par  i,  2, .  • , ,  w, on  ob- 
pent  n  équatiops,  d'où  Ton  \îre 

>, -f-2=:::0,      >,-+->,  rrr  O^      X3 -h  ^2  =  O  ,  .  .  ,      X„4-Xb-i^0, 

et,  par  suite, 


I 

J 
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on  a  donc  celle  valeur  de  F(fx,  o) , 

Méthode  de  Cauchy. 

177.  Cauchy  a  publié,  dans  ses  anciens  Exercices  de 
Mathématiques  (4^  année,  p.  io3)«  une  méthode  nou- 
velle et  fort  élégante  pour  obtenir  la  valeur  d'une  fonc- 
tion symétrique  et  entière  des  racines  d^une  équation. 
Cette  méthode  consiste  à  éliminer  successivement  de  l'ex- 
pression de  la  fonction  symétrique  qu'on  veut  évaluer 
chacune  des  racines  de  l'équation  proposée;  elle  repose 
sur  la  proposition  suivante  : 

Soit  V  une  fonction  symétrique  et  entière  des  racines 
a^h^  Cy , , ,  ^  i^kyl  d'une  équation 

que  nous  représenterons  aussi,  pour  abréger,  par 

X  =  o; 

et  supposons  qu'ayant  éliminé  de  l'expression  de  V,  par 
un  moyen  quelconque,  toutes  les  racines  excepté  a,  on 
ait  mis  la  valeur  de  cette  fonction  sous  la  forme  d'un  po- 
lynôme entier  et  rationnel  ordonné  par  rapport  aux  puis- 
sances de  a,  que  l'on  ait,  par  exemple, 

Ao,  Al ,  etc.,  étant  des  quantités  composées  rationnelle- 
ment avec  les  coefficients  de  l'équation  proposée;  je  dis 
4ue  si  l'on  divise  cette  expression  de  V  par  le  polynôme 
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obtenu  eu  remplaçant  x  par  a  dans  X,  le  reMe  de  la  divi- 
sion ne  contiendra  pas  a,  et  sera  préeiséntent  la  valeur 
delà  fonction  V. 

En  effet,  si  Qet  R  désignent  le  quotient  e4  le  reste  de 
la  division  V  par  A,  on  aura  V  =  AQ  H-  R,  et  comme  A 

est  nul , 

V  =  R. 

D'ailleurs,  ce  reste  R  est  au  plus  du  degré  m  —  i  en  a\ 
nous  le  représenterons  par 

q^ar^'  -f-  qx  fl"""*  -f-  .  .  .  -h  Çm-,fl  -f-  ^«-.,, 
et  Ton  aura 

Mais  V  étant  une  fonction  symétrique,  on  peut  changer 
les  lettres  a  et  6  Tune  en  l'autre,  ainsi  que  a  et  e,  etc.-,  et 
comme,  par  ces  changements,  ^o?  ^ij^tç.,  conservent 
leurs  valeurs,  il  s'ensuit  que  Téquation 

sera  satisfaite  en  remplaçant  x  par  Tune  quelconque  des 
m  racines  /z,  6, . . . ,  it,  /-,  ce  qui  e^t  impossible,  à  moins 
que  les  coefficients  ne  soient  tous  nuls,  car  celle  équa- 
tion n'est  que  du  degré  m  — 15  on  aura  donc,  en  particu- 
lier, 

ou 

comme  nous  Tarions  annoncé. 

La  dém^onstration  précédente  suppose  que  les  m  racines 
éi,  J,  c, . .  . ,  A,  /  sont  inégales^  mais  les  conclusions  pré- 
cédentes ne  subsistent  pas  moins,  si  quelques-unes  de  ces 
racines  sont  égales  entre  çlles.  Noiis  emploierons,  poiir 
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justifier  cette  assertion,  un  raisonnement  dont  on  fait  un 
fréquent  usage  en  analyse. 

Si  réquation  X  =  o  a  des  racines  égales,  on  considé- 
rera d'abord  à  sa  place  une  équation  Xi  =  o,  dont  toutes 
les  racines  seront  inégales,  et  qu'on  obtiendra  en  faisant 
subir  des  modifications  insensibles  aux  coefficients  de  X; 
par  exemple,  si  Téquation  X  =  o  a  trois  racines  égales  à 
a,  et  que  les  autres  racines  soient  différentes,  on  prendra 

\{x  —  a  —  h)(x  —  a  —  h') 
X,  = • 

Le  polynôme  Xf  ne  diffère  de  X  qu'en  ce  que  deux  des 
trois  racines  égales  à  a  sont  remplacées  par  a  +  &  et 
a-{'h^:  on  voit  aisément,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'in- 
sister davantage,  comment  on  devrait  cboisir  le  poly- 
nôme Xi ,  si,  outre  les  trois  racines  égales  à  a,  Téquation 
proposée  avait  plusieurs  racines  égales  à  £,  à  c,  etc.  Cela 
posé,  substituant  l'équation  Xi  =  o  à  X  =  o,  et  conser- 
vant d'ailleurs  les  notations  précédentes,  on  arrivera  à 
Téquatiou 

et  cette  équation  aura  lieu,  quelque  petites  que  soient  les 
quantités  /i,  //,  etc.;  elle  aura  donc  lieu  aussi  à  la  limite, 
quand  on  fera  /i=z  o,  A'=  o,  etc. 

178.  Voici  maintenant  la  métbode  donnée  par  Caucby, 
pour  calculer  la  valeur  d'une  fonction  symétrique  et 
entière  V  des  racines  a,  i,  c, .  •  •  »  i,  it,  /  de  l'équation 

X  =  j::*  -1-  /?,  x"-'  -f-  Pi  a:"-'  -f- . .  •  -f-  /?«!  =  o . 

Divisons  X  par  x —  u^  et  désignons  par  Xi  le  quotienl  ; 
divisons  de  même  Xi  par  x  —  &,  et  désignons  par  Xs  le 
quotient,  puis  X^  par  x —  c,  et  soit  Xg  le  quotient,  et 
pODtinuons  ainsi  d'enlever  de  X  tous  les  facteurs  linéaires 


•  •  • 
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jusqu^à  X  —  Al  inclttsivement,  en  sorte  que  X^^i  n6  con- 
tiendra plus  que  le  seul  facteur  x  —  /.  Cela  posé,  considé- 
rons les  m  équations 

X=:0,      X|  =  0,      Xs=09...9       Xa,_i  =  O . 

» 

La  première  n  est  autre  que  la  proposée,  et  elle  a  pour  ra- 
cines a,  b^  Cj,..,  Ar,  /;  la  seconde  a  pour  racines  &,  c, . . . , 
A,  /,  et  ses  coefficients  sont  exprimés  sous  forme  entière 
en  fonction  de  a  et  des  coefficients  de  la  proposée  ;  la  troi- 
sième a  pour  racines  e , . . . ,  A,  /,  et  ses  coefficients  sont 
exprimés  sous  forme  entière  en  fonction  de  b  et  des  coef- 
ficients de  la  précédente,  c'est-à-dire  en  fonction  de  â,  h 
et  des  coefficients  de  la  proposée  ]  et,  en  général,  les  coef- 
ficients de  Tune  quelconque  de  ces  équations  sont  ext»ri- 
mes  sous  forme  entière  en  fonction  des  coefficients  de  la 
proposée  et  des  racines  qui  n'appartiennent  pas  â  l'équa- 
tion que  l'on  considère.  Désignons  enfin  par  A  la  yalear 
de  X  pour  x  =  a,  par  B  la  valeur  de  Xi  pour  a:  =  i,  par 
C  celle  de  X^  pour  x=rc,  et  ainsi  de  suite,  en  sorte 
que  I  sera  la  valeur  de  X«_8  pour  a:  =  t,  K  celle  de  X^-i 
pour  x  =  A^,  et  L  celle  de  X;„_i  pour  x  =  /;  on  aura 

A=:o,     B=ro,     C=:o,...,      I  =  o,     K  =  o,     L  =  o. 


Cela  posé,  V  est  une  fonction  symétrique,  non-seulemcnl   ! 
des  racines  de  l'équation  X  =  o,  mais  aussi  des  racines 
de  l'une  quelconque  des  équations 


X  =  o ,     X|  —  o , . . . ,     Xài--3  —  o  y     Xffli_2  —  o ,     Xfli_.| — 0. 

Nous  allons  faire  voir  comment,  en  s'appuyant  sur  cette 
remarque,  on  peut,  à  l'aide   du  théorème  fondamental 
démontré  plus  haut,  éliminer  successivement  chaque  ra- 
cine de  l'expression  de  V.  ^i 
D'abord  l'équation  L  =  o,  où  /entre  au  premier  degré, 
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permet  de  chasser  immédiatement  /  de  lexpression  de  V. 
G^asidéraut  alors  Y  comule  fonction  syinélrique  des  deux 
racines  Ar  et  /  de  l'équation  X,„.j  =  o,  dont  l'une  /  est 
déjà  éliminée,  on  Tordonnera  par  rapport  à  h^  et  on  la 
divisera  par  R,  coufotmément  à  ce  qui  a  été  dit  plus  haut; 
le  reste  de  la  division  ne  contiendra  pas  h  et  sc^a  la  va- 
leur dé  \  débarrassée  des  racines  h  et  /.  On  considérera 
alors  V  comme  fonction  symétrique  des  trois  racines  i,  A,  / 
de  l'équation  X„.8  =  o,  dont  les  deux  dernières  n'entrent 
pltis  dans  son  expression,  et  l*ayaiit  ordonnée  par  rap> 
port  à  i,  on  la  divisera  par  I  .à  Teffet  d'éliminer  i*^  le  reste 
de  la  division  ne  contiendra  pas  i  et  sera  la  valeur  de  V 
débarrassée  des  trois  racines  i,  A,  /.  On  continuera  de  la 
même  manière^  jusqu'à  ce  qu'on  ait  éliminé  de  Y  chacune 
des  racines  a,  &,  c,...,  f,  k^  l\  on  aura  alors  la  valeur 
de  cette  fonction  exprimée  par  les  coefficients  de  l'équa- 
tion proposée. 

Il  importe  de  remarquer  que  Texpressioti  définitive 
de  Y  s'obtient  par  de  simples  divisions^  et  que  les  pre- 
miers terme$  des  polynômes  A,  B,  C,...,  î,  K,  L,  qui 
servent  successivement  de  diviseurs,  ont  tous  l'unité  pour 
coefficient  :  par  conséquent,  ces  divIsÎQns  n'introduiront 
aucun  dénominateur;  en  sorte  que  si  l'expression  primi- 
tive de  Y  est  entière,  non-seulement  par  rapport  aux 
racines  a,  &,  c,...,  /,  A,  /,  qui  y  entrent  syniétriquement, 
mais  encore  par  rapport  aux  coefficients  p^^  p^,  etc.,  qui 
peuvent  eux-mêmes  y  figurer,  l'expression  définitive  de  Y 
sera  aussi  entière  par  rapport  à  ces  coefficients  ;  enfin,  si 
ces  menées  coefficients  sont  des  nombres  entiers,  Y  sera  pa- 
reillement un  nombre  entier.  Ce  résultat  important,  que 
nous  n'avions  pas  établi  complètement  par  notre  première 
méthode,  mais  qui  résiilte  immédiatement  de  la  méthode 
de  Waring,  se  déduit  aussi,  comme  oh  voit,  de  U  méthode 
de  Gauchy. 
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Application  de  la  méthode  de  Cauciry  à  un  exemple. 

179.  Nous  allons  appliquer  la  méthode  de  Cauchy  à  la 
détermination  du  produit  des  carrés  de  toutes  les  diffé- 
rences des  racines  d^une  équation  donnée,  prises  deux  à 
deux.  Cet  exemple  suffira  pour  montrer  comment  on 
peut,  par  des  artifices  convenables,  simplifier  dans  cer- 
tains cas  remploi  de  la  méthode. 

Soient  toujours  a,  6,  c,...,  /r,  /  les  m  racines  de  l'équa- 
tion * 


soient  aussi 

V  =  (a  —  hY[a  —  c)\  .  .(X-  —  /)' 

et 

y,  =  {b  —  cy[h  —  df, . . (X  —  /)'; 

V  sera  le  produit  des  carrés  des  différences  des  racines  de 
Téquation  (1),  prises  deux  à  deux,  et  Vf  le  produit  des 
carrés  des  différences  des  racines  de  Téquation 


X  —  a 

=  0, 

ou 

« 

(^) 

X"~'  -1-  /7, 

*•"- 

-'-f-/'a 

x«->  4- .  . 

.  4-  /?«_,  —  0 

-+-a 

4-/>,fl 

-f-  Pm^i  a 

-f-û' 

- 

4- 

Cela  posé,  on  a 

V  =  V,  (a  —  6)'  (fl  —  c)».  .  .  («  —  kf  {a  ->  /)'. 

Mais  le  produit  (a  —  h)  [a  —  c)...(a  —  A)  (a  —  /)  est 
égal  (n*'  49)  à  la  valeur  que  prend  la  dérivée  du  poly: 
nome  X  pour  x  =  a,  c'est-à-dire  égal  à 


J 
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donc  on  aura 


V  —  V, [/wa**-'  +  (m  —  i)/7,  û'"-»  -4- ...  4- pm-t]". 


D'après  cela,  si  nous  admettons  qu'on  sache  former  la  va- 
leur de  la  fonction  V  pour  une  équation  du  degré  m  —  i , 
on  pourra  également  trouver  la  valeur  de  cette  fonction 
pour  une  équation  du  degré  m.  Effectivement,  par  hypo- 
thèse, on  sait  exprimer  la  valeur  de  V,  par  les  coefficients 
deTéquation  (2),  c'est-à-dire  en  fonction  de  a  et  des  coef- 
ficients de  la  proposée  ;  donc  la  fonction  V  pourra  elle- 
même  être  mise  sous  la  forme  d^un  polynôme  ordonné  par 
rapport  aux  puissances  de  a,  et,  en  divisant  ce  polynôme 
par  le  premier  membre  de  Téquation  proposée,  dans  le- 
quel on  aura  remplacé  x  par  /z,  le  reste  de  la  division 
donnera  la  valeur  cherchée  de  V.  Or  on  sait  calculer  la 
fonction  de  V  pour  une  équation  du  deuxième  degré  ;  on 
pourra  donc  calculer  cette  fonction  pour  Téquation  du 
troisième  degré,  puis  pour  celle  du  quatrième,  et  ainsi 
de  suite. 

Cas  de  V équation  du  troisième  degré,  —  L'équation 

proposée  est 

x^  -\-  px^  -^  qx  -\-  rzzzo, 

et  l'on  a 

V  =(«  —  bY{a  —  cY{b  —  c)\ 

V  =:V,(<i  — ^)»(rt--c)»; 

Vj  étant  relatif  à  l'équation  du  deuxième  degré 


«4-^  =  0. 

-^  pa 


X'  ^  p 

-h  a 


On  a  immédiatement 


y.^ip^oY  —  ^{q-^pn-^-  «2)  —  —  3fl'  —  7.pa-\r  (p^  —'^q)y 
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d'ailleurs 

(a  —  b)(a  —  c)=  3/1^  -h  iipa  -!-  ç, 
par  suite. 


V  =  (  —  3a'  —  2/7fl  -f-/?>  —  4 <7) (3flrt  4-  2/?</  -f-  ^y 


=  —  27  a*  —  54/?a'  —  27/?*  I  a*  -!-  4/?' 

—  547  I      —>]^pq 


à*  -h  4/^*7 
—  iSpq' 


u»4-4a'* 
—27^» 

Divisant  celte  valeur  de  V  par  a'  +  pa*  4-  ça  +  0  on 
trouve  pour  qi^otient 

-—  %'ja*  —  ^fjpa^ —  27^4  -h  (4/>*  4-  27r  —  iSpq), 

et  pour  reste^ 

ce  qui  est  précisément  la  valeur  de  V  que  nous  cherchons. 
On  trouvera  dans  le  Chapitre  suivant  une  méthode  plus 
expédilive  pour  résoudre  la  même  question. 

Formation  de  l'équation  de  laquelle  dépend  une  fonc' 
tion  rationnelle  et  non  ^métrique  des  racines  d*une 
équation  donnée. 

180.  Soient  a,  &,  c,...,  A^,  /  les  m  racines  d'ufie  équa- 
tion donnée  X  =  o,  et 

une  fonction  rationnelle  donnée  de  ces  racines,  ou  de 
quelques-unes  d'entre  elles.  La  théorie  des  fonctions  sy- 
métriques conduit  à  une  méthode  très-simple  et  très- 
élégante  pour  former  Téquation  dont  V  dépend.  Nous 
allons  développer  ici  cette  méthode. 

Si  la  fonction  V  contient  n  des  m  racines,  le  plus  grand 
nombre  de  valeurs  qu*elle  puisse  prendre  quand  on  échange 
les  lettres  a^  b^  Cj..,^kn  l  les  unes  dans  les  autres,  de 
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toutes  les  manières  possibles,  sera  évidemment  ëgai  au 
nombre  des  arrangements  de  m  lettres  n  à  riy  c^ est-à-dire 

égal  à 

m  [m  —  i)!*»  —  2). . ,(//!  —  71  -f-  i). 

Mais  il  peut  arriver  que  le  nombre  des  valeurs  distinctes 
de  V  soit  beaucoup  moindre^  nous  désignerons  par  [i  ce 
nombre  de  valeurs,  et  par 

▼i>   Vj,  V3, •  •  •)    V^ 

les  fx  v£(Icurs  de  Y-  L'équaiiop  en  V  sera  alors 

(V~-V.)(V-V,)...(V-V^)  =  o 
ou 

V'*-f-P,V^'"*4-?,V^~^-f-...4-P^_,V-+-P^=::0, 

eu  posant 

V,-4-V,-+-...+  V^  =  -^P., 

V.V,-f- =P„ 


Or  les  quantités  P,,  P,,...,P  sont  des  fonctions  symé- 
triques des  quantités  V|,  V,.  etc.,  et,  par  suite,  elles  sont 
aussi  des  fonctions  symétriques  des  racines  a,  &,  c,  etc., 
de  I équation  proposée^  on  pourra  doMC  calculer  les  coef- 
ficients de  Téquation  en  V  par  l'une  des  méthodes  quç 
nous  avons  exposées. 

Nous  avons  admis  comme  évident  que  toute  fonction 
symétrique  des  quantités  V|,  V,,  etc.,  est  aussi  une  fonc- 
tion symétrique  des  racines  a,  i,  c,  etc.  Voici,  au  sur- 
plus, un  moyen  très-facile  de  le  démiontrer. 

Par  hypothèse,  les  quantités 

(0  v„  V.,...,  v^ 
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sont  toutes  distinctes^  et  ce  sont  les  seules  valeurs  que  V 
puisse  avoir.  Faisons  subir  aux  lettres 

(iy         by        C,    .     .     .    ,         k^         l 

une  permutation  quelconque,  et  supposons  que  Vi  se 
change  en  V',,  V,  en  V',,  etc,  les  quantités 

(2)  V'.,  V',,...,  v; 

devront  toutes  se  trouver  dans  la  série  Vi,  Vj,  etc.,  puis- 
que cette  dernière  comprend  toutes  les  valeurs  de  V*,  je 
dis,  en  outre,  que  tous  les  termes  de  la  série  (3)  sont  dif- 
férents, et  que,  par  suite,  cette  série  coïncide  avec  la  sé- 
rie (i)  :  on  ne  peut  avoir,  par  exemple,  V,  =  V,,  car  V, 
et  V,  ne  diflerent  de  V,  et  Y^  qu'en  ce  que  les  quantités 
dont  ces  fonctions  dépendent  y  sont  désignées  par  des 
lettres  différentes,  et  Tégalité  \',  ='^',  entraînerait,  en 
conséquence,  V^  =  V»,  ce  qui  est  contre  Thypothèse.  II  ré- 
sulte de  là  que,  si  Ton  fait  subir  aux  lettres  a,  b,  c^  etc., 
un  changement  quelconque,  les  quantités  Vi,  Vj,  etc.,  ne 
feront  que  s'échanger  les  unes  dans  les  autres;  par  suite, 
une  fonction  symétrique  de  ces  fonctions  ne  sera  pas 
changée,  et  elle  sera  aussi  symétrique  relativement  aux 
quantités  a,  i,  c^*...  A',  /. 

On  peut  dans  bien  des  cas  simplifier  le  calcul  de 
l'équation  en  V  ;  on  en  verra  un  exemple  dans  la  re- 
cherche de  l'équation  qui  a  pour  racines  les  carrés  des 
différences  des  racines  d'une  équation  donnée,  prises 
deux  à  deiix. 

Équation  aux  carres  des  différences» 

181.  Soient  toujours  a,  i,  c,...,  A,  /  les  m  racines 
de  Féquation  X  =  o,  et  posons 

V  =  {«  — A)'; 
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1* équation  en  V  sera  du  degré  — =  jut,  qui  est  le 

nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  deux  à  deux,  puis- 
que la  fonction  V  est  symétrique  par  rapport  aux  deux 
lettres  qu^cUe  contient.  Soit 

cette  équation,  dans  laquelle  les  coefficients  Pj,  P^,  etc.^ 
sont  des  fonctions  symétriques  des  racines  de  l'équa- 
tion proposée.  Les  valeurs  de  Pi,  P^,  etc.,  seront  données 
par  les  formules  de  Newton,  si  Ion  connaît  les  sommes 
des  puissances  semblables  Si,  Si,..., S     des  racines   de 

Téquation  en  V^  tout  est  donc  ramené  à  calculer  ces 
dernières  sommes  en  fonction  des  coefficients  de  Téqua- 
tien  proposée,  ou  en  fonction  des  sommes  5i,  5t,  etc., 
des  puissances  semblables  de  ses  racines,'  puisque  les 
sommes  5i,  5s,  etc  ,  s'expriment  par  les  coefficients,  au 
moyen  des  formules  de  Newton. 

Voici  le  procédé  indique  par  Lagrange  pour  calculer 
les  sommes  S],  St,  etc.,  relatives  à  Téquation  eu  V,  au 
moyen  des  sommes  5i,  5,,  etc.,  qui  se  rapportent  à  l'équa- 
tion proposée. 

Posons 

si  Ton  donne  à  j:  successivement  les  yaleui^  a^b^c^.,,^ 
^,  /,  et  que  Ton  ajoute  tous  les  résultats,  on  aura 

f(a)-4-Hp(^)+.  ,.'hif{l)={a  —  è)»«-h..  .-4-  («  —  /)' 

+  (é  — a)^-h...+  [h  — If 


19» 
i7« 


Or  le  second  membre  de  cette  équation  est  évidemnruMU 
égala  2S„5  donc 

2Sn  =  ff[a)  -f-  ç(ft)  4-. .  .-f-  <p(/). 

I.  Ji^ 
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D  un  autre  côté,  en  4év^loppant  les  différents  termes  de 
(f  (x),  on  trouve 


I  .3 


I 

1  .3 


1 


OU 


Remplaçant  a?  8ucç^3siyi3p[ien(  par  a,  &i  c,...,  /,  et 
ajoutait  tous  ]es  résuUats,  on  fiura  U  valeur  suivaiue 
clçç(a)-:hy-(6)4-...-hç(/)  ou  d^  aS„, 

iin('in.  —  i) 

2S„  =  /W^an  —  UnSy  S^n^i  -h  : ^» ^w— a —  •  •  •  4"  fi^w 

1  .2 

Les  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux 
dans  le  second  membre^  par  suite,  on  a  cette  valeur 
de  S„, 

2/2(2/1  —  i) 

bn  =  mS3n  —  2  «  J,  Ja«_,  H ^2  Su^^t  —  .  .  . 

I  .2 

,     I  2/1  (2/1  —  1).  .  .(/I  +  1) 

a  1.2.  «!...« 

En  donnant  à  n  les  valeurs  successives  i,  2,  3, . . . ,  |^)  <)" 
connaîtra  les  sommes  Si,  Ss,...,  S  dont  on  a  besoin;  on 
achèvera  ensuite  le  calcul,  comme  nous  Tavons  indique 
précédemment. 

] 

Cas  de  r équation  du  troisièmç  degré,  —  Prenons  pour    ; 
exemple  Téquation  du  troisième  degré 

x^  +  pœ^  -h  qx  -h  r  =  a, 
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et  soit 

V» -+- PV» -h  QV  4- R  =  o, 

l'équation  aux  carrés  de$  différences* 
On  trouve 

S2=P^—  217, 

^3=  —  p^-^  ^pq  —  3/-, 

Si^=p^ —  ^p^q  -♦-  ^pr-^  iq^, 

Si=  —  /?* -h  5/?^7  —  5/7'r  —  5/î'«7*  ■+-  S^r, 

St=zp*  —  6/?*^  -h6/>'r-f-9/>*^' —  iipqr —  2^'-f-  3r'; 

puis 

S,  =  3*,  —  s\zsz  ip^  —  6^, 
S,=r3#«  —  4*<*3"+*  3*5  =  'ip*^  13 p^q  4-167% 
S3  =  3^8  —  6ji  X»  -f-  i5f, ^4  — 10.^5 
=  2/>* —  i8/>*ç  —  1 2/>*  r  •+- 57/?' f*  4*54/^7'' — ^66^ — 8ï  r", 

et  enfin 

P  :^  —  Si  :=  —  a/>»  4-  67, 

QSj  4"  P5f  *       /?    *       .         < 

= ^ =P*  —  op'q  4-  97% 

On  suivrait  une  marche  toute  semblable  pour  former 
Téquation  aux  sommes  deux  à  deux  des  racines  d^une 
équation  donnée. 

Sur  la  forme  des  fonctions  rationnelles  d'une  ou  de 
plusieurs  racines  d^une  équation. 

182.  La  méthode  générale  dont  nous  venons  de  nous 
occuper  s'applique  avec  le  même  succès,  que  V  soit  ou 
non  une  fonction  entière  des  racines  a,  fe,  c,  etc.;  mais 

a6. 
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an  peut  facilement  démontrer  qu^une  fonction  ration- 
nelle d'une  ou  de  plusieurs  racines  d'une  équation  peut 
toujours,  si  elle  n'est  pas  entière,  être  remplacée  par  une 
fonction  entière  équivalente. 

Nous  commencerons  par  établir  le  théorème  suivant, 
relatif  aux  fonctions  rationnelles  d'une  seule  racine. 

Théorème.  —  Toute  fonction  rationnelle  et  non  e/i- 
tière  (Tune  racine  a  d'aune  équation 

(i)  /(i)  =  o 

de  degré  m  est  équivalente  à  une  fonction  entière  d^un 
degré  inférieur  à  m. 

Soit,  en  effet,  la  fonction  rationnelle  vt-t 9  oùcpet^ 
désignent  des  fonctions  entières;  on  aura  identiquement 

b^  Cj.  »  ,^  l  désignant  les  autres  racines  de  l'équation  (i). 
Le  dénominateur  ^  («)  ^  (6)  •  • .  ^  (^)  du  second  membre 
est  une  fonction  symétrique  et  entière  des  racines  deTé- 
quation  (i),  et  il  peut  en  conséquence  s*exprimer  ration- 
nellcmeut  par  les  coefiîcients  de  cette  équation.  Pareille- 
ment le  facteur  ^  (^)  ^  (^)  • .  •  ^  (l)  du  numérateur  est  une 
fonction  symétrique  et  entière  des  racines  de  Téquation 


a:  —  a 


=  0, 


et  on  peut  l'exprimer  sous  forme  rationnelle  et  entière, 
en  fonction  des  coefficients  de  celte  équation,  c'est-à-dire 
en  fonction  de  a  et  des  coefficients  de  Téqualion  (i).  D'a- 
près cela,  1  égalité  (2)  prendra  la  forme 

9(a) 
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OU  6  [a)  désigne  un  polynôme  entier  et  rationnel,  par 
rapport  à  a.  En  effectuant  le  produit  des  polynômes  (f  et  0, 
uotre  fraction  deviendra 

et  je  dis  qu'on  peut  supposer  le  degré  fjt  inférieur  à  w.  En 
effet,  de  l'équation  y* (a).  ==  o  on  peut  tirer  la  valeur  de  a'" 
qui  sera  exprimée  par  un  polynôme  du  degré  m  —  i  ;  en 
uuiltipliant  par  a  cette  valeur  de  a"*,  on  aura  a*""*"*,  qui  sera 
exprimée  par  un  polynôme  du  degré  7/r,  mais  qu'on  pourra 
abaisser  au  degré  m — - 1,  en  remplaçant  a"*  par  la  valeur 
trouvée  précédemment.  En  continuant  ainsi,  on  expri- 
mera chaque  puissance  de  a,  à  partir  de  la  m"'"*,  par  un 
polynôme  du  degré  m  —  i ,  et,  par  suite,  on  pourra  chas- 

ser  de  l  expression  de  j — -  que  nous  avons  trouvée,  toutes 

les  puissances  de  a  supérieures  à  la  (m  —  i)'^'.  Mais  on 
peut  aussT  opérer  comme  il  suit  :  Si  (a  est  ^  m,  on  divi- 
sera le  polynôme  Ao,-f- Aja -K...  par /(«),  et  en  dési- 
gnant par  Q  le  quotient,  par  n  (a)  le  reste  qui  est  de 
degré  inférieur  à  m,  on  aura 

11^  =  A« -f- A.i» -h ...  =  /(«)  X  Q -f- o («)  ; 

d^ailleursy  (a)  étant  nulle,  on  aura  simplement 

où  tj  désigne  un  polynôme  de  degr<i  m  —  i  au  plus. 

183.  Quoique  la  démonstration  précédcrite  ne  laisse 
rien  à  désirer  sous  le  rapport  de  la  rigueur  et  de  la  clarté, 
nous  en  présenterons  une  seconde  qui  aura  l'avantage  de 
nous  fournir  un  procédé  plus  facile  pour  trouver  la  forme 
entière  qui  convient  à  une  fonction  fractionnaire  donnée. 
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Soit  touiours  ^7-~  la  fraction  donnée,  a  étant  une  racine 

J         +(«) 

àef(x)  =  o.  On  peut  supposer  ^  (a)  de  degré  inférieur 
à  m,  car  si  le  contraire  avait  lieu,  on  ferait  disparaître  de 
çp  (a)  les  puissances  de  a  supérieures  à  la  (m  —  i)^*^  par 
Fun  des  procédés  indiqués  précédemment. 

Cela  posé,  opérons  sur  les  polynômes /"( a)  et  «{/(a), 
comme  s*il  était  question  de  trouver  leur  plus  grand  com- 
mun diviseur^  on  aura  cette  suite  d*égalités  : 

» •*..• f 

R»-»  =  B*-i  Q»  -i-  Rji  jr 

oô  R„  ne  coutient  plus  la  quantité  a.  Or,^  y*(a)  étant  nul; 

on  aura 

R.=  -Q,|,(flr), 

R,=:(i-hQ,Q,)^(a), 

R,  zzr  -  (Q, -f- Q3  4- Q.  Q,  Q,)  .Ka), 


la  dernière  de  ces  égalités  sera  de  ta  forme 

0(a)  désignant  un  polynôme  entier  et  rationnel  par  rap- 
port à  a,  et  on  en  tire 


on  a  donc 

Cette  valeur  de  -—— |  est  entière  par  rapport  a  û,  puisque 
Rn  B«  contLenI  pas  a,  et,  si  elk  reaferme  des  puissances 
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cfc  a  supéiieiifes  à  la  (m  —  i )**'"*,  où  pourra  les  faire 
disparaître  pslt  le  procédé  que  tious  avoiis  indiqué  au 
11^  182. 

A  lâ  vérité,  celte  méthode' semble  en  défaut  dans  le  cas 
oà  les  polynômes  ^  [x\elf[x)  ont  un  diviseur  comfnuti; 
car,  dans  ee  ea»,^  la  quantité  désignée  par  R„  est  nulle, 
ainsi  q»e  Q[a\:  mais  alors  on  pourra  enlever  de/(ji:)^ 
par  une  simple  division^  tons  les  factettrs  linéaires  qui 
sont  dans  ^  [x)^  et  parmi  lesquels  ne  se  trouve  pas  x  —  «, 
car  autrement  ^  (a)  serait  nul.  En  désignant  par  f^  [x) 
le  résultai  ainsi  obtenu,  d  sera  r'atcinÊf  de/i  [x)  =  o,  et 
le  polynôme  ^  [x)  étant  dès  lors  pi'emier  avec  ft(pf)j  on 
pourra  appliquer  la  méthode. 

Il  résulte  de  ee  qui  précède  que  la  fonction  rationnelle 
la  plus  ^nérale  d'une  racine  d'une  équation  de  degré  m 
est  une  fonction  entière  du  degré  m  —  i ,  renfermant  par 
conséquent  m  coefficients  arbitraires. 

Exemple.  — Toute  fonction  rationnelle  d!une  raciiio  a 
de  Téqualion  du  troisième  degré 

x^  •+-  px*  -h  y.r  -î-  r  m  o 

peut  être  mise  sous  la  forme 

A  -h  B.1  -+-  Ca^j 

mais  il  est  souvent  préférable  de  prendre  une  forme  fracr 
tionnaire  dans  laquelle  les  deux  termes  soient  linéaires,  et 
cela  est  toujours  possible  \  car  si  l'on  divise  l'un  par  Tautre 
les  polynômes  a^  -h  pà^  +  qa'+-  r  et  C«*-f-Ba-t-A, 
dont  le  premier  est  nul,  on  aura  un  quotient  et  un 
reste  du  premier  degré  en  a,  d'où  il  résulte  que  la 
fonction  A-f-Brt-hCa*  peut  être  mise  sous  la  forme 
M«  4-  N 
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184.    ExTEffSIOIl  AUX  FONCTIOUS  RATIOlf  If  ELLES  DB  PLU* 

SIEURS  RACINES  D^uNE  ÉQUATION. — La  méthode  précédeûte 
a  surtout  Tavantage  de  pouvoir  être  appliquée  aux  fonc- 
tions rationnelles  de  plusieurs  racines  d^une  équation. 
On  a,  en  effet,  ce  théorème  : 

Toute  fonction  rationnelle  non  entière  de  plusieurs 
racines  d^une  équation  peut  être  remplacée  par  une 
fonction  entière  de^  mêmes  racines. 

Rien  ne  sera  changé  à  nos  raisonnements,  si  la  fonc- 
tion T-7— (»  Que  nous  avons  considérée,  renferme  d'autres 

racine^  &,  c,  etc.,  de  réquatîony*(x)  =  o,  et  cette  fonc- 
tion pourra  se  mettre  sous  la  forme  A(>  a  -f-  Ai  a*  H-. . ., 
A ^  et  Al  étant  des  fonctions  rationnelles  de  racines  parmi 
lesquelles  ne  se  trouve  pas  a^  A  leur  tour,  on  pourra  rendre 
ees  fonctions  Ao,  Ai,  etc.,  entières  par  rapport  à  une 
autre  racine  &,  puis  par  rapport  à  une  troisième,  et  ainsi 
de  suite. 

MétJiode  d^ élimination  fondée  sur  la  théorie  des 

fonctions  symétriques. 

185.  Parmi  les  applications  que  Ton  peut  faire  de  la 
théorie  des  fonctions  symétriques,  on  doit  regarder  comme 
Tune  des  plus  importantes  la  méthode  d'élimination  que 
nous  allons  exposer. 

Considérons  deux  équations,  des  degrés  mein  respec- 
tivement, contenant  deux  ou  un  plus  grand  nombre  de 
irariables  x^j^  etc.,  et  entre  lesquelles  il  s'agit  d'élimi- 
ner j^.  Nous  supposerons  ces  équations  complètes,  et  leurs 
coefficients  entièrement  indéterminés,  et  les  ordonnant 
par  rapport  hj^  nous  les  représenterons  par 

(2)       j»  -4-  9,7"-'  -It  72  J"-*  4-.  .  .-+-  (/n-i  J  -^  qn^o. 
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Les  coefficients  p^^  pt,  eic  ,  ^i,  ç,,  etc.,  sont  des  fonc- 
tions entières  de  x,  etc. 

Désignons  par  a,  £,  c,...,  A,  /  les  m  racines  de  1  équa- 
tion (i)-,  ces  racines  dépendent  de  x  et  des  autres  varia- 
bles^ s^il  y  en  a  ;  en  les  substituant  à  j-,  dans  le  premier 
membre  de  Féquation  (2),  on  aura  les  m  résultats 

A"-+-  7,  ^"-'  -+-  y,  ^«-2  -I- ...  +  ^^,  ^  H-  7„ , 
(3)  {  ff  -\-  qtc^'  -h  «7a  c«~»  4-  .  .  .  -f-  7;^_,  c  -h  q 


Cela  pose,  si  Ton  forme  le  produit  de  tous  ces  résultats^  et 
que  Ton  désigne  par  V  ce  produit,  il  est  facile  de  voir  que 

V  =  o 

sera  l'équation  finale  résultant  de  réliminalion  de j^  entre 
les  deux  équations  proposées.  En  effet,  Téquation  finale 
qui  résulte  de  Télimination  dey  entre  deux  équations  est 
simplement  la  condition  nécessaire  pour  que  ces  deux 
équations  aient  une  racine  commune,  et  il  est  bien  évi- 
dent que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
équations  (i)  et  (2)  aient  une  racine  commune  est  que 
lun  des  résultats  (3),  ou  leur  produit  Y,  soit  nul. 

D'ailleurs,  V  est  une  fonction  symétrique  et  entière  des 
racines  de  l'équation  (i),  qui  contient,  en  outre,  ration- 
nellement les  coefficients  de  l'équation  (2);  on  pourra 
donc  exprimer  cette  fonction  rationnellement  par  les 
coefficients  des  équations  (1)  et  (2). 

186.  La  méthode  précédente  conduit  facilement  au 
théorème  de  Bezout,  relatif  au  degré  de  l'équation  finalç. 

Nous  supposerons,  comme  précédemment,  que  les  deux 
équations  (i)  et  (2),  l'une  du  degré  m,  Taulre  du  degré  «, 
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soient  complètes,  et  que  leurs  cwfîîcieiil»  soient  dan* 
une  complète  indépendance.  Alars  les  quantités  p,  et^ 
sont  des  fonctions  entières  du  premier  degré  par  rapport 
aux  variables  ;r,  etc.,  qui  figurent  dans  les  équations 
proposées  5  pareillement,  ^j,  q^  sont  du  deuxième  degré, 
et,  en  général,  le  degré  des  coefficients  de  j  dans  le* 
équations  (i)  et  (2)  sera  indiqué  par  leur  indice.  Cela 
posé,'  je  dis  que  : 

Le  degré  de  V équation  finale  qui  résulte  de  l' élimina-^ 
lion  d^une  ^fariable  y^  entre  deux  équations  complètes 
dont  les  coefficients  sont  indéterminés  et  indépendants 
les  uns  des  autres j  est  précisément  égal  au  produit  des 
degrés  des  deux  équations. 

Considérons,  en  effet,  un  terme  quekonque  du  pro- 
duit des  expressions  (3),  par  exemple 

ce  terme  se  trouvera  dans  V,  ainsi  que  la  fonction  synic- 
Irique  dont  il  fait  partie.  V  est  donc  la  somme  d'expres- 
sions de  la  forme 

en  observant  qu'il  faut  remplacer  çr^_  ^  par  i,  si  a  =  ^'1 
et  de  même  pour  les  autres.  Or,,  d'après  ce  qui  a  élé  dit 
plus  haut,  le  facteur  ^«^aîn  — 6*  ••în— ;i  est  du  degré 
{n — a)'h(n  —  ê) -H. ..-!-(« — i)  ou  mn — (a -f-o -+-... 4-i) 
par  rapport  aux  variables  a:,  etc.;  si  donc  nous  faisoBS 

voir  que  le  second  facteur^  a°^Z)^  ,  ,  .1^  est,  par  rap|)ort 

à  ces  mêmes  variables  x^  etc.,  du  degré  a  4-  S  +. . .  -f-^» 
il  s'ensuivra  que  le  terme  de  V  que  nous  considérons  est 
du  degré  nm,  et  que  V  est  lui-mcjne  de  ce  degré.  Les 


I 
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coefGcients  Pi^pt^  etc.,  de  réquation  (i)  étant,  par  rap- 
port à  x^  etc.,  d'un  degré  égal  à  leur  indice,  il  en  sera  de 
même  des  somnoies  de  puissances  semblables  ^i,  is»  etc., 
de  ses  racines;  cela  résulte  immédiatement  des  formules 
de  Newton.  Ainsi,  le  degré  d'une  fonction  symétrique 
ûmple  telle  que  s^  est  le  même',  soit  que  Ton  considère  s^ 

comme  fonction  de  a,  6,  etc.,  soit  qu'on  la  considère 
comme  fonction   de  a:,    etc.  Enfin,  ^^a^i^. .  .i'   peut 

s'exprimer  en  fonction  des  sommes  5^  par  une  formule 

entière  qui  est  du  degré  a  -h  ê  -f-. .  .-f-  X  par  rapport 
aux  racines  a,  &,  elc,  et  qui  est,  par  conséquent,  aussi 
du  même  degré  par  rapport  à  jr,  elc.  Le  tbéorème  est 
donc  démontré. 

Nous  avons  admis  comme  évident  que  les  termes  de 
degré  m/z,  qui  se  trouvent  dans  V,  ne  peuvent  se  détruire, 
tant  qu'on  laisse  indéterminés  les  coefficients  des  équa- 
tions (i)  et  (2).  On  peut,  au  surplus,  mettre  ce  fait  hors 
de  doute  en'  se  référant,  comme  nous  l'avons  fait  au 
n**  71 ,  au  cas  particulier  de  deux  équations  dont  les  pre- 
miers membres  sont  décomposables  en  faciears  linéaires. 

187.  Si  les  coeflScients  des  équations  (i)  et  (a)  ont  des 
valeurs  déterminées,  on  pourra  toujours  leur  appliquer 
fe  raisonnement  du  n®  185,  pourvu  que  ces  équations 
contiennent  la  plus  haute  puissance  de  Tirtconnue  qu'on 
élimine.  On  est  ainsi  conduit  à  la  proposition  suivante^ 
qui  est  générale  : 

Le  degré  de  Véquation  finale  résultant  de  V élimina' 
tion  d^unc  inconnue  entre  deux  équations  qui  en  con^ 
tiennent  plusieurs  est  au  plus  égal  au  produit  des  r/c- 
grés  de  ces  équations. 

Ce  dernier  théorème  subsiste  lors  même  que  h^s  équa- 
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lions  proposées  manquent  de  la  plus  haute  puissance  de 
Tinconnue  qu^on  élimine. 

Soient,  en  e(Tet,  deux  équations  entre  deux  variables  x 
et  jy  ayant  respectivement  mei  n  pour  degrés  et  man- 
quant du  terme  le  plus  élevé  en  y.  En  considérant  x  etj 
comme  des  coordonnées  rectilignes,  ces  deux  équations 
appartiendront  à  deux  courbes,  et  le  degré  de  Téquation 
finale  résultant  de  Télimination  àe y  sera  égal  au  nombre 
des  points  d'intersection  réels  ou  imaginaires  de  ces 
courbes.  Par  conséquent,  ce  nombre  ne  changera  évi- 
demment pas,  si  Ton  rapporte  les  deux  courbes  à  d'an- 
tres axes  de  coordonnées  •,  mais  alors  les  nouvelles  équa- 
tions de  ces  deux  courbes  se  déduisent  des  anciennes,  en 
remplaçante:  et  j  par  des  fonctions  linéaires  aX'\-hy^ 
al X  -H  hfy^  et  elles  contiendront  évidemment,  l'une  un 
terme  en  j-'",  l'autre  un  terme  en  j^",  à  cause  derindéter- 
mination  de  h  et  V\  le  degré  de  Téquation  finale  en  a: 
résultant  de  l'élimination  de  y  entre  ces  nouvelles  équa- 
tions sera  donc  au  plus  égal  à  nin  :  par  suite,  le  nombre 
des  points  d'intersection  des  deux  courbes  ne  pourra 
surpasser  m«,  et  il  en  sera  de  même  du  degré  deFéqua- 
lion  finale  qui  résulterait  de  l'élimination  de  y  entre  les 
deux  proposées. 

La  même  démonstration  s'applique  au  cas  où  les  deux 
équations  proposées  contiennent,  outre  x  et  y^  d'autres 
variables  u,  z, .  •  •  •  En  effet,  si  l'on  pose 

et  que  l'on  considère  /r,  ^,  etc.,  comme  des  paramètres,  le 
raisonnement  précédent  s'appliquera  aux  deux  équations 
proposées  qui  ne  renferment  plus  que  x  et  y»  Par  où  l'on 
voit  que  l'équation  finale  en  x,  «,  i/,  etc.,  résultant  de 
l'élimination  de  7,  sera  au  plus  du  degré  mn,  si  l'on  y 
remplace  z,  u^  etc.,  par  Ao:,  Ji Xy  etc.,  et  cela,  quels  que 
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soient  AT,  k'^  etc.-,  mais  cette  substitution  ne'  change  évi- 
demment pas  son  degré,  lequel  ne  pourra  donc,  en  aucun 
cas,  surpasser  nin. 

On  verra  plus  loin  qu'on  peut  fixer  avec  précision, 
dans  chaque  cas  particulier,  le  degré  de  l'équation  finale 
qui  résulte  de  Féliraination  d'i;Lne  inconnue  entre  deux 
équations  données. 

188.  Quand  on  opère  1  élimination  dans  le  but  d'ob- 
tenir les  systèmes  de  solutions  de  deux  équations  à  deux 
inconnues,  il  faut  déterminer  en  outre  les  valeurs  de  l'in- 
connue éliminée  qui  répondent  à  chaque  racine  de  Péqua- 
tion  finale;  on  a  vu  au  ii°  73  comment  on  doit  diriger  le 
calcul  pour  remplir  cet  objet.  Au  reste,  comme  l'équation 
finale  en  x  exprime  que  les  équations  proposées  ont  une 
racine  eOmmunej^,  on  peut  déterminer  celle-ci  par  le  pro- 
cédé suivant  qu'Abel  a  fait  connaître  dans  le  tome  XVII 
des  Annales  de  Mathématiques  de  Gergonne. 

Soient  les  deux  équations 

qui  ont  une  racine  commune  y^ ,  mais  qui  n'ont  que  cette 
seule  racine  commune,  et  proposons-nous  de  la  calculer. 
Désignons  par  j^i ,  j^,, . . . ,  y„  les  /i  racines  de  l'équa- 
tion (2),  et  portons-les  dans  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (i)  f{y)  \  on  aura  ces  n  résultats 

dont  le  premier  est  nul.  Faisons  ensuite  les  produits 
n  —  I  à/î  —  I  de  ces  n  quantités,  et  désignons  générale- 
ment par  R    celui  de  ces  produits  qui  ne  contient  pas  le 

facteur  fi^j  )  5  les  quantités 

**»>    Rj»     «$>  •  •  •  >     R« 


4l4  COURS  D* ALGÈBRE  SUPÉRIEURE. 

seront  toutes  nulles,  à  Texception  de  la  première.  Ces 
quantités  sont  exprimables  rationnellement,  la  première 
en  fonction  de  j^i,  la  seconde  en  fonction  de  yti  etc.,  la 
dernière  en  fonction  de  Vn  \  ^^  effet,  B    est  une  fonction 

symétrique  des  quantités  j^i ,  j^i, . . . ,  y^^  excepté  j  , 

c'est-à-dire  une  fonction  symétrique  des  racines  de  l'é- 
quation 


y—y 


ou 


.11—1 


7« 


y 


«— ï 


<7> 


■  Il — ^s 


-h. .  .  =  o; 


R  pourra  donc  s'exprimer  sous  forme  rationnelle  et  en- 
tière en  fonction  de  y  et  des  quantités  connues  qui  en- 
trent dans  les  équations  (i)  et  (2),  de  la  manière  suivante  : 


R 


p«-+-p.ru-^-ptJ^L'+-----Hp/»rl 


En  outre,  par  l'un  des  procédés  indiqués  aux  n®'  Iffî 
et  183,  on  pourra  chasser  de  l'expression  de  B    tootes 

les  puissances  de  r    supérieures  à  la  (/i  —  i)'*"*',  en  sorte 

que  la  valeur  de  R    aura  finalement  cette  forme  : 


n  —  I 


(3)       R^^po-f-p.r^-+-p,r;^-i-...-+-p^.j;^ 

On  voit  que  Téquation 

a  les  n  —  i  racines  yi ,  j^s , . . . ,  j^„  ^  on  a  donc 


on  a  d'ailleurs 


^a  "^  ^3  "+■•••  "f"  jTii  — \ 

p/t— i 


ri  -+-7a-+-r3-+-. .  .4- j„  =  —  7 


l> 
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et,  par  la  soustraction,  on  obtient  la  valeur  demandée 
de  ji ,  savoir  : 


Pn-I 

Xi  —  - l^ 

Pn-i 


On  voit  qu'il  suffit,  pour  avoir  j-j,  de  calculer  dans  R 
les  coefficients  de  r"~'  et  de  r 


Théorème  de  Lagrange  sur  les  conditions  nécessaires 
pour  que  deux  équations  aient  plusieurs  racines 
communes^ 

489,  C'est  ici  l'occasion  de  mentionner  un  beau  ibéo- 
rème  que  Lagrange  a  déraontré^dans  son  célèbre  Mémoire 
inséré  parmi  ceux  de  l'Académie  de  Berlin  pour  1770  et 
1771,  et  qui  est  relatif  aux  conditions  nécessaires  pour 
que  deux  équations  aient  plusieurs  racines  communes. 

L'objet  de  ce  théorème  est  de  faire  connaître  les  con- 
ditions pour  que  deux  équations  algébriques  aient  deux, 
trois,  etc.,  racines  communes,  quand  on  connaît  la  con- 
dition pour  qu'elles  en  aient  une.  Voici  en  quoi  il  con- 
siste. 

Théouème.  —  Si  V  =  o  exprime  la  condition  pour 
que  deux  équations  algébriques 

(1)  f[x)  =r.r™-4-/?.^-'-|-/;>2^'^*-*-...-f-/7«,-,a--+-/?«,=rO, 

(2)  ■F(x)  z=zx^  -\-  q^af-^  -h  7aX"-*  +.:.-{-  qn-xX  -^  q,^=io 

aient  une  racine  commune  y  V  étant  une  Jonction  e«- 
tière  des  coefficients  pi^  p^,. . .,  ^, ,  ^j,. , ,  »,  et    que 

Von  désigne  par  D^,^V,  D^   V  les  dérivées  d'ordre  (i  ei 

d'ordre  v  du  polynôme  V,  prises  la  première  par  rap- 
port  à  p„j,  et  la  deuxième  par  rapport  à  q„^  les  con^ 
ditions  nécessaires  pour  deux  racines  communes  seront 

V=:o     et     Dp  V  =  o, 
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ou  bien 

V  =  o     et      D«  V  =  o  ; 

a 

pareillement  y  les  conditions  nécessaires  pour  trois  racines 
communes  seront 

V=:o,     D«  V  =  o,     Dp  V  =  o, 

ou  bien 

\  =  o,      D-V=ro,      DiV^o, 

et  ainsi  de  suite  ,•  en  sorte  quon  jormera  les  conditions 
nécessaires  pour  i».  racines  communes,  en  joignant  à  Vé- 
quation  V  =  o  nécessaire  pour  une  seule  racine  com- 
mune les  [K — I  équations  obtenues  en  égalant  à  zéro 
les  yi  —  I  premières  dérii^ées  du  polynôme  V,  prises  par 
rapport  au  dernier  terme  de  Tune  des  deux  équations 
proposées. 

Tel  est  renoncé  que  Lagrange  a  donné  de  son  théorème; 
maïs  il  est  nécessaire  d'ajouter  quelques  mots  sur  la  ma- 
nière dont  cet  énoncé  doit  être  entendu.  Ainsi  les  équa- 
tions 

V  =  0,      Pp    V  =  Oy       Dp    V=:0,...,       Dp'^^rzO 
n*  m  m 

expriment  simplement  les  conditions  nécessaires  elsalS- 
santes  pour  que^  racines  de  l'équation  (2)  satisfassenl  à 
l'équation  (i),  en  sorte  que  si  l'équation  (2)  a  des  racines 
égales,  il  sera  possible  de  satisfaire  aux  /ut  équations  de 
condition  écrites  plus  haut,  sans  que  les  premiers  mem- 
bres des  équations  (i)  et  (  a)  aient  un  diviseur  commun  do 
degré  jix,  ce  qui  serait  la  conditiou  nécessaire  pour  que  les 
équations  (i)  et  (2)  eussent  réellement  |u.  racines  com- 
munes. Pareillement  les  équa lions 


,2 


/* 


I 


V:=0,       D«V=i:0,        D:V  =  0,...,       D«         V=:0 


I 

J 
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expriment  les  conditions  nécessaires  pour  que  ft  racines 
de  Téquation  (i)  satisfassent  à  Téquation  (a),  en  sorte  que 
si  Téquation  (i)  a  des  racines  multiples,  on  pourra  satis-* 
faire  aux  équations  de  condition  précédentes,  sans  que 
les  équations  (i)  et  (2)  aient  réellemeat  ^  racines  com- 
munes. 

Il  faut  remarquer,  en  outre,  que  le  dernier  ferma  p^ 
ou  ^„,  par  rapport  auxquel  sont  prises  les  dérivées  de  V, 
doit  être  considéré  comme  un  paramètre  indéterminé  dont 
tous  les  autres  coefficients  sont  indépendants* 

Gela  posé^  passons  â  la  démonstration  du  théorème. 
Soient  a,  2»,  c, . .  • ,  A,  /  les  n  racines  de  Téquation  (2)^  et 
posons 

V  est  une  fonction  symétrique  des  racines  de  Fëqua* 
tion  (a),  dans  laquelle  les  coefficients  sont  des  fondions 
entières  des  coefficients  de  Téquation  ^1)^  on  pourra  donc 
1  exprimer  par  une  fonction  entièi'e  des  coefficients  des 
équations  (1)  et  (2). 

Les  racines  a,  £,  c,...,  /r,  l  étant  indépeudanics die p-^^ 
les  quantités  f[a)^  ^  (^l?  •  •  •  ^  f{^)  sont  des  fonctions 
linéaires  de  /?,«  et  leurs  dérivées  sont  toutes  égaler  k 
r  uni  té;  donc  D^  V  est  égale  à  la  somme  des  pioduiis 

m  —  I  km  —  I  des  quantités 

^  /(«),  f[b)>"2  /{^u  fini 

pareillement D^  V  est  égale  â  la  somme  des  produits 

I  •  2  m 

ffi  —  2  à  m  —  2  des  mêmes  quantités^  et  géncralcmeiii 
-.  DJ,   V  est  égale  à  la  somme  de  leurs  produits  va — i 


1  •  / 

a  m  —  i. 

Par  conséquent,  Téqualiou  qui  a  poui*  racines  k*s  n 


I.  -r 
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qaailhléd 
est 


X» 


^'^-.. 

•T 

V 

I  .  2. .  .(«  - 

I  .2 

.3 

i.a       ^^ 

I 

• 

X±V: 

=  0 

B 

Or,  pour  qde  ^  rdti«i«ft  de  ré|uatton  :(2)  satisfasi^Di  à 
Tëquatiob  (i)*,  il  JPatlt  et  il  6U(Bt  ^ne  IN^uatmn  en  X  ait 
fj.  rsLVÀne^  nulles,  cVst-à-Kiire  XjUfe  l'on  ait 


fi  m  m 


Vr=o,     D^.V=ro,     D^  V  =  o>.v.,     D^    'v  =  o, 


ce  qui  démontre  le  tiiéorènié  énoncé. 

La  démonstralioB  qui  précède  est  plue  claire  et  plus 
précise  que  celle  (Jui  a  été  donnée  par  Lagrange*  II  semble 
ciSectivement  au  premier  abords  par  le  raisonnement  de 
Tauteur,  qu'il  soit  permis,  dans  renoncé  du  théorème, 
de  substituer  aux  dérivées  de  V,  prisée  par  rapport  au 
dernier  tenue  de  Tune  d^s  équations  proposées,  les  déri- 
rées  prises  par  rapport  à  uu  coefficient  quelconque,  on 
même  par  rapport  à  un  paramètre  doht  Un  cm  plusieurs 
de  ces  coefficients  seraient  fonctions.  Mais  il  est  aisé  de 
voir  qu'on  obtiendrait  de  cette  manière  des  équations  de 
condition  trop  générales. 

Par  exemple,  p^-i  étant  le  coefficient  de  x*  dans/(x), 

et  tous  lés  autres  (ïoefficfents  élatit  inc^é^peudahrs  de  p^.,, 

les  équations 

V  =  o,     t>p     V=:o 


m— ( 


peuvent  avoir  Keu,  quoique  les  équations  (i)  et  (^)  n'aient 
qu'une  seule  racine  commune.  En  effet,/ (a),y*(i),.  .m 
/(/)  sont  des  fonctions  linéaires  de  p;„_,  et  leurs  dt»Hvées 


par  rapport  à  p^^i  ont  respeclivement  pour  valimis  U\ 
i*,.'>  ''>  donC)  à  cause  de 

oa  aura 


•  ■•  •  » 


U  est  évident)  d'après  cela,  que  les  équations  de  condi' 

tioa 

V  =  o,     D^     V==o 


i»— « 


seront  vérifiées  si  chacune  des  équations  proposées  a  une 
racine  nulle. 

ExEMt>LE.  -^  Appliquons  le  théorème  de  Lagrange  aux 
deux  équationrs 

x^  -h  /?,  a:*  -{-  yp,  JT  -f-  /73  =  O, 
jc'-+-  9,vr  -h  ^4=0. 

En  appelant  d  et  &  les  racines  de  la  seconde  équation, 
on  a 

—  qxqxPxP-i-^  (ql  —  ^qt)PiPr^-^qipl—  q^P^Pi-^pl, 
et 

La  tonditron,  pour  que  les  équations  proposées  aient  tme 
racine  commune,  est  V  =  o*,  par  suite,  les  condhious 
pour  deux  racines  communes  seront 


V=:o,     D^V  =  o* 
En  éliminant  pt  entre  celles-ci,  il  vient 

{q\  —  4^0  [q]  —  q^  —  q^p^  +  p^Y  ~  ^'^ 


27 
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t;ette  dernière  se  décompose  en  deux  auires.  SLl'onpreîjd 

on  exprimera  que  les  deux  racines  de  Téquation  du  second 
degré  sont  égales  entre  elles,  et  ces  racines  satisferont  à 
l'équation  du  troisième  degré  en  vertu  4e  la  condition 
V  =  o.  Si  Ton  prend,  au  contraire, 

q\  —  q^  —  (f,p^-\-p^^O, 

Téquation  D^  V  =  o  se  réduit  à 

Les  deux  équations  précédentes  expriment  les  condilions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  première  des  équa- 
tions proposées  soit  divisible  par  la  seconde. 

Méthode  de  Tschirnaûs,  pour  faire  disparaître  autant 
de  termes  que  Von  veut  d^une  équation* 

190.  On  peut  rattacher  à  la  théorie  qui  nous  occupe  la 
méthode  élégante  que  Tschirnaûs  a  donnée  dans  les  Jetés 
de  Leipsick  pour  i683,  et  qui  sert  à  faire  disparaître  d'une 
équation  autant  de  termes  que  Ton  veut.  Cette  méthode 
consiste  à  transformer  l'équation  proposée  en  une  autre 
dont  la  racine  soit  une  fonction  rationnelle  de  celle  de  la 
proposée,  ou,  si  Ton  veut,  une  fonction  entière  de  degré 
inférieur  à  celui  de  l'équation  proposée,  car  c'est  à  cette 
forme  (n°  182)  que  peut  se  ramener  la  fonction  ration- 
nelle la  plus  générale. 

Soit 

(i)        x^-^-  p.af'-'  -{-  p^af"-^  -h.  »  :-\-  pnt-iJo  -{-/?„,  r=>o 
une  équation  du  degré  m,  et  posons 
(2)       jr  :=  a^  -h  «,  X  -h  a-i  .r'^  -f- .  .  .  -f-  «„_,  a:*"'  -♦-  ««  x", 
rtfo,  «1,  etc.,  désignant  des   indéterminées,  n  un  entier 
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inférieur  à  nii  L'équation  finale  eu  j^  qui  résulte  de  l'éli-' 
miuation  de  x  entre  les  équations  (i)  et  (2),  sera  évidem- 
ment du  degré  w,  puisque  jjr  a[  autant  de  valeurs  que  x. 
Celte  élimination  peut  se  faire  par  les  fonctions  sj^métiri- 
ques,  de  la  manière  suivante  :  en  élevant  l'équation  (2) 
aux  dilTérentes  puissances  2,  3,.  . .,  m,  et  en  ayant  soin 
de  rabaisser  les  exposants  de  x  au-dessous  de  m,  à  l'aide 
de  Téquation  (1),  on  obtiendra  uue  suite  d'équations  de 
la  forme 


(î) 


? 


j"r=  X-0  -{-  A',  a:  -h -h  A«_,  ^'"~'. 


Jo,  i,,  etc.,  sont  des  fonctions  homogènes  et  entières  du 
deuxième  degré  des  indéterminées  «o,  a^^  etc.  5  pareille-* 
ment  c^,  Cj,  etc.,  sont  des  fonctions  homogènes  et  entières 
du  troisième  degré  de  «o,  «i,  etc.,  et  ainsi  d,e  suite*  Si, 
maintenant,  5i,  5,,  etc.,  désignent  les  sommes  de  puis- 
sances semblables  des  racines  de  l'équation  (i)-,  81,82, etc., 
celles  des  puissances  semblables  des  racines  de  l'équation 
enj,  les  équations  (2)  et  (3)  donneront 

!'  Si  =  tna^  -f-  a,  .î,  -4-  «2  .Çj  -i-  .  .  .  -h  flr„_i  J„_i  H-  <7„  f„ , 
Sa  =r  /«  V-+-  Ai  ^1  -h  ij  *2  -f- -+-  ^m-i  ^m-i  , 


f    S„  = 


Connaissant  ainsi  les  sommes  de  puissances  semblables 
des  racines  de  l'équation  en  y,  on  pourra  former  cette 
équation. 

On  peut  y  arriver  encore  de  la  manière  suivante.  On 
résoudra  les  équations  (3)  par  rapport  aux  puissances 
Jî*,  x',,..,  x*^'*,  et  l'on  portera  leurs  valeurs  dans  ré-* 
quation  (2).  Ce  procédé  a  l'avantage  de  dojiner  la  valeur 


\ 
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de  X  exprimée  ratîonneUement  en  j",  6n  sorte  qu'on  con- 
naitra  chaque  racine  de  Tëqnalion  proposée,  quand  ob 
aura  résolu  Féquation  finale  enj^. 
Représentons  par 

cette  équation  en  j^,  où  ^i,  ^i,...,  ^^  sont  fonctions  en- 
tières des  indéterminées  a^^  ai,  etc.,  ot  qui  exprime)» 
condition  pour  que  ks  équations  (i)  et  (2)  aient  une  racine 
commune.  Je  dis  que  de  cette  seule  équation  (5)  on  peut 
déduire  la  valeur  de  x  qui  correspond,  à  chaque  valenr 
de^,  et  même  la  valeur  d'une  puissance  quelconque  dex. 
En  effet,  désignous  par  Y  ce  que  devient  le  second  membre 
de  la  formule  (a)  quand  on  y  remplace  le  coefficient  a 

par  a    -h  /i,  et  soit 

(6)      y-hQ.Y— '-4^Q,Y— ^^-.  ..^-Q^iY-*-  Qu  =  o 

Tëquation  de  laquelle  dépend  Y.  Chaque  coefficient  Q^ 
est  une  fonction  entière  de  a    -i-hy  et  si  on  rordonne 

suivant  les  puissances  de  h^  on  aura  évidemment 

l*-  1.2,      '*fji. 

D^  9tf>  D^  ^,,...  représen la rtt  les  dérivées  successives  du 
polynôme  Çi  par  rapport  à  ai  on  a  d'ailleurs 

Y  =  ^  +  kxf". 

Si  1  on  porte  ces  valeurs  dans  Téquation  (6),  celle-ci  de- 
viendra identique,  quel  que  soit  A,  quand  on  attribuera 
à  a:  et  à  j'  leurs  valeurs  simultanées;  en  conséquence^ 
les  coefficients  des  diverses  puissances  de  h  doivent  être 
nuls.  En  égalant  à  zéro  la  partie  indépendante  de  A,  on 
retrouve  réqualion  (5),  et  si  Ton  égale  è  zéro  Irscooffi- 


i^ 
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cîeiils  dt;  ]a.  première  puissance  de  b^  il  viendra 
«»l,  par  siiite. 


jr/* 


y- 


on  aura,  en  particulier, 

__     Da,(r'"  +  yir"^'  -h  ...  -4-  y,»-.r  -^  y^) 

On  voit  donc  qu'il  suffira  de  résoudre  l'équation  (5) 
pour  avoir  résolu  par  cela  même  Téquation  (i). 

Cela  posé,  on  peul  disposer  des  indéterminées  a^^ 
«1,  etc.,  de  manière  à  faire  évanouir  n  termes  de  l'équa- 
tion en  y\  par  exemple,  si  l'on  veut  faire  disparaître  les 
n  termes  qui  suivent  le  premier,  il  8uffips|  de  poser 

Oj  ^nr  O  y       oj  —  O  ,  •  .  •  ^       Oj^  —  O. 

Or,  en  se  reportant  aux  équations  (4),  on  voit  que  S,  est 
du  premier  degré  par  rapport  à  a©,  «i,  etc.,  que  Sj  est 
du  deuxième  degré,  Ss  du  troisième,  etc,,  S^  du  w'^'"'. 
Donc,  d'après  le  théorème  de  Bezout  (n**  70),  la  déter- 
mination de  ces  indéterminées,  dont  l'une  peut  être  prise 
^p^itr^^ren^enty  dépeiwi  d'une  équatiofi  du  degré 

et,  si  To^i  voulait  faire  diaparaitre  de  l'équation  (5)  tous 
les  termes,  à  l'exceptiqu  du  premier  et  du  dernier,  le 
problème  dépendrait  d'unp  équation  du  degré 

I  .2.3.  . .  (/JP  —  ï). 

C'est  aussi  à  la  résolution  d'une  équation  de  ce  degré  que 
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se  trouverait  ramenée  celle  de  réquation  proposée,  car 
Téquation  (5)  n'ayant  alors  que  deux  termes  pourrait  être 
immédiatement  résolue. 

191  •  La  transformation  de  Tschîrnaûs  donne  la  réso- 
lution algébrique  des  équations  du  troisième  et  du  qua- 
trième degré.  En  effet,  soit  d'abord  l'équation  du  troi- 
sième degré 

jp»  -h  px^  -h  ^x  -f-  r  =r  o  ; 
on  posera 

j  =  Uo  -h  tf  j  X  -h  «,  X% 

et  Ton  formera  l'équation  finale  en  j',  savoir 

/»H-P7»-hQ^-hR=o. 

On  déterminera  les  rapports  de  deux  des  quantités  a^^ 
ai,  a«  à  la  troisième,  au  moyen  des  équations  P  =  Or 
Q  r=  o,  qui  sont)  Tune  du  premier  degré,  Fautre  du 
deuxième;  on  pourra  donc  résoudre  ces  équations  et  ex- 
primer les  rapports  dont  il  s'agit  en  fonction  des  coeffi- 
cients de  la  proposée.  L'équation  en  y  se  réduisant  alors  à 

7^H-Rr=o, 

on  en  tirera  ces  trois  valeurs^ 


a  et  ê  désignant  les  racines  cubiques  imaginaires  de 
l'unité.  Connaissant  ainsi  les  trois  valeurs  dej^,  on  aura 
facilement,  par  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  les  trois 
valeurs  de  x.  D'après  la  proposition  du  n°  182,  la  trans- 
formation que  nous  venons  d'effectuer  revient  à  celle 
dont  nous  nous  sommes  occupé  au  n^  63. 
Soit  enfin  l'équation  du  quatrième  degré 


r'  -\-  px^'  -f-  qx^  -4-  rj:  -f-  j  =r  o  ;. 
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on  posera,  comme  précédemment, 

el  Tqn  aura  une  équation  en  y  telle  que 

j4  _^  p^S  ^_  Q^l  -f-  R  J  -h  S  =  o. 

On  déterminera  deux  des  quantités  «o  >  ^n  «i  au  moyen 
des  équations  P  =  o,  R  =  o,  qui  sont,  l'une  du  pretnier 
degré,  Faulre  du  troisième;  on  pourra  donc  résoudre  ces 
équations  et  exprimer  deux  des  inconnues  en  fonction  de 
la  troisième  et  des  coefficients  de  la  proposée.  L'équation 
en  j-,  se  réduisant  à 

r*  H- 0  J' -»- S  =  o, 

elle  pourra  être  résolue,  car  elle  s'abaisse  au  deuxième 
degré  en  posant^' =  z.  Connaissant  les  quatre  valeurs 
de  y,  on  formera  immédiatement  les  expressions  des 
quatre  racines  de  l'équation  proposée. 

application  de  la  méthode  de  Tschirnaûs  à  r équation 

du  cinquième  degré, 

192.  M.  Jerrard,  géomètre  anglais,  a  démontré  qu'on 
peut  faire  disparaître  d'une  équation  quelconque  le 
deuxième,  le  troisième  et  le  quatrième  terme  en  résolvant 
une  seule  équation  du  troisième  degré.  Nous  allons  éta- 
blir ici  ce  résultat  important  ;  à  cet  effet  nous  commen- 
cerons par  démontrer  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Une  fonction  homogène  et  entière  du 
second  degré  de  n  variables  est  la  somme  des  carrés 
de  V  fonctions  linéaires;  le  nombre  v  étant  égal  ou  in^ 
fcrieur  an. 

Soit  V  une  fonction  homogène  el  enlière  du  second 
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numériques  A,  A',,.,  demeurent  indéterminés,  on  trou- 
vera 

V  =  aX=»-f-6Y'H-7Z% 

en  faisant,  pour  abréger, 

Y  =  ( AA'  —  B"')  jr  H-  (  AB  —  B'B")  z ,     Z  z=  z, 
et 

a'  A(AA'-B'")' 

_  AA^A^-f-  2BR^B^^  — AB^—  A^B^'~  A^^B^^» 
^~  AA'  —  B"' 

193.  Passons  maintenant  à  la  démonstration  du  théo- 
rème que  nous  avons  en  vue.  Soit  l'équation 

af*  -h  p,  a^^'  -+-  /?,  a?«-'  -f- .  .  .  -h  /?,„_,  X  -^  p„,z=z  o, 

et  posons 

Soit  aussi 

l'équation  eny.  D'après  ce  qu'on  a  vu  au  n^  190,  la  somme 
des  puissances  p'^"*"  des  racines  de  Téquatîon  en  y  est 
une  fonction  homogène  et  entière  du  degré  p  des  cinq 
quantités  ao,  ^i,  a^^  a^^  a^-y  par  suite,  les  coefficients  ^i^ 
929  ••  «9  (Jm  sont  aussi  des  fonctions  entières  et  homogènes 
des  mêmes  quantités,  et  les  degrés  de  ces  fonctions  q  sont 
précisément  égaux  à  leurs  indices.  Cela  posé,  pour  faire 
disparaître  le  second,  le  troisième  et  le  quatrième  terme 
dé  l'équation  en  j^,  il  faut  faire 

«/,  =  o,      9j  =  0,      93  =  o. 

La  première  de  ces  équations  est  linéaire^  tirons-en  la 
valeur  de  «o  en  fonction  de  /7j,  a^,  «3,  ai,  pour  la  porter 
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dans  les  deux  autres,  et  supposons  que  celles-ci  deviennent 

^'2  =  0»     9\  —  ^' 

Les 'premiers  membres  de  ces  équations  sont  des  fonctions 
homogènes  des  d^rés  2  et  3  respectivement  des  quatre 
quantités  Oi,  ûj,  «5 ,  a,,.  Or,  d'après  le  théorème  du 
n°  192,  Téquaiion  q\  =  o  peut  se  mettre  souà  la  forme 

/»  H- g^» +• //^ -f   A'=:p, 

/,  gj  A,  k  étant  des^  fonctions  linéaires,  et  celte  équation 
sera  satisfaite  en  posant 

ou 


f—gsl—^i     à  — A')/ 


1. 


Ces  deux  dernières  équations  sont  linéaires^  si  Ton  eu 
tire  les  valeurs  de  a,  et  de  a^  pour  les  porter  dans  l'équa- 
tion g\=  o,  celle-ci  deviendra 


n 


et  son  premier  membre  (f\  sera  une  fonction  homogène 
et  du  troisième  degré  des  deux  quantités  a^  et  a*.  L'une 
de  ces  quantités  peut  être  prise  arbitrairement  et  l'autre 
dépend,  comme  on  voit,  d'une  équation  du  troisième 
degré;  les  quantités  a^  et  a^  étant  déterminées,  on  en 
conclura  les  valeurs  de  a^,  a,,  a,,  et  l'équation  en  j^  de- 
viendra 

r"  +  74  7""*  -f- . . .  -h  7«_,  y  -f-  f/n,  --  o, . 

Par  la  même  transformation  on  peut  faire  disparaître 
le  deuxième,' le  troisième  et  le  cinquième  terme  d'une 
équation  quelconque;  seulement,  la  détermination  des 
arbitraires  a^^  a^j  a^^' a^^  ai,  exige  la  résolution  d'une 
équation  du  quatrième  degré  au  lieu  de  celle  d'une  équa- 
tion du  troisième  degré. 
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Enfin,  si  a  la  transformatioii  de  Tschimaûs  on  jointla 
transformation  qui  consiste  à  remplacer  l'inconnue  par 
son  inverse,  on  voit  que,  par  le  moyen  d'une,  seule  équa- 
tion du  troisième  ou  du  quatrième  degré,  il  est  possiiJie 
de  faire  disparaitc«  d'une  équation  qtielcoiBque  ie&  ifds 
termes  <qui  précèdent  le  dernier  on  bien  les  deu^  qui 
précèdent  le  dernier  avec  celui  t|ui  précède  ie  dernier  ée 
quatre  rangs.  Et,  dans  le  cas  particulier  de  Féquationdu 
cinquième  degré,  il  est  clair  qu'on  peut  faire  disparaifre 
ainsi  trois  termes  quelconques  enti^  te  pi^mier  et  le -der- 
nier. Ainsi,  par  la  transformation  dmit  il  sVgit,  Téqud- 
tion  du  cinquième  degré  peut  toujours  être  ramenée  à 
Tune  quelconque  des  quatre  formes 

**  -f-  )yjt  -h  7  =  o, 

JF*  -4-  p3C^  H-  ÇF  •=  O^ 
xr"  +  px""  4-  r/  =  O. 


/ 
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CHAPITRE  II. 

FORMULES  GÉNÉRALES  RELATIVES  A  LA  THÉORIE 
DES  FONCTIONS  SYMÉTRIQUES. 


Formule*  de  Lagrange, 

49i.  Lagrange  a  fait  connaître  danB  les  Mémoires  dé 
V Académie  de  Berlin  pour  1768,  et  plus  tard  dans  le 
Traité  de  la  résolution  des  équations  numériques , 
Note  XI,  une  formule  ren^rquaWe  qui  donne  immédia- 
tement l'expression  de  la  somme  des  puissances  sem- 
blables, xi'un  degré  quelconque,  des  racines  d'une  équa- 
tion. Nôu's  allons  établir  ici  cette  foï-mul'e  en  stipposant 
avec  l'illustre  auteur  que  Ton  ^it  mis  l'équation  ^loposée 
sous  la  forme 

(l)  tt  —  j:-4-/(j?)  =0, 

Il  désignant  une  constante  et  /(t)  étant  une  fonction 
entière 

dont  nous  représenterons  la  dérivée  -çblv  f'[x)^  confor- 
mément à  l'usage  (*). 

On  sait  {toP  1/2)  que  si  a,  è,  c, .  .  . ,  /  sont  les  racines 
de  Téquation 


(1),  la  somme 

I             i             I 

Il             1 

I 

^H-f-l~                /j""*~'                 <?''"*"' 

{*)  Dans  ce  Chapitre  et  dans  les  suivants  nous  supposerons  connus 
les  principes  fondamentaux  du  calcul  différenliel  et  du  calcul  intégra),  et 
nous  ferons  usage  des  notations  généralement  admises  pour  représenter 
les  dérivées  et  les  différentielles. 
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sera  le  coefficient  de  x"  dans  le  développement  de  la  fonc- 
tion 

U  —  X  -^  f[x) 

en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  x. 
Soit  la  fonction  plus  générale 

•y(-^) 
u  —  X  -f-y(x) 

où  <f(x)  désigne  un  polynôme  ayant  pour  valeur 
<p(a?)  =r  Bo  -h  B, J?  4-  Bj.r*  -h  Bjo:''  -h  .  . .  , 

et  cherchons  le  coefficient  de  jc"  dans  le  développeraeul 
de  cette  fonction.  Si  Ton  commence  par  développer  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  f(oc),  il  viendra 

(2)         yf^).       ^  y(^)       y(^)/(.^')   ,  y(-^)[/(-r)f 

u  —  x-h/(x)       w — X        [u  —  x)'^  (u  —  xY 

et  la  série  contenue  dans  le  second  membre  de  cette  for- 
mule sera  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  telles 

que  le  module  de  — ^— ^  soit  inférieur  à  Tunité. 

u X 

Considérons  d'abord  le  premier  terme  du  second  mem- 
bre, on  a 


x^ 


u  —  X        u        u}        u^ 


et  si  Ton  multiplie  de  part  et  d'autre  par  le  polynôme 
(p  (x),  on  trouvera  que  le  coefficient  de  x"  dans  le  dévelof- 

,       e>(jr)  , 

pement  de  -^ — -  a  pour  van 


leur 

u  —  X 


ou 


B„     ,    B,    ^      B,     ^ 

1    ^« 

.  .  -t-            5 

«""*"'         ce"         tt"~' 

Do-f-  B,/f  -h  B,w*-+-,  . 

• 

M"-^' 

5 
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en  sorte  que  ce  coefficient  pourra  être  représente  par 

y(") 

pourvu  qu'on  ne  retienne  que  les  termes  qui  contiennent 
u  en  dénominateur. 

Considérons  maintenant  un  terme  quelconque  du  se- 
cond membre  de  Téquation  (2),  celui  qui  contient  la 
puissance!  de  f(x)  et  qui  a  pour  valeur 

D'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haiuiy  le  coefficient  de  x^ 
dans  le  développement  de 

u X 

est  égal  à 

9{u)[/(u)Y 

pourvu  qu'on  ne  retienne  que  les  termes  qui  contiennent 
u  en  dénominateur.  On  a  donc,  avec  cette  restriction, 


tm-m^rn-» 


U  —  .r 


le  signe  Vs'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  nulle 

ou  positives  de  n.  Et,  comme  la  différentiation  relsitive  à 
tt  ne  peut  introduire  de  puissances  négatives  de  u  dans  les 
termes  qui  n'en  contiennent  pas,  on  aura^  en  prenant  les 
dérivées  d'ordre  i  des  deux  membres  de  Tégalité  précé- 
dente, 

I.  28 
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d'où  il  suit  que  le  coefficient  de  or"  dans  le  développement 
de 

sera  représente  par  Texpression 

^.•y(")[/(^)y 
I  ««+' 


,  1 . 2 . .  .  i  du* 

où  il  ne  faut  retenir  que  les  termes  qui  contiennent  u  en 
dénominateur. 

D'après  cela,  si  l'on  représente  par 

P«  H-  P,x  -f-  P,x*  H-  PaX'  -h .  .  . 

le  développement  de  la  fonction 

«  — ar-l-/(j:)' 

on  aura 

9  (a)  «"■*■'  I  a»-»-' 

a"^'  au  1.2  r/a' 

pourvu,  nous  le  répétons,    qu'on  ne   retienne  que  les 
termes  qui  contiennent  u  en  dénominateur. 
Supposons  que  la  fonction  cf  (x)  soit  delà  forme 

^(x)=4,(x)[i^/'(.r)3, 

et  faisons,  pour  abréger, 

'F{«)  =  ^^ 

la  valeur  de  P«  sera 


du  .        du 

I     d^^(u)\/(u)Y         i    d'V{u)\/(u)]'/'iu}  . 
1  . 2  <//*'  I  .  2  r/«^ 
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Or  on  a,  en  faisant  — ~-~^  =  V (//), 


'-li!^^>,{„)f'iu)^^'^u)Au)., 


on  a  aussi 

1.2..,/  du  I.2...(/ —  l) 


T(«)  [/(«)]'-'/'(„) 


I  .2.  .  .< 


:.'»"(«)[/(«)lS 


et,  en  différentîant  « —  i  fois, 

1.2.../  i/a*  i.2...(/  —  i)  «/«'-* 

_^ I     d'->.v'(u)[f{u)y_ 

I.2.,./  Jtt*~'  ' 

au  moyen  de  ces  formules  de  réduction  la  valeur  de  P^  de- 
vient 

P,=  Y(ii)-*.t'(«)/(«). 


1.2  du  1.2.3  du^ 


•  f  • . 


Considérons  d^abord  le  cas  où  la  fonction  ^(x)  se  ré- 
duit a  l'unité;  on  a 


V(tt)  = 


«"+' 


d  ailleurs  P„  devient  l'expression  de  la  somme 


T 


on  a  donc,  en  mettant  partout  n  au  lieu  de  n  +  i  et  en 

28. 


436  COURS    d'algèbre    StlPÉRlBURE. 

désignant  par  (  —  J  la  dérivée  de  —  » 

ï  I  I  I  I  /    >    \'    ^/      X 

-\ i — i 1 ^ — i 

1.2  du  1.2.3  du^ 


~r  •  •  •  î 


OÙ  Ton  ne  doit  retenir  que  les  termes  qui  contiennent  u 
en  dénominateur. 

Le  cas  où  ^  (x)  est  une  fonctioii  entière  quelconcpie 
d'un  degré  v  inférieur  à  n  conduit  à  une  formule  plus 
générale  ^  mais  celle-ci  se  déduit  immédiatement  de  la 
formule  (3).  Car  soit 


on  aura 

,   .       ^{u)       Co         C,  Cv 

^    '  a"  u"        u*~^  a"^'' 

et  la  formule  (3)  nous  donnera 

/  Y{«)  -h  ^{b)  4-.  . .  -f-  Y  (/)  =  Y  (u)  -h  Y' (a)/(û) 

(4)       _^  I  dr{u)[/{u)Y  .     I    ^^r(«)[/wy , 

\  1.2  </«  1.2.3"  du' 

en  continuant,  bien  entendu,  à  ne  retenir  que  les  termes 
qui  contiennent  u  en  dénominateur. 

195.  Supposons  que  la  série  contenue  dans  le  second 
membre  de  la  formule  (4)  reste  convergente,  quand  on 
ne  rejette  aucun  de  ses  termes,  et  désignons  par  le  sym- 
bole [Y]  la  somme  vers  laquelle  elle  converge^  repré- 
sentons aussi  par  — 5n[^]  la  somme  des  termes  qui 
ne  renferment  pas  u  en'  dénominateur.  Alors  la  for- 
mule (4)  deviendra 

(5)  V(fl)  '4^^(^^)-+-.  ..-^H'(/)z=[H'](i  -h  s.), 
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et  Von  aura 


[Y]::.Y(.)-hr(.)/(.)  +  ^^^^'y^'^.^^V. 


Les  séries  dont  le  type  est  indique  par  la  formule  (6) 
possèdent  une  propriété  remarquable  dont  Lagrange  a 
pu  déduire,  comme  nous  allons  l'indiquer,  la  formule 
célèbre  à  laquelle  son  nom  est  demeuré  attaché. 

Remplaçons  la  fonction  V  (u)  par  une  autre  fonction 
de  la  même  forme  II  (u),  dans  le  second  membre  de  la 
formule  (6),  et  désignons  par  [II]  ce  que  devient  alors 
ce  second  membre  ]  on  aura 

^  [n]  =  ri(«)  +  n^iu)/(u)  +  —  — L-l^LLJl^... 
'''  1  ^ !_  ^*-'n^  («)[/(«)]*  ^. . . . 

l  ï .  2 .  .  .  X  rfa*-' 

Multiplions  Tune  par  l'autre  les  séries  contenues  dans 
les  seconds  membres  des  formules  (6)  et  (7),  et  réunis- 
sons en  un  même  groupe  les  produits  partiels  dont  les 
facteurs  occupent,  dans  les  séries  dont  ils  font  partie,  des 
rangs  marqués  par  des  nombres  ayant  la  même  somme. 
Le  premier  terme  du  produit  obtenu  sera  V  (u)TI  (u)  et 
le  deuxième  terme  sera 

d'V  lu)  ïiiu) 

.n(«)Y'(«)/(«)-hY(«)n'(«)/(«)=- — ^^^  ^  V(«); 

le  terme  général  sera  égal  à  l'expression 


d'-^r(u)[/(uY]        k..    ...    ,d^-'^'[u)[f[u)\ 


k-\ 


"(")      Li^r  '^^-n'{u)nu)       ^^ 


k—1 

k{h  -  i)  rfn'(«)  [/(«)]'  rf«-'Y'(«)[/(»)]*-' 

1.2  du  dw^"^ 
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multipliée  par j9  ou,  comme  il  est  facile  de  s'en 

assurer,  ëgal  à 


1.2...^  ^O*"' 


(*)• 


Maintenant,  si  les  séries  (6)  et  (7)  restent  convergentes 
quand  on  réduit  chacun  de  leurs  termes  à  son  module,  la 
série  nouvelle  que  nous  venons  de  former  sera  aussi  con- 
vergente, par  un  théorème  connu,  et  elle  aura  pour  somme 
le  produit  des  sommes  des  deux  premières  séries.  D^ail- 
leurs  elle  se  déduit  de  la  série  (6)  ou  (7),  comme  on  vient 

C*)  La  réduction  dont  il  s^agit  ici  résulte  de  la  formule  qui  sert  à  expri- 
mer la  différentielle  d^un  ordre  quelconque  du  produit  de  deux  fooctioos. 
Si  M  et  p  désignent  deux  fonctions  d'une  variable  indépendante  jt,  od  a, 

.  I  i.a 

mais,  t  étant  une  fonction  quelconque  de  x,  on  peut  écrire  aussi 


df^-'it^du).^. 

Cette  formule  se  vérifie  immédiatement  quand  /a  =  1  ;  pour  établir  sa 

généralité  il  suffît  donc  de  montrer  que  si  elle  a  lieu  pour  les  valeurs 

I,  3, . .  .m  de  /x,  elle  subsiste  pour  /u  :s:m-H  U  Dans  cette  hypothèse,  si  l'on 

if 
fait  /i=:im  —  /et  qu'on  écrive  t  au  lieu  de  u,  ^r^^  au  lieu  de  v,  on  aura 


(,)  ^(--0(>»r'--')^(,.,,),.-..,^^^, 


d"*-**-' («"•-•  </#)•  " 


jm+l 


Cela  posé,  si  l'on  différentiela  formule  («),  après  y  avoir  fait  /*=»,  on 
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de  le  voir,  en  remplaçant  dans  celle-ci  ¥  (m)  ou  II  (u)  par 
le  produit  II  [u)  ^  (ix)  ^  donc  on  a 

(8)  [Yn]  =  [Y][n], 
et  si  Ton  pose 

n(«)Y(ie)  =  <ï>(//),    n(«)  =  ||^, 

on  déduira  de  la  formule  précédente 

(9)  .  [Y]  =  [i]' 
Posons 

Y(w)  =  — >      *(tt)  = j      d'où      — i-T  =  tt'", 

n  et  «  —  m  étant  des  entiers  positifs,  on  aura^  par  la 
formule  (5), 

i-^i;-^---  +  ^  =  [Y](i-f-««), 

et  de  même 


^ns  +  p^ +•  •  •  + ^;p:s  =  [*l{n- »— ); 


troavera,  en  (jaisant  usage  de  la  formule  {b),  que  le  coefficient  de  d^  *'^*  ^ 
so  compose  des  deux  parties  suivantes  : 

|0  _j i L-_ -^  d"     (rdu): 

.  i.'j. .  .*  ^ 

J  .3.  ••(r["~"  I  )  I  1 

Dans  la  seconde  partie,  le  facteur  entre  crochets  a  pour  valeur 
d^'^i^du),  car  ce  facteur  n'est  autre  chose  que  le  second  membre  de 
la  formule  (a)  quand  on  remplace  fi  par  Ar— i,  u  par  i  et  c  par  t'^^^du. 
La  somme  des  deux  parties  dont  nous  venons  de  parler  est  donc 

(i'où  Ton  conclut  que  la  formule  {a)  subsiste  pour  /a  =  m  +  i  * 
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la  formula  (g)  deviendra  alors 

Supposons  que  le  module  de  la  racine  a  soit  inférieur 
au  module  de  chacune  des  autres  racines,  et  faisons 
tendre  n  vers  Tinfini,  m  restant  constant;  les  rapports 

•  •  •  tendront  vers  zéro,  et  si  les  quantités  e„, 

Snwit  s'évanouissent  aussi  pour  n  =  00  ,  on  aura 


(!)■  © 


c'est-à-^ire 


-=[1] 


du  1.2  r/« 


1  .  2  .  .  .  X^  du 

enfin,  si  Ton  désigne  par  F  (u)  une  fonction  de  u,  telle 
que 

F(a)  =  aoit»»  -4-  aitt"*-'  -+-..., 

on  déduira  immédiatement  de  Téquation  (10)  la  formule 
due  à  Lagrange,  savoir  : 

F(«)  =  F(«)  -.F'(«)/(«)  +  ^  £!%îtMMV... 

'"^  '  1        d*-F'{ «)[/(«)]* 


I .  a ...  A  rfi»*-' 


•   •  ■   • 


Si  l'on  prend  F(m)  =  m,  la  formule  (11)  donnera  le 
développement  en  série  de  celle  des  racines  qui  a  le  plus 
petit  module. 
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Le  résultat  qui  précède  montre  que  si  Ton  cesse  de  re- 
jeter les  termes  qui  ne  contiennent  pas  u  en  dénomi- 
nateur, dans  la  formule  (4)9  il  faudra  réduire  le  premier 
membre  à  celui  de  ses  termes  qui  se  rapporte  à  la  racine 
de  module  minimum. 

L'analyse  que  nous  venons  de  développer  est  extrême- 
ment élégante,  mais  'on  aperçoit  aussi  combien  elle  est 
défectueuse  \  elle  indique  effectivement  que  certaine»  con- 
ditions sont  nécessaires  pour  Texactitude  de  la  formule 
obtenue,  mais  elle  ne  donne  aucun  critérium  pour  recon- 
naître les  cas  dans  lesquels  ces  conditions  sont  remplies  : 
nous  reviendrons  sur  ce  sujet  à.  la  fin  de  ce  Chapitre. 

Expression  de  la  somijie  des  puissances  semblables  des 
racines  d^une  équation^  en  fonction  des  coefficients, 

196.  INous  allons  appliquer  la  théorie  que  nous  venons 
d'exposer  k  la  détermination  de  la  somme  des  puissances 
semblables  des  racines  d'une  équation  en  fonction  des 
coefficients.  Soit 

(l)        xf^  -4-  p,af^-'  -+-  p^x^'^  -t- .  .  .  -f-  pnt-,x  H-  /?„,  z=  o 

l'équation  proposée.  Nous  désignerons  par  a^b^  c\j,»*y  l 
ses  racines,  et  nous  poserons 

Si  Ton  change  a:  en  -,  l'équation  (i)  devient 


(^) 


P^  \Pt  Pi  Pi         I 


ou 

U  —  X-\-f[x)  zno, 

en  mettant  u  au  lieu  de j  dans  le  premier  terme,  et 
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en  faisant 

Ï.CS  racines  de  Téquation  (a)  sont  les  inverses  de  celles 
de  Téquation  (i),  on  aura  donc,  d'après  la  formule  (3) 
du  n°  194, 

(3)  ' 


''::^,f/(«)l'       „    d'-L.[/(u)\ 


1.2  c/a  1.2.3  du' 

série  dans  laquelle  le  terme  général  est 

et  où  il  faut  retenir  seulement  les  termes  qui  contiennenta 
en  dénominateur.  Cherchons  à  quoi  se  réduit  l'exprès* 
sion  (4)* 

Conformément  h  Tusage  adopté  par  plusieurs  géo- 
mètres, nous  conviendrons  que  le  symbole  F  (fx  + 1)  re- 
présentera le  produit  des  [x  premiers  nombres  entiers  dans 
le  cas  de  (x  entier  positif,  et  que  le  môme  symbole  se  ré- 
duira à  Tunité  dans  le  cas  de  fx  =  o  ;  ainsi  Ton  aura 

r(f*  + 1)  =zz  1 ,2.3. . .  fx    et    r(i)  =  i. 

Cela  posé,  on  a 

\Pi  Pi  Pi       I 

et,  en  élevant  à  la  puissance  /, 
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le  signe  sommatoire  \^  s'étend  à  toutes  les  valeurs  en- 
tières positives  ou  nulles  des  exposants  Ij,  ig,. . .,  A«, 
assujettis  seulement  à  vérifier  Féquation  de  condition 

(5  )  >,  H-  >,  H- .  .  .  -h  >^  =  /. 

Si  l'on  multiplie  celte  valeur  de  [/(«)]*  par  —p p  > 

et  qu'on  détermine  le  nombre  ^t  par  la  condition 

(6)  >, -h  2>i-t- 3>3.  .  .-4-  wX/„=r  «, 

il  viendra 


1.2.../  a"^' 

—  f_i\i-«y 1 L2 L!i.„-(;i.-f-i)- 


m 


et  comme  nous  n'avons  à  tenir  compte,  dans  le  second 
membre,  que  des  termes  qui  contiennent  u  en  dénomina- 
teur, on  voit  que  le  nombre  X^  ne  devra  recevoir  aucune 
valeur  négative.  Si  l'on  prend  les  dérivées  d'ordre/ — i, 
par  rapport  à  m,  des  deux  membres  de  l'égalité  précé- 
dente, il  viendra,  en  ayant  égard  à  la  condition  (5), 


(7)  {  ,  . 

Le  second  membre  de  cette  égalité  (7)  exprime  la  somme 
des  termes  du  premier  membre  qui  contiennent  u  eu 
dénominateur;  ces  termes  sont  les  seuls  qu'il  faille  re- 
tenir*, le  signe  ^  s'étend  à  toutes  les  valeurs  enlicics 
nulles  ou  positives  des  exposants  ^j,  ^2,. .  .,  ^„.  suscep- 
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dbles  de  vérifier  les  équations  de  condition  (5)  et  (6). 
En  faisant  successivement 

réquation  (7)  fei^  connaître  la  partie  à  conserver  daDs 
les  différents  termes  du  second  membre  de  réquation  (3), 
à  partir  du  troisième.  Mais  je  dis,  de  plus,  que  le  second 
membre  de  l'équation  (7)  exprimera^  pour  i  =  i,  la  par- 
tie à  conserver  dans  le  deuxième  terme  de  la  valeur  de5„, 
et  que,  pour  i  =  o,  ce  même  second  membre  se  réduira  au 

premier  terme  —  de  la  valeur  de  5„.  En  effet,  pour  i  =  i, 

les  exposants  Xg,  Aj,. .  .,  X,„  sont  nuls,  à  rexceplion  de 
l'un  d'eux,  qui  est  égal  à  i  ;  si  c^est  Xp  qui  est  égal  à  i,  ^1 
est  égal  k  n  —  p  d'après  la  condition  (6)",  le  second 
membre  de  l'équation  (7)  se  réduit  alors  à 

où  le  signe  \^  s  étend  aux  valeurs  de  p  depuis  p  =  a  jus- 
qu'à p  =  m  si  w  est  moindre  que  w,  et  jusqu'à  p  =  n 
si  m  est  plus  grand  que  «.On  voit  que  l'expression  pré- 
cédente représente  la  somme  des  termes  de  —  n  -^/(w)» 

qui  contiennent  u  en  dénominateur. 

Enfin,  pour  1  =  0,  les  exposants  Ag^  X3,.  .r . ,  X,„  sont 
tous  nuls;  l^  se  réduit  à  n  à  cause  de  la  relation  (6), 
et,  à  cause  de  nT  (n)  =  T  (n  -^  1)^  le  second  membre  de 

l'équation  (7)  se  réduit  au  terme  unique  —^j  qui  est  le 

premier  terme  du  second  membre  de  l'équation  (3). 

Le  secon4  membre  de  l'équation  (7)  ne  renferme  pas 
explicitement  l'indice  i\  donc,  d'après  ce  qui  précède,  ce 
second  membre  exprimera  la  partie  à  conserver  dans  les 
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difTércnls  termes  qui  composent  le  second  membre  de 
Téquation  (3),  pourvu  que  Ton  fasse  abstraction  de  la 
condition  (5)  et  qu'on  n'ait  égard  qu'à  la  condition  (6). 
Ainsi  Ton  a 

__  ^  nr  {X,  4-  X,  -*-  .  .  .  -*-  X™)/?^'.  "P^' 


y^nl  ^A,  -t-  A, -t 


-m 
m  ' 

5 


ou,  en  remettant au  lieu  de  ^l, 

Pi 

(^)  ^—2    r(X.  +  i)r(>;4-i)...r(X.-^i)    P.'P.'-P-T^ 

le  signe  ^  s'étendant,  nous  le  répétons,  à  toutes  les  va- 
leurs entières  nulles  et  positives  des  exposants  X|,  X,,..., 
X,„  susceptibles  de  vérifier  la  condition 

X,  4-  2X3  -+-  3X3  -f- .  .  .  -i-  m\n  =  /»• 

La  formule  (8)  fait  ainsi  connaître  immédiatement,  en 
fonction  des  coeflScients,  la  somme  des  puissances  /i'^'"" 
des  racines  d'une  équation  ;  elle  a  été  donnée  par  Waring, 
dans  ses  Meditationes  algebraicœ  (*).  Waring  ne  fait 
pas  connaître  la  méthode  qui  Ta  conduit  à  sa  formule,  et 
il  se  borne  à  en  vérifier  l'exactitude. 

Application  à  V équation  du  deuxième  degré. 

197.  Ecrivons  l'équation  du  deuxième  degré  sous  la 

forme 

x^  —  px  4-  y  =  o. 

Pour  avoir  la  somme  des  puissances  w'*'""  des  racines, 
il  faudra  faire,  dans  la  formule  (8)  du  numéro  précédent, 

Pi=—P9      p„,=p2=q; 

/ 

(*)  Editio  tertia,  p.  1. 
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si  l'on  pose,  en  outre,  Xt  =  jx,  on  aura  X,  =  n  —  ajx.  On 
trouve  alors  cette  valeur  de  s„^ 


^Tin 


(n  —  2fA4-i)r(fA-*-i) 


»"-^/*«.«. 


le  signe  V  s  étendant  aux  valeurs  de  fx 


Vl«  If  2y*a( 


jusqu'au  plus  grand  entier  contenu  dans  -•  En  rcmpla- 
çant  les  F  par  leurs  valeurs,  il  vient 

//  (n  —  3) 

I  .2.  .  .  f*  '^  ^ 

On  déduit  immédiatement  de  ce  résultat  la  valeur  du 
polynôme  que  nous  avons  désigné  par  V„  au  n**  109. 
En  effet,  V„  est  une  fonction  entière  de  x  définie  par  les 
deux  équations 

Il  s'ensuit  que  V;,  est  la  somme  des  puissances  n*^'«"  des 
racines  de  l'équation 


(,_.)(,_  l)=o. 


ou     t"^  —  xf  4-  I  =  o  ; 


par  conséquent  la  valeur  de  V„  se  déduira  de  celle  de  5, 
écrite  plus  haut,  en  faisant  p  =  x  et  ^  =  i  ^  il  vient  ainsi 

/i(/?  — 3) 

I  .2 

-T"   l I  )'  *  '     ~T"»'«> 

,  I  .  2  .  .   .  fA 
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formule  qui  coïncide  avec  celle  que  nous  avons  obtenue 
au  n°  109  par  une  analyse  différente. 

Sur  r expression  dhinc  fonction  symétrique  d^ ordre 
quelconque  des  racines  d^une  équation,  en  fonction 
des  sommes  de  puissances  semblables  des  racines, 

198.  Waring  a  donné,  dans  sc§i  Meditationes  alge^ 
hraicœ  (*),  une  formule  qui  fait  connaître  Fexpression 
d'une  fonction  symétrique  d'ordre  quelconque  des  racines 
d'une  équation,  en  fonction  des  sommes  de  puissances 
semblables  des  racines.  Nous  allons  établir  ici  celte  for- 
mule remarquable. 

Soient 

1rs  ni  racines  d'une  équation  de  degré  m,  et 

des  entiers  positifs  ou  négatifs. 

Nous  conserverons  les  notations  dont  nous  avons  fait 
usage  dans  le  Chapitre  précédent,  en  sorte  que  s^  repré- 
sentera la  somme  des  puissances  de  degré  ai  de  toutes  les 
racines  et  que  le  symbole 


2 


•12  « 


désignera  la  fonction  symétrique  d'ordre  i,  dont  tous  les 

termes  se  déduisent  de  x,  *  a:/  . . .  jr,  *,  en  faisant  toutes  les 
permutations  possibles  des  racines.  Nous  supposerons 
d'abord  que  les  exposants  a  soient  inégaux,  et  alors  on 


fit 


)  Editio  îertia,  p.  8. 
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aura 

V^     a,     a,  a,  ^     a,     a,  a    . 


-»... 


I       a 


Cette  formule  permet  de  calculer  les  fonctions  symé- 
triques d'ordre  i  quand  on  sait  former  celles  de  Tordre 
i  —  I  5  on  en  déduit 

>   X?»  Jf?«  =  *«    S^    —  *«,  _u  ^  » 
^^     I       *  a,    a,  a,  -+-  a,  ' 


L,    «.,  ««.,  -r-  <*, 


jp"'  X?«  JC?"  r=  j      f      5 
•*  I    "^a    '•3  a,    a,    a, 


2 

2 


-( 


J7?*  j:^'  j??»  j:?*  z=  s     s     s     s 
•^a,  ^a,  ^a,-f-  a,  "^  *a,  *a,  '^a,-»-  a^  "*"  ^a,  *a^  '^a,-+-  a, 


"^  'V,  ^a,  ^a,  -Ha,"*"  *a,  ^a,  ^a,  -H  a,  "^  *a,  -^a,  ^a,4-  a,. 
■^ai  *a,  -h  a,  H- a^  "*"  "^a,  ^a,  -h  ocj  -h  oc, 

"*^  *«,  *ai  -h  a,  4-  a,  "*"  ^a,  '^  -h  «,-+-  «, , 
("^at-ha,  ^a,"Ha<  "^  ^aj  +  a,  *a,H-  a,  "*"  *a, -+- a,  *a,-i-a,) 
"^  •  ^  "^a,  -t-  a,  -H  a,H-  a,' 


Oh  peut  écrire  ces  formules  d'une  manière  plus  abrégée 
et  découvrir  la  loi  de  leur  formation  en  faisant  usage  de 
Ja  notation  suivante  :  partageons  les  i  indices 

en  divers  groupes.  Soient  "k^  le  nombre  des  groupes  qui 
contiennent  un  seul  indice,  Aj  le  nombre  des  groupes  qm 
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contiennent  deux  indices,...,  A^-  le  nombre  des  groupes 
contiennent  i  indices  \  on  aura 

on  voit  que  \  doit  être  égal  à  zéro  ou  a  l'unité,  et  si  ^,=  i , 
tous  les  autres  X  sont  nuls.  Cela  posé,  ajoutons  entre  eux 
les  indices  a  de  chaque  groupe  et  désignons  par 

6,,  6,, .  , . ,  ^^ 
les  sommes  obtenues^  enfin  considérons  le  produit 

faisons  toutes  les  permutations  des  indices  ai^at,.*-)  ^* 
qui  font  acquérir  à  ce  produit  toutes  les  valeurs  distinctes 
dont  il  est  susceptible,  ajoutons  tous  les  résultats  et  dési- 
gnons par 

t  (X|  ,    A],  .  .  .  ,    Xf) 

la  somme  obtenue  qui  sera  une  fonction  symétrique  des 
indices  a. 

D'après  cette  notation,  les  formules  écrites  plus  haut 
deviennent 

^   2).r««:r?.  =  T(^.,  o)-~T(o,  i), 

2)<»^?«<'=^T(3,o,o)-T(i,i,o)-f-2T,o,o,  i), 

2)  ^V  <'  •^?' -^î*  =  T  (4,  o,  o,  o)  -  T  (2,  I ,  o,  o  ) 
(2)    {  4- 3tT(ï,o,  1,0)  — 2.3T(o,o,o,  1), 

2<'j:««j;««jcî*xî«r=:T(5,o,o,o,o)—T(3, 1,0,0,0) 

2T(2,o,  1,0,0) -+-T(  1,2,0,0,0) 
2.3T(i,o,o,i,o)-— 2T(o,i,i,o,o) 
2,3.4T  (o,  o,  o,  O,  l), 

1 

\ 

I.  29 
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et  il  est  aisé  de  vérifier  qu'on  a  généralement 

^  x«»  ^?.  x?» .  . .  xf 
(3)  . 

=  2^-0''"'^'~'^''"'**~'^'r(2)^»r(3)^....r(ifiT{X„V..A-), 

le  signe  ^  du  second  membre  s'étendaut  à  toutes  les  va- 
leurs de  X],  ^8,...,  X,-  qui  satisfont  à  la  condition 

et  le  symbole  F  (fx)  désignant,  comme  au  n°  196,  le  pro- 
duit des  yi  —  I  premiers  nombres  entiers. 

Au  moyen  des  formules  (2)  on  vérifie  Texactilude  de 
la  formule  (3)  pour  i  =  2,  3,  4»  5  ;  donc,  pour  établir  la 
généralité  de  celle-ci,  il  suffit  de  prouver  que  si  elle  a  lieu 
pour  i  =  /f ,  elle  a  lieu  aussi  pour  1  =  /r  -h  i .  Âdmettoos 
que  Ton  ait 


xf  ^  *ï«  .  . .  x^t 


1 

=:2)(— 0*"''^'""^'~""""^*r(2)^"r-(3)^«...r(*)^*T(;»,>„...»^)» 

le  signe  ^  du  second  membre  s'étendant  à  toutes  les  va- 
leurs des  entiers  X,  pour  lesquelles  on  a 

>,  -f-  2^2  -f-  3X3  -i-  .  .  .  -4-  k'kk  =  ^. 

Il  est  évident  que  F  expression  de 

V  j:«i  a:?* .  .  .  d;*^*  a;*i+i 

sera  formée  de  lermes  tels  que 

OÙ  l'on  aura 

X,  4-  2>,  H-  3>8  4-...-*-  Ah-\-  (^  +  l)X*^i=;=X+iî 
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nous  allons  chercher  à  déterminer  les  coefficients  qui 
multiplient  ces  différents  termes.. 

Supposons  d'abord  que  X^  ne  soit  pas  nul,  ce  qui  exige 
que  l^^i  le  soit  ^  on  aura 

Cela  posé,  le  terme  en 

T(>, ,  Xj, . . . ,  >*,  o), 
que  nous  considérons,  proviendra  en  partie  [formule  (i)] 

de  la   multiplication   de   s         par  ^l -^^^  ^ a '  •  •  •  ^f S  ®^ 

comme  les  termes  de  ce  produit  ne  peuvent  évidemment 
se  réduire  avec  ceux  qui  proviennent  du  changement  de 
a,  en  a^  +  «ji+ij  on  de  a^  en  a«  -h  a^^i,  ou,  etc.,  il  est 
clair  que  le  coefficient  de 

T(>,,  Xj,.  .  .  ,  ^jt,  o) 
dans  ]y  j:*'  jc^'  . .  ,  J^f Y'  ^^^^  ^S^'  ^^  coefficient  de 

r  (  At  —  1 9  A3 , .  • . ,  A^  ) 

dans  ^  x"*  J?j*. . .  jc"fc,  c'est-à-dire  égal  à 

ce  résultat  est  conforme  à  celui  qu'on  déduit  de  la  for- 
mule (3)  quand  on  y  fait  i  ==  ft  -h  i . 
Considérons  maintenant  le  terme  en 

T  (  o  ,  Aj ,  .  .  .  ,  A^  ,  Ag-^.1  ,  .  .  .  ,  A^ ,   O  j  , 

dans  ^  x'^'x^*, .  .x'^i^x^^+k  Ce  terme  provient  tout  en- 
tier [formule  (i)]  des  résultats  que  l'on  obtient  en  chan- 
geant, dans —  V  o^'J'*  o:  j  • .  .  .  a:"fr ,   «1    en   a^ -h  a^t+i?   ou 

29. 
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«t  en  at  4-  c^a+iy  on,  etc.    Les  termes  de  Texpression 

de  — y)*^"*^"**  •  '^t^V^^  concourent  ainsi  à  former  le 
terme  que  nous  considérons  sont  évidemment  de  la  forme 

où  g  peut  avoir  toutes  les  valeurs  telles,  que  'k^^^  ne  soit 
pas  nul,  et  le  coefficient  correspondant  sera,  d'après  la 
formule  (4), 

Or,  chacun  des  termes  de 

contient,  d'après  sa  définition  même,  un  ou  plusieurs 
facteurs  de  la  forme     . 

où  le  nombre  des  indices  a  est  égal  à  g]  si,  dans  les  fac- 
teurs  de  ce  genre,  on  remplace  successivement  «i  par 
«1  -f-  «4+1,  puis  Œf  par  «t  •+•  «i+i,  puis,  etc.,  et  qu'on  réu- 
nisse ensuite  tous  les  résultats,  chaque  terme  sera  répété 
g  fois  dans  la  somme.  Il  s'ensuit  que  le  terme  en 

donnera,  dans  'V  j:*»  x^  . . .  •3:"*xJ'^+«,  une  partie  des 
termes  contenus  dans  l'expression 

l^O,       Àj,...,        A^,      A^4.1    ,     .      .      .      ,        A/f    y       O  j   , 

et  que  ceux-ci  auront  pour  coefficient 
ou 
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à  cause  de  gT{g)  =  F  (g  -t-i).  Les  termes  qui  peuvent 
naître  des  diverses  valeurs  dont  g  est  susceptible  ne 
pouvant  se  réduire  entre  eux,  le  coefficient  de 

T(o,  Xj,  >3,  ..,>*,  o) 
dans  \  a:"*  x^* . . .  x^  j:f  *+•  sera 

Ce  résultat  est  conforme  à  celui  qu'on  déduit  de  la  for- 
mule (3)  en  y  faisant  i=  k  -\-  t. 
Considérons  enfin  le  terme  en 

T (o,  o,  o,. . . ,  o,    i) 

dans  ^  x^'  x^\  . .  x**  ^*^+«.  H  se  forme  au  moyen  du  seul 

terme 

{— i)*r(A)T(o,  o,  G,...,  o,  i) 

de  —  ^  x^'  x*« . . .  jt"*.  Il  faut  effectivement,  pour  cela, 

ajouter  successivement  a^^i  à  chacun  des  indices  qui 
entrent  dans  ce  terme,  et  réunir  tous  les  k  résultats  qui 
sont  évidemment  égaux  entre  eux.  On  voit  alors,  à  cause 
de  tr(A)  =  r(/L -hi),  que  le  terme  considéré  a  pour 

valeur 

(— i)*r(X--f-i)T(o,  o,  o,...,  o,  i), 

ce  qui  achève  de  démontrer  l'exactitude  de  la  formule  (3), 

199.  Il  est  aisé  de  trouver  le  nombre  N  des  termes  con>- 
tenus  dans  la  fonction  que  nous  avons  désignée  par 

Effectivement  chacun  de  ces  termes  correspond  à  une  cer- 
taine distribution  des  indices 
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en  ^1  -h  X,  -4-  ...  -f-  X,  groupes,  «t  i*  désigne  généralement 
le  nombre  des  groupes  qui  renferment  k  indices.  Écri» 
vons,  sur  une  même  ligne,  tous  les  indices  a  de  manière 
que  ceux  qui  appartiennent  à  un  même  groupe  se  trouvcnl 
placés  à  côté  les  uns  des  autres,  en  commençant  par  les 
groupes  d'une  seule  lettre,  mettant  ensuite  les  groupes  de 
deux .  lettres,  et  ainsi  de  suite.  On  pourra  former,  de 
cette  manière,  N  permutations  ou  arrangements  des  z  in- 
dices qui  correspondront  respectivement  aux  N  termes 
de  T.  Si  maintenant  on  fait  dans  chacun  de  ces  N  arrau- 
gements  toutes  les  permutations  possibles  des  indices  qui 
composent  chaque  groupe,  sans  altérer  l'ordre  des  groupes 
et  sans  faire  passer  aucun  indice  d'un  groupe  à  un  autre, 
le  nombre  total  des  arrangements  qu'on  obtiendra  sera 
égal  à 

Nr  (2)^»  r  (3)^«. .  .r (i)V«  r [i  -t- 1)^« 

Enfin,  si  dans  chacun  des  arrangements  ainsi  formés,  on 
permute  entre  eux,  de  toutes  les  manières  possibles,  d'a- 
bord les  Xi  groupes  qui  contiennent  chacun  un  indice, 
puis  les  X,  groupes  qui  contiennent  deux  indices, 
puis,  etc.,  sans  altérer  Tordre  des  indices  qui  composent 
un  même  groupe,  le  nombre  de  tous  les  arrangements 
ainsi  obtenus  sera 

Nr (2)^»  r(3)^*. .  .r(« -4- i)^»r (^ -+.  i)r()i, -4- 1). .  .r(>/4-i). 

Or  il  est  évident  qu'en  opérant  ainsi  on  a  formé  toutes 
les  r  (i -h  i)  permutations  des  i  indices  sans  en  omettre 
ou  en  répéter  aucune.  Le  nombre  précédent  est  donc  égal 
à  r(i+  1)9  et,  par  suite,  on  a   ^ 

r(/-4-') 

r(a)^»r(3)\..r(i-f-i)^'T(X.4-i)r(X,-4-i)...r(X,  +  i) 

200.  La  formule  (3)  suppose  que  les  i  indices 


N  = 


r 
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sont  inégaux.  Supposons  maintenant  que  parmi  ces  in- 
dices il  y  en  ait  fXi  égaux  à  «i,  fx,  égaux  à  a,,.  • .,  enfin 
f/.i  égaux  k  a^'^  il  est  évident  que  le  second  membre  de  la 
formule  (3)  devra  être  divisé  par 

r{p, -4- 1)  r (fi, -4- 1). .  .r (fi* -4- 1), 

ainsi  que  nous  Tavons  déjà  dit  au  n^  173. 

Supposons,  en  particulier,  que  les  i  indices  soient 
égaux  à  un  même  nombre  a  :  on  devra  diviser  le  second 
membre  de  Téquation  (3)  par  F  (i -h  1)5  d^ ailleurs,  cha- 
cun des  N  termes  de 

se  réduit  à 

donc  cette  fonction  a  pour  valeur 

_     r  (/  -h  i) A.  '  X,         ;,. 

'(2)^.r(3)\..r{i-+.i)^ir(>.-4-i)r(V-4-i)...r(X..-4-i)  "    ^"'"'  '*' 

ou 

la  formule  (3)  donne  alors 

_^ (— i)'"^*"" ^« ""•""" ^' X,  x^         1,. 

^^  i^».2\..i^'r  (>,  -4- 1)  r (>,  -4-  i)...r  (h  -+- 1) 

le  signe  ^V  du  second  membre  s'étendant,  comme  précé- 
demment, aux  valeurs  nulles  ou  positives  des  entiers  Xi, 
A,,  .*,  . ,  X,  susceptibles  de  vérifier  la  condition 

>i  -f-  2\t  -4- ...  -4-  l>,-  =  /. 
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DéternUnaUon  des  coefficients  (Tune  équation  en 
fonction  des  sommes  de  puissances  semblables 
des  racines, 

201.  L'analyse  précédente  donne  immédiatement  Tex- 
pression  des  coefficients  d*une  équation  en  fonction  des 
sommes  de  puissances  semblables  des  racines. 

Soit  Féquation 

et  représentons,  comme  précédemment,  par 


•^I  f     ^3  9  •    •   •  f     ^M 


ses  m  racines.  On  a 

Pi  =  (—  i)'  2 ^.a?, . . .  X,-; 

par  suite,  la  formule  (5)  du  n^  200  donnera,  en  y  faisant 

^^  r^.2\y»...i^iT  (>,  -4- 1)  r  [U -f-  i)...;r(>,- -+- 1) 

le  signe  "V  s' étendant  toujours  aiix  valeurs  nulles  et  posi- 
tives des  exposants  X  qui  vérifient  la  condition  - 

^1  -4-  aXa  -4- ...-+-  iXf  =  i. 
En  faisant  1=  i,  2^  3,  4)  etc.,  on  trouve 

Pi=—Si, 


I  I  I 


2 . 0  2  6 
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11  est  aisé  de  vérifier  ces  résultats  au  moyen  des  formules 
de  Newton. 

Méthode  nouvelle  pour  former  le  dernier  terme  de 
Véquation  aux  carrée  des  différences. 

202..  Le  produit  des  carrés  des  différences  des  racines 
d^une  équation  prises  deux  à  deux,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  le  dernier  tenue  de  Véquation  aux  carrés  des  dif- 
férences^ est  une  fonction  entière  des  coefficients  de 
l'équation  proposée^  qui  possède  plusieurs  propriétés 
remarquables  et  qu'on  a  occasion  de  considérer  dans 
diverses  questions  d'analyse  supérieure.  Nous  avons  fait 
connaître  au  n°  179  le  procédé  de  Cauchy,  par  lequel  on 
peut  calculer  la  fonction  dont  il  s'agit,  pour  une  équation 
de  degré  m,  lorsqu'on  connaît  la  valeur  de  cette  même 
fonction  pour  une  équation  de  degré  m  —  i  •  Je  me  pro- 
pose ici  d'indiquer  un  procédé  nouveau  et  d'une  grande 
simplicité  pour  résoudre  la  même  question. 

Soit  Téquation  de  degré  m 

et  désignons  par  Y,»  le  dernier  terme  de  l'équation  aux 
carrés  des  différences  des  racines.  Il  résulte  de  la  théorie 
des  fonctions  symétriques,  que  N^  est  une  fonction  en- 
tière des  coefficients  pi,  ps,. . .,  p,^y  et  que  chacun  des 
termes  de  cette  fonction  renfermera  m  [m  —  i)  dimen- 
sions, si  l'on  considère  chaque  coefficient  p  comme  ayant 
autant  de  dimensions  que  son  indice  contient  d'unités. 
D'après  cela,  la  valeur  de  V^  ordonnée  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  p„  aura  la  forme 


m — 1    .      »       m — 3    ,      4       w— s 


A|,  Al,. ..,  A,n  étant  des  fonctions  entières  de pi ,  f^s,..  , 
Pm^u  dont  la  première  est  une  simple  constante. 
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semUal 
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Désignons  par  y„_i  le  dernier  terme  de  rëquation  aux 
carrés  des  différences  des  racines  de  l'équation 

Lorsque  p^  est  nul,  la  fonction  V«  se  réduit  à  A,»)  d'un 
autre  côté,  l'équation  (i)  se  déduit  alors  de  Téquation  (3) 
en  multipliant  celle-ci  par  x,  c'est-à-dire  en  y  introdui- 
sant une  racine  nulle.  Il  s'ensuit  évidemment  que  Ton  a 

Cela  posé)  il  est  évident  que  la  fonction  N^  ne  changera! 
pas,  si  l'on  augmente  chaque  racine  de  l'équation  (i) 
d'une  mènie  quantité  h\  or,  par  ce  changement^  les  coef- 
ficients px^  p^j . . . ,  ^M  prennent  des  accroissements 

A/?|,    A/?],...,    ^Pn^\<,    àpm 

qui  s'évanouissent  avec  /i,  et  dont  les  termes  qui  con- 
tiennent A  à  la  première  puissance  sont  respectivement 

L'accroissement  correspondant  A V„  de  V„,  savoir  : 

AV«,  =  -T — A/7,  -4-  -z —  ^pi-h.  .  .+  -j — A/?«-4-... 
api  dp^  dp^ 

est  nul,  quel  que  soit  A,  et,  par  conséquent,  le  coefficient 
de  la  première  puissance  de  h  est  identiquement  nul  ;  on 
a  donc 

On  peut  obtenir,  d'une  autre  manière,  cette  équation 
qui  va  nous  conduire  à  la  valeur  de  V„.  Si,  en  effet,  on 
fait  disparaître  le  second  terme  de  l'équation  (i)  et  qu'on 
exprime,  par  le  moyen  des  différentielles  partielles,  que 
V^  est  une  fonction  des  coefficients  de  l'équation  transfor- 
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mée,  on  retrouvera  Téquation  que  nous  venons  de  former.. 
Nous  écrirons,  pour  abréger,  cette   équation  de  la 
manière  suivante  : 


dX, 


o, 


en  feignant  que  pi,  pa,  *  >  ^^Pm  soient  des  fonctions  d'une 
variable  f ,  qui  aient  respectivement  pour  dérivées 

En  différentiant  Téquatiou  (2)  par  rapport  à  la  variable 
fictive  ^,  se  rappelant  que  Ai  est  une  constante  dont  la 
dérivée  est  nulle,  il  vient 


^^/'m-i    (/w  —  i)  A,/?*~*-4-  (//i  —  2)  A,p^'4-...-f'  2A«_,/?m-4- A«_,  j 


dki     m-.2    .     dA^     «,—5     .  .     dKm—1     1      .     d  km—x  _     dkm 


de,  '^"*  d^     *"  d^       '^  «Ç  «Ç  ' 

Or,  — ^  est  identiquement  nul  ;  on  a  donc,  en  égalant  à 
zéro  les  coefficients  des  puissances  de  p^ , 

d^ 


Pm-i  A«_i  H -7--  =  O, 


dAm~i 

2pm-t  A„_2  H -J— -  =  o, 

«S 

o  *  ,      d  Ant-~2 

d^ 


{m  —  3);o„_,  A3  -f-  — ^  =  o, 

(m  —  2)/7«_,  A,  -f-  -^  =:  o, 

/  \  A  .       ^^^ 

[m  —  i  /iflt-,  A,  +  -^  =  o. 

«4 
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'  Si  l'on  connaît  Vm.i)  1&  yalenr  de  A^  s'en  dédait 
iminëdiatement,  comme  on  Ta  vu  plus  haut,  et  les  équa- 
tions précédentes  donneront  ensuite  successivement  Âm_i, 
A«_f ,  etc.  ;  en  sorte  que  la  valeur  de  V^  se  déduit  de  celle 
de  V,„_i  par  de  simples  diflTércntiations. 

203.  Exemple,  -r-  On  a 

V,=:/;î  — 4/?,; 

supposons  qu'on  veuille  avoir  Vs .  On  posera 

V»  =  A,/?J  4-  A,pz-h  As, 
et  si  Ton  fait 

on  aura 

/^aAa-+---7--  =:  O,       2/?,  A,  H j-  =  O. 

On  a  d'abord  celte  valeur  de  As,  savoir, 

Az  —  pKp'  -  4p^)  =  P]PI  -  M'y 
on  en  déduit 

et,  par  suite, 

A,=  i8/?,^2— 4/^?i 
on  trouve  enfin 

r/A, 

^  =  54/.. 

et,  par  suite, 

A,  =  —  27  . 

On  a  donc 

V3  =  -  2'jpI  +  (iSp,p2  -  ^p])p.  -^p]pl  -  4/^^ 

Supposons  encore  qu'on  veuille  avoir  V4 .  On  posera 
W,=zA,p]  -hA,p]  -f- A,/?4-f-  A4, 


SECTION    II.    —    CHAPITRE    H.  4^1 

puis 

et 

.  dAi  dkz  ^      ,  dki 

On  a  d'abord 

A4  =  ~>  27;?;  -h  i8p,p,pi  —  4/^j/;;  -H/^î/;î/?;  —  ^pIpU 

d'où 
r/A 

-^  =  —  ^Up^pI  -+-  6/>>^  -h  8o7?,/^î/>J  —  iSp]p2pl 

-^ip'plP^—^-&p\P^* 
et,  par  suite, 

A3  =  ^Up^pI  —  6/)î;>3  —  80/?,  /^J  />5  -+-  iSp\p,p^ 

—  ^p'pI  —  ^^pU 


d'où 


=  384;?  pI  ■+-  256 />5 ^8  —  288/? J/?,/?,  -1-  54//;>:Pâ, 


et,  par  suite, 

A2i=:  — i92/>,/73—  128/^î  4-i44/^ÎA^3— 27/?;, 
d'où 

~  =  —  768/^3, 

et,  par  suite, 

A,  =  256, 

ce  qui  achève  de  déterminer  la  valeur  de  V4 . 

Dans  le  cas  particulier  du  quatrième  degré^  on  peut 
mettre  sous  une  forme  commode  pour  le  calcul  arithmé- 
tique l'expression  du  produit  des  carrés  des  différences 
des  racines.  Prenons  l'équation  proposée  sous  la  forme 
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et  soient 

l  =  ae  —  ibd  -^  3c% 

J  =z  ace  -4-  2  bcd  —  ad^  —  eb*  —  c^ . 
On  aura,  en  désignant  les  quatre  racines  par  a,  ë,  y,  d, 

«•X(«-p)»(a~7)M«-"^)'(p-7)^(p-^)^(7-^)' 

=:i6(P—  27J'). 

C'est  M.  Cayley  qui,  le  premier,  a  trouvé  cette  formule. 

Démonstration  noiwelle  de  la  formule  de  Lagrange, 

204.  La  formule  de  Lagrange  a  fait  l'objet  des  re- 
cherches d'un  grand  nombre  de  géomètres  ;  Cauchy,  en 
particulier,  est  revenu  à  plusieurs  reprises  sur  cette  for- 
mule, et  il  en  a  donné  diverses  démonstrations.  Mais,  dans 
ces  derniers  temps,  M.  Eugène  Rouché  a  fait  une  étude 
nouvelle  et  plus  complète  de  la  question,  et  il  a  publié 
dans  le  XXXIX"  Cahier  du  Journal  de  l'École  Polytech- 
nique une  démonstration  qui  ne  laisse  rien  à  désirer  sous 
le  double  rapport  de  la  rigueur  et  de  la  simplicité;  nous 
croyons  utile  d'exposer  ici  l'analyse  de  M.  Rouché. 

Les  développements  qui  vont  suivre  ne  se  rapportent 
pas  seulement  aux  équations  algébriques;  ils  s'appliquent 
également  aux  équations  transcendantes.  Rappelons  à  ce 
sujet  que  si  f(z)  désigne  une  fonction  quelconque  bien 
déterminée  de  la  variable  Zy  qui  s'annule  pour  z  =  ^i, 
et  si,  [JL  étantun  entier  positif,  la  fonction 

^W      -F(,) 


[z  —  zy 


a  une  valeur  finie  différente  de  zéro  pour  ^  =  Zi,  la  ra- 
cine Zi  de  l'équation /(«)=:o  a  le  degré  de  multiplia 
cité[i\  les  règles  du  calcul  différentiel  montrent  que  dans 
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ce  cas  les  (x  —  i  premières  dérivées  de  la  fonction  f(z) 
s'annulent  pour  ^  =  ^1,  tandis  que  la  dérivée  suivante 
prend  une  valeur  différente  de  zéro. 

205.  Soit/{-z)  une  fonction  bien  déterminée  de  la  va- 
riable 

z=z  p(cosû)  -4-  isin  w)  z=  pe^\ 

i  désignant  ici  Timaginaire  ^ —  i.  Si  Ton  attribue  au 
module  p  une  valeur  déterminée,  la  fonction  f(z)  ne 
dépendra  plus  que  de  l'argument  (ù]  donnons  alors  à  o) 
les  n  valeurs 

27r             27r  2jr 

O,       >       2 ?•••>        («  —  I)  ^ — 9 

et  désignons  par  ^09  ^19*  •  '9  ^n~i  I^s  valeurs  de  z  qui 
répondent  à  ces  arguments,  1?  moyenne  arithmétique  des 
valeurs  correspondantes  àef[z)^  savoir 

n 

tendra  vers  une  certaine  limite  quand  le  nombre  n  tendra 
vers  l'infini  5  cette  limite  sera  dite  la  valeur  moyenne  de 
f{z)  correspondante  au  module  p. 

Considérons^  par  exemple,  la  fonction 

m  étant  un  entier  positif  ou  négatif;  la  valeur  de 

01  n — I  < 


n 
est 


^  "  ~i 


dès  que  le  nombre  variable  n  sera  supérieur  à  m,  le  dé- 
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Dominateur  de  cette,  expression  ne  pourra  s'annuler, 
car  m  est,  par  hypothèse,  différent  de  zéro;  d'ailleurs  le 
numérateur  est  nul,  puisque  m  est  un  entier;  donc  la 
moyenne  arithmétique  des  n  valeurs  de  z""  considérées, 
est  nulle  dès  que  n  surpasse  m.  Il  s'ensuit  que  la  valeur 
moyenne  de  la  fonction  z"^  est  égale  à  zéro.  Quand  le 
nombre  m  est  zéro,  la  fonction  y(^)  se  réduit  à  l'unité 
et  dans  ce  cas  sa  valeur  moyenne  est  elle-même  égale  à  i. 
On  peut  conclure  de  ce  qui  précède  la  proposition  sui- 
vante qui  nous  sera  utile  : 

Théorème.  —  «Sï,  pour  une  valeur  déterminée  p  du 
module  de  la  variable  Zy  la  fonction/ [z)  est  dés^etop- 
pable  en  une  série  com^ergente  ordonnée  par  rapport 
aux  puissances  entières  positives  et  négatii^es  de  z,  le 
coefficient  d*une  puissance  entière  quelconque  z^y  dans 
Je  déi^eloppement,  est  égal  à  la  valeur  moyenne  du 

/(«) 
quotient  — jp^  • 

En  effet,  supposons  que  pour  une  valeur  p  du  module 
de  z  on  ait,  quel  que  soit  l'argument  o), 

on  pourra  écrire 

m  =  H- GO 


=  i:a. 


z" 

m  =  —  00 

OU,  si  l'on  veut, 


^=2  A™^-*+e, 


z 

m  =  —  M 


£  désignant  une  quantité  qui  tend  vers  zéro  quand  I  en- 
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lier  M  tend  vers  rinfini.  Prenons  les  valeurs  moyennes 
des  deux  membres  de  celle  égalité  •,  lous  les  termes  compris 

sous  le  signe  ^donneront  des  valeurs  moyennes  nulles,  à 

Texceplion  de  celui  qui  répond  à  m  =  A:  el  qui  aura  A* 
pour  valeur  moyenne.  Si  donc  on  désigne  par  m  la  valeur 

moyenne  de  e,  et  qu'on  représente  par  3ïb  — —^  celle  de 

— T-^)  on  aura 
z* 

I 
mais  il  est  évident  que  k=o,  car.»  est  la  limite  que 

prend,  pour  w  =  oo  ,  la  moyenne  arithmétique 

Sq  "*T~  £|   ~T~  ...  "T"   Sji — I 

n 

des  n  i^aleurs  de  e^  le  module  de  m  est  donc  inférieur  à  la 
moyenne  des  modules  des  quantités  £,  et,  par  suite,  infé- 
rieur au  plus  grand  des  modules  de  ces  quantités.  D'ail- 
leurs celui-ci  s'annule  pour  M  =  oo  et,  en  conséquence, 
le  module  de  n  se  réduit  en  même  temps  à  zéro«  On  a 
donc 

OK,  l^^  =  A,. 

206.  Lorsqu'on  attribue  une  valeur  détermin^ée  au 
module  p  de  la  variable  Zj  et  que  l'on  donne  à  l'argu- 
meut  û)  toutes  les  valeurs  comprises  entre  o  et  a  tu,  le  mo-p 
dule  de  la  fonction /*(^)  prend  diverses  valeurs.  La  plus 
grande  de  ces  valeurs  a  reçu  de  Cauchy  la  dénomination 
de  module  maximum^  le  module  maximum  de  J*(z)  est 
donc  une  fonction  du  module  de  la  variable  z. 

Par  exemple,  soit 

I.  3o 
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ae^^  dësignant  une  constante  et  m  un  nombre  entier;  le 
module  dey(z)  sera  la  racine  carrée  de  TeiLpression 


m 
9 


ou 

k 

et  il  est  évident  que  le  maximum  de  cette  expression  ré- 
pond à  Cl)  =  a  ^  il  s  ensuit  .que  le  module  maximum  de  la 
fonction/ (z)  a  ici  pour  valeur 

{a  -f-    )'" 


Gela  posé,  on  a  la  proposition  suivante  : 

TaÉORÉire.  —  Le  module  de  la  valeur  moyenme  d^une 
fonction  f[  z  )  est  inféfieur  au  module  maximum,  de  cekU 
fonction. 

En  efTet,  la  valeur  moyenne  t(ïL^f{z)  de  la  foncliou/(«) 
est  la  limite  vers  laquelle  tend  Texpression 

/(«.)-4-/(«.)-H...-t-/(2i.-t) 


n 


quand  n  tend  vers  Tinfini  \  le  module  de  la  somme  qui 
figure  au  numérateur  est  inférieur  à  la  somme  des  mo- 
dules des  parties,  et  en  conséquence  il  est  inférieur,  qael 
que  soit  n^kn  fois  le  module  maximum.  Donc  le  module 
de  îf(Lf[z)  est  moindre  que  le  module  maximum. 

Corollaire.  —  lorsque,  pour  une  valeur  donnée  du 
module  p  de  la  variable  imaginaire  z,  une  fonction  f{z) 
est  déi^eloppable  en  une  série  convergente  ordonnée 
suii^ant  les  puissances  entières  positives  et  négatives  de  z, 
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le  module  du  coej^cieut  de -y  dans  le  développement ^ 

est  inférieur  au  module  maximum  du  produit  zj [z). 

En  effet,  d'après  le  théorème  du  n"  205,  le  coefficient 

de-  dans  le  développement  de  y  (-g)  est  ëgal  à  la  valeur 

nioyet^ne  du  produit  -f(z)^  et,  d'après  le  précédent  théo- 
rème, le  module  de  ce  coefficient  est  iuférieurau  module 
maximum  de  zf[z), 

207.  Ces  nolionsi  préliminaires  étant  établies,  consi- 
dérons une  équation  de  la  forme 

dans  laquelle  f  et  a:  désignent  deux  constantes  quelconques 
réellea  ou  imaginaires,  et  où  q>  représente  une  fonction 
bien  déterminée  qui  reste  continue  pour  toutes  les  valeurs 
de  z  dont  le  module  est  inférieur  a  une  certaine  limite  R, 
Nous  établirons  d'abord^  d'après  M.  Rouché,  le  théorème 
suivant  : 

Théorème  I.  —  Si  la  fonction  y  (x-f-  2)  est  bien 
déterminée  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont 
le  module  est  inféneur  à^^et  si  la  constante  t  est  telle, 
que  le  module  maximum  de  la  Jonction 

tf^{x  -\r  z] 
Z 

soit  moindre  que  Vanité  pour  une  valeur  r  du  module  p 
de  z  inférieure  à  R,  V équation 

Z=:t(^{x  -^  z) 

aura  Htw  mcine  unique  de  module  inférieur  à  r. 

En  effet,  soit  m  le  nombre  des  racines  jz^j,  ^2,...,  z„, 
de  cette  équation,  dont  les  modules  sont  inférieurs  à  r^ 
on  aura 

il)     z  —  e(f{x  -f-s)  —  (2  — z,  )(2  —  Z,)...(3  —  z,„)^{z)y 

3o. 


468    .  cou  as  d'algèbre  supériburb. 

en  désignant  par  4*  (^)  une  fonction  bien  déterminée,  qui 
reste  continue  et  qui  ne  s'annule  pour  aucune  valeur  de  2 
dont  le  module  est  inférieur  à  r;  on  tire  de  là 

-f.|og(z  — »«)  — logî, 
et,  en  différentiant, 

'^L  z     J    rfiog,Kz)_    I     ^  I      I 


Hz  dz  z — z,  z — Zn     z 

Donnons  maintenant  à  la  variable  z  le  module  r\  le 

module  de  — étant  alors  moindre  que  l'unité,  par 

z 

hypothèse,  on  a 

^o^ r, _  Mfjtil'l  =  _  ^y(^-^-»)  _  1  py(-g+»)T 

-  HL      T-J  — •■ 

d*ailleurs  la  fonction  <j>  (a:  -H  z)  est  développable,  ainsi 
que  chacune  de  ses  puissances,  en  une  série  convergenie 
ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  z\ 
donc  la  fonction 

pieut  être  développée  suivant  les  puissances  entières  posi- 
tives et  négatives  de  ^.  La  même  chose  aura  lieu  aussi, 
par  un  théorème  connu,  à  Tégardde  la  fonction 


,og[,_'-il^)] 


dz 
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et  il  est  évident  que,  dans  le  développement  de  celle  der- 
nière fonction,  il  n'y  aura  pas  de  terme  en  -• 

z 

D'un  autre  côté,  la  fonction 

dz  \(>  [z) 

est  évidemment  développable  par  la  formule  de  Mac- 
laurin,  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  z, 
puisque  le  module  r  de  z  est  inférieur  à  R;  donc  il  n'y  a 

aucun  terme  en  -  dans  le  développement  du  premier 

z 

membre  de  la  formule  (  2  ) . 

Passons  au  second  membre  ;  comme  on  a 


I 

I              \     ^    z^ 

z 
1 

• —       ~^~     , 

z,           z            7? 
Z 

il  est  évident  que  le  coefficient  de  -5  dans  ce  second 

membre,  est  égal  à  m  —  i  ;  ce  coefficient  doit  être  nul,  et 
l'on  a  en  conséquence 


m  =  i. 


208.  La  démonstration  de  la  formule  de  Lagrange  est 
contenue  dans  le  théorème  suivant,  qui  fait  connaître  en 
même  temps  quelle  est  celle  des  racines  dont  la  formule 
fournit  le  développement. 

Théorème  II.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que 
dans  le  tlworème  /,  si  l'on  désigne  par  z^  la  racine  de 
V  équation 

z  —  t^[x  -\-  z):=z  Oy 

dont  le  module  est  inférieur  à  r,  et  par  ¥  [x-h  z)  une 
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fonction  bien  fééfemiinée  et  continue  pour  les  vûleun 
fie  z  dont  le  module  nest  pas  supérieur  à  r,  la  quantité 
F  (a:  4-  ^i)  sera  dés^eloppable  en  séiie  convergente  par 
la  formule 

F(«4-  2.)  =F^)  -h  -  E'[x)ff{x)  H LJlll_ii-+... 

En  effet,  rëquation 

z  —  f  ç  (ar -h  «)  =  o 

n'ayant  qu'une  seule  racine  z^  de  module  inférieur  à  r, 
on  a,  par  le  numéro  précédent, 

(•)      ]«g[.-^?-^^]-log^W  =  Iog(,-^), 

et,  en  multipliant  par  la  dérivée  F' (a:  -f-  z)àe¥[x-hz)y 
il  vient 

r{x^z)\oAi—  i?i^±^n  — F'(a?-4-z)log)!;(z) 
(^)^  /         '^ 

Donnons  à  z  le  module  r,  développons  les  deux  mem- 
bres suivant  les  puissances  de  z^  et  égalons  entre  eux  les 

coefficients  de  -• 

z 

Considérons  d'abord  le  premier  membre.  La  partie 

V  {x  +  z)  \o^^[z)  ne  contiendra  aucun  ternxe  e»  ^>  car 

log^  [z)  est  développable  suivant  les  puissances  entières 
positives  de  z^  comme  on  Ta  vu  au  numéro  précédent,  et 
la  même  chose  a  lieu  à  Tégard  de  la  fonction  Y'  [x-^-z] 
qui,  en  vertu  de  noire  hypothèse,  est  développable  par  la 
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formule  d,e  Maclaiirin.  Quant  à  la  première  partie^  le 

module  de  — élanl  inférieur  à  i,  elle  peut  être 

mise  sous  la  forme 

^  r  (X  -h  Z)^^^(X  -^  Z)  -h  ^^[<f(x  -hz)Y  •^... 

^[(p(:r-hz)]"-f...J. 

Le  coefficient  de  z"^'  danis  le  développement  d^ 

F'{x-hz)[ff{a:-i-z)Y, 
suivant  la  formule  de  Maclaurin,  est  égal  à 

»^— #»»<— »i»   I        H  «III    1^  »    ip      II  » I  I      I  I  I  % 

I.2...(// — l)  f/a;"-' 

expression  qu'il  faut  réduire  à 

lorsque  /i  =  i  ;  d'où  il  résulte  que,  dans  le  développement 
du  terme 

le  coefficient  de  -  a  pour  valeur 

en  outre,  d'après  la  proposition  établie  au  n^  906,  le 
module  de  ce  coefficient  est  inférieur  à 

r 

pr  — î 
n 

p  étant  le  module  maximum  de  F'  (a:  -f-  r)  et  q  celm  de 

^-^ -•  D'après  cela,  dans  le  développement  du  pre- 
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mier  membre  de  la  formule  (a),  le  coefficient  de  -  est  la 


z 
somme  de  la  série 


'I../-^     f^^    .      ''    rfF'(.r)[ç(a:)P 


-[yF'WvW 


1.2  dx 

t"       £/«-'F'(x)[<p(x)]« 
ï .  2 .  . .  /ï  dx^—^ 


...], 


et  cette  série  est  convergente,  car  les  modules  de  ses  termes 
sont  ioférieurs  à  ceux  de  la  série 


"(?-'M--) 


dans  laquelle  ^  est  <[  i,  par  hypothèse*,  il  est  évident 
que  cette  dernière  série  est  convergente  et  a  pour  somme 

— /?rlog(i— ^). 

Considérons  maintenant  le  second  membre  de  la  for- 
mule {^)\  z  ayant  le  module  r,  chacun  des  facteurs  qui  le 
composent  est  développable  en  série  convergente,  par  la 
formule  de  Maclaurin,  et  Ton  a 

F' (* -h z)log  (i-- ^)  =  ~  [f(x)  4- i  F-(:r)  H- -^  F''(:r)+...] 


\Z  2Z^  32'  / 


Dans  ce  produit  lé  coefficient  de  -  est  évidemment  la 
somme  de  la  série 

le  module  de  z^  étant  inférieur  à  r,  cette  série  est  conver- 
gente et  elle  a  pour  somme,  diaprés  la  formule  de  Mac- 
laurin, la  différence 

-[F(a;H-zJ-F(:r)]. 
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De  tout  cela  nous  pouvons  conclure  que  Ton  a 

I  I .  C2  dx 

comme  nous  l'avions  annoncé. 

209.  Si  Ton  fait  croître  le  module  p  de  la  variable  z 
depuis  o  jusqu'à  oo  ,  le  module  maximum  de  la  fonction 

«p(xH-z) 

5 

Z 

qui  est  infini  pour  p  =  o,  ira  d^ abord  en  décroissant,  et 
s'il  ne  redevient  pas  înGni  pour  quelques  valeurs  finies 
de  p,  il  finira  par  croître  au  delà  de  toute  limite,  en  même 
temps  que  p,  à  moins  que  ©  (.r  -I-  2)  ne  soit  une  fonction 
linéaire  de  z.  En  effet,  la  fonction  cp  (a:  +  z)  restant  bien 
déterminée  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  z^  sup- 
posons que  le  module  maximum  de  2-^— ne  puisse 

surpasser  une  quantité  donnée  -;  le  module  maximum  de 

ry  (jr-H  z) 
Z 

sera  dès  lors  inférieur  à  i,  quelque  grand  que  soit  le  mo- 
dule de  ^,  et  il  s'ensuivrait  (n*^  207)  que  l'équation 

z:=:  tff[x  -^  z) 

n'aurait  qu'une  seule  racine,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que 
dans  le  cas  où  f  (a:  +  z)  est  une  fonction  linéaire. 

Il  résulte  de  là  que  p  croissant  à  partir  de  zéro,  le  mo- 
dule maximum  de  la  fonction 


474  CO0KS  h'algèbae  auPéaicu&E. 

passera  nécessairement  par  un  minimum.  Posons 

2 

le  module  P  et  Targuraent  Cl  seront  des  foiieiions  conti- 
nues de  p  et  de  ot)  ;  la  valeur  de  o)  qui  répond  au  maximum 
de  P,  pour  une  valeur  donnée  de  p,  satisfera  donc  à  l'é- 
quation 

(2)  T-^^' 

P  devient  alors  une  fonction  de  p  seul,  puisque  la  vt- 
riable  w  qui  y  figure  est  une  fonction  déterminée  de  p,el, 
dans  le  cas  du  minimum  de  P,  on  doit  avoir 

dP       flV  d(ù 

condition  qui  se  réduit  à 

(3)  -=0, 

en  vertu  de  l'équation  (  2  ) . 
Cela  posé,  comme  on  a 

dz  '       z        di 

dp  p        dtù 

si  Ton  diiTérentie  Téquation  (i)  d'abord  par  rapport  ko, 
et  ensuite  par  rapport  à  cn),  on  aura 


(4) 


retranchant  ces  identités  l'une  de  l'autre  cl  supprimant  le 
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facteur  & 

°-',  il  vient 

^  d£i 

.rfP 

^6» 

d'où  l'on 

conclut 

(5) 

d.      P^ 

rfn 

dû  -^ 

4'?5 


Eu  venu  de  ces  formules  (5),  les  équatioDs  (2)  et  (3) 
ne  peuvent  avoir  lîeu  que  sî  les  seconds  membres  des  for- 
mules (4)  s^évanouissent  ;  par  conséquent  la  valeur  de  z 
qui  répond  à  la  plus  petite  valeur  du  module  maximum 
satisfait  à  Féquation 

on 

z /  (x  -f-  z)  —  ^  (j?  H-  z)  =  o. 

Désignons  par  Ç  cette  valeur  de  z^  et  posons 

tz:  y  (a:  -f-  ç)  —  -y 

la  quantité  ^  sera  une  racine  commune  aux  deux  équa- 
tions 

z  — T^[x  +  z)  =0, 

I  —  Tç'(x-H  z)  =  O, 
et,  par  suite,  elle  sera  une  racine  double  de  Téquation 

z  —  T^(j!:  H-  z)  =0. 

Désignons  alors  par  {  une  constante  dont  le  module  soit 
inférieur  au  module  de  r,  et  attribuons  à  la  variable  z  le 
module  de  la  constante  ^\  il  est  évident  que  le  module 

maximum  de  --^ sera  égal  au  module  de  ->  il  sera 

z  T 

donc  moindre  que  i.  En  conséquence  l'équation 

z  —  /^  (.r  -♦-  z)  :=  o 
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aura  une  racine  unique  de  module  inférieur  au  module 
de  ^,  et  le  théorème  du  n^  208  pourra  être  appliqué  à 
cette  racine. 

210.  Si  Ton  pose  z=s  u  —  x,  Téquation 

Z  —  tff(x  H-  z)  =z  O 

se  transformera  dans  la  suivante, 

it  =  X  -h  /y  («), 

et,  d'après  les  développements  qui  précèdent,  on  peat 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Soient ^(u)  une  fonction  bien  déter- 
minée qui  reste  continue,  et  T  le  plus  petit  des  modules 
qu  il  J'aille  attribuer  à  f,  pour  que  V équation 

U=1X  '\-  t^[u) 

ait  deux  racines  égales.  Tant  que  le  module  de  t  restera 
inférieur  à  T,  celle  des  racines  u  île  la  même  équation  qui 
a  le  plus  petit  module  sera  développable  en  série  con- 
yergente  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  po- 
sitives de  t'^  la  même  chose  aura  lieu  aussi  pour  toute 
fonction  continue  de  la  même  racine  u. 

On  a  (n*'  208),  si  F  (u)  est  une  fonction,  continue, 

t  t^  ^F'{xU*f*)l' 


1       \    ^  ï  V    /        12  dx 

rf^'r'{*)[?(^)]' 


ce  qui  est  précisément  la  formule  de  Lagrange,  sous  la 
forme  que  cet  illustre  géomètre  a  adoptée.  Si  la  fonction 
F(u)  se  réduit  à  li,  il  vient 

r    ,   ,        r»  d\9(x)Y 

uz=zX'\-'-o{x)A LLl— ii  H-... 

I  ^  ^    '        1.2        dx 


1 . 2  .  . .  rt        dx 


rt—rl 


SECTION    II,  CHAPITRE    H.  4?? 

La  forme  que  M.  Rouché  a  donnée  à  la  formule  de  La- 
grange  (n**208)  est  souvent  préférable  dans  les  applica- 
tions h  celle  que  nous  venons  de  présenter;  au  reste,  on 
passe  de  Tune  à  Tautre  forme  par  un  simple  changement 
de  variable  (*).  , 

applications  de  la  formule  de  Lagrange, 
211.  Considérons  l'équation  trinôme 

(l)  '    «  r=r  a:  +  /«*", 

Pour  que  cetle  équation  ait  deux  racines  égales,  .il  faut 
qu'elle  ait  une  racine  commune  avec  sa  dérivée 

L'élimination  de  t  entre  ces  deux  équations  donne 

injn 
Il  = . 


//*  —  î 

et  Véquation  (a)  donne,  pour  t,  la  valeur  correspondante 


\»n — • 


ffjmj^^x 


DonC)  pour  toutes  les  valeurs  de  t  dont  le   module  est 
inférieur  au  module  de ?  celle  des  racines   de 


m"^  af*~^ 


l'équation  (i)  qui  a  le  plus  petit  module  est  dévelop- 
pable  en  série  convergente  ordonnée  par  rapport  aux 
puissances  entières  de  t.  Le  développement  sera^  d'après 


(*)  Dans  son  Mémoire  sur  la  série  de  Lagrange,  M.  Roaché  a  établi 
aussi  une  autre  formule  plus  générale,  et  de  laquelle  il  a  tiré  une  dé- 
monstration très-simple  de  la  formule  par  laquelle  Waring  a  exprimé  la 
somme  des  puissances  semblables  des  racines  d'une  équation  algébrique. 
Je  renverrai  pour  ces  développements  au  Mémoire  de  Tauteur. 
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la  foroBulc  de  Lagrange, 

9.  m  3  m  (3m  —  i  ) 

1.2  1.2 

nttt  (rini  —  i  ) . . .  (nm  —  «  -♦-  2  ) 
H — ^ ^  X*"-'»-*-'  /»  -f- 

I  .2.0.  .  ./7 

Le  terme  général  i/„  de  cette  série  a  pour  Taleur 
nminm  —  i  )...(«//?  —  «-4- a) 

I  .2  .  O.  .  ./I 

et  Ton  en  déduit 

Un^x I      {fini  -h  tn)(nin  -4-  ///  —  i). .  .(«/»  -f- 1)  ^_, 

«^         «  -h  i       [nm  —  /?  -♦-  2 ) .  . .  (/îw  —  «-+-/«) 

La  limite  de  ce  rapport,  pour  /i  =  oo  ,  est 


W*  l*""' 


-: t 

(m  —  i)"-' 

I 

et  Ton  vériiie  de  celle  matiière  que  la  série  est  conver- 
gente, si  le  module  de  /  esl  inféiieur  au  module  de 


m'njjn-i 


212.  L^emploi  de  la  formule  de  Lagrangc  est  souvent 
avantageux  pour  obtenir  le  développement  en  série  des 
fonclîousexpUcîles  5  j'en  présenterai  ici  deux  exemples. 

Supposons  d'abord  qu'on  demande  de  développer  en 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de  t  la 
fonction 


V^l  —  2tX  -+- 


dans  laquelle  x  désigne  une  quanlilc  réelle  donnée  dont 
le  module  esl  inférieur  n  Funilé. 
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Je  considérerai  à  cet  effet  réqualion  du  deuxième  degré 

(1)  U^JC-^t  y 

2 

dont  les  racines  sont  données  par  la  formule 

,  ,  i±:\/i  —  itx  -+-^2 

(2)  U  = 

^^our  que  l'équation  (i)  ait  deux  racines  égales,  il  faut  que 

Ton  ait 

I  —  ifxH-  /'m  o, 
d'où  Ton  tire 

t=  x  -h  \/î  —  x^  V~  i  ; 

X  étant  réelle  et  comprise  entre  —  i  et  +  i,  le  module  de 
ces  deux  valeurs  de  t  est  égal  à  l'unité  \  donc,  pour  toutes 
les  valeurs  de  t  dont  le  module  est  inférieur  à  i ,  celle 
des  racines  de  1  équation  (i)  qui  a  le  plus  polit  module 
est  développable  en  série  convergente  ordonnée  suivant 
les  puissances  entières  et  positives  de  t.  Si  nous  supposons 
que  la  quantité  t  soit  réelle  el  comprise  entre  —  i  et  4-  i , 
on  aura,  d'après  la  formule  de  Lagrange, 

1 =z:XH 1 ^ ; ^- h... 

t  2         1  Owr  I  .  2 


J»-l 


dx'*~^  \  .%,  ,  ,n 


-f-..    , 


et,  si  Ton  dilTérenlie  par  rapport  à  x  les  deux  membres 
de  celte  formule,  il  viendra  ^ 


en  posant,  pour  abréger, 

^  I  d-{x^-^x)\ 

"         I.2...W2'»  dx''  ' 
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on  voit  que  cette  fonction  X„  est  précisément  celle  dont 
nous  nous  sommes  occupés  aux  n^*  124  et  134. 

213.  Supposons  enfin  qu^on  veuille  développer  la  fonc- 
tion 

suivant  les  puissances  croissantes  de  t. 

En  appliquant  la  formule  de  Lagrange  à  Téqualion 

où  z  désigne  une  fonction  des  variables  ^  et  t^  et  f[z] 
une  fonction  quelconque  de  2,  il  vient 

Tiz)  ^y      ^'     ^"-'[F^(^)/(g)"] 

et,  en  différentiant  par  rapport  à  ^, 
Maintenant  soient 

F'(a)  =  s'«     et    /(z)=i:3  —  I, 

Téqu^tion  (i)  donnera 

Ç  —  /        r/z  I 

I  —  r        r/Ç        I  —  / 

et,  par  suite,  la  formule  (a)  deviendra 


(1  —  0'""^'        ^I.2...«  z/^" 


J 
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CHAPITRE  m. 

DIGRESSION  SUR  LA  DÉCOMPOSITION  DES  FRACTIONS 
RATIONNELLES  ET  SUR  LES  SÉRIES  RÉCURRENTES. 


Théorie  de  la  décomposition  des  fractions  rationnelles 

en  fractions  simples, 

214.  La  théorie  de  la  décomposition  des  fractions  ra^ 
tionnelles  est  si  importante,  et  ses  applicatîoDS  dans  l'ana- 
lyse mathématique  sont  tellement  variées,  que  je  crois 
utile  de  la  présenter  ici  avec  tous  les  développements 
qu'elle  comporte. 

Nous  commencerons  par  établir  qu'une  fraction  ra- 

F(x) 
tionnelle  j- — -  y  dont  les  deux  termes  sont  des  polynômes 

quelconques  premiers  entre  eux,  est  décomposable  en 
une  partie  entière  (qui  peut  être  nulle),  et  en  plusieurs 
fractions  simples  à  numérateurs  constants,  ayant  pour 
dénominateurs  les  diverses  puissances  des  facteurs  li- 
néaires qui  divisent  le  polynôme  f(x).  Nous  démontre- 
rons ensuite  qu'une  fraction  rationnelle  n'est  décompo- 
sable ainsi  que  d'une  seule  manière,  et  nous  indiquerons 
enfin  le  moyen  d'effectuer  la  décomposition. 

215.  Théorème  I.  —  Si  a  désigne  une  t^icine  de  Vé^ 
quationf[x)  =  o,  a  son  degré  de  multiplicité^  en  sorte 
que  Von  ait 

fx  (^)  étant  un  polynôme  non  divisible  par  x  —  a,  la 
L  3i 
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fraction  rationnelle -^-—rj  supposée  irréductible  y  pourra 

tpujours  être  décomposée  en  deux  parties  de  la  manière 
suivante  : 

F[x)  A  F,{x) 

Â  e'/ant  u/ie  constante,  et  F,  [x)  un  polynôme  entier. 
En  effet,  on  a  identiquement,  quel  que  soit  A, 

¥{x)  V{x)  A  .   V(œ)-kMx) 


•♦^^^*^»»    ""^^    •*«"*^~*«»'^""^ 


et  pour  que  le  deuxième  terme  du  second  membre  ne 
contienne  â  son  dénominateur  que  la  puissance  çt  —  i  du 
facteur  ar<— a,  il  faut  et  il  suffit  que  le  numérateur 
F{x)  —  A/i  (x)  s* annule  pour  x  =  a.  Posons  doue 

on  aura 

cette  valeur  de  A  sera  finie  et  différente  de  zéro,  puis- 
que f  (a)  et  F  (a)  ne  sont  pas  nuls  :  si  Ton  fait  alors 

F(x\-^kMx)^(x^a)F,{x), 

on  9XLV9i 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 
Corollaire.  —  Si  Von  a 

a ,  //,...  ^  l étant  des  quantités  diitinctes  «^  ce ,  S , .  •  •  >  ^ 
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des  entiers  positifs,  la  fraction  rationnelle  — ^  pourra 
être  décomposée  de  la  manière  suii^ante  : 
Ff.r)_         A  A.  K^i 


B         .  B,  Bg_, 


A ,  A 1 5 . . . ,  B,  Bj , . . . ,  L,  Li , .  • . ,  étant  des  constantes 
finies^  et  E(a:)  une  fonction  entière. 

En  effet,  en  posant  comme  précédemment 

f{x)={.T^arf(x), 

on  a,  par  notre  théorème, 

F(^)                      A  F.(^) 
1- ^  _^ 


F.(^)  _  A,      ,  F,(^) 


(x^«)«-'/;(x)     {x-«r-'     (^-«^-"/(x) 


A ,  Al , . . . ,  A^     ,  étant  des  constantes  6nies  et  détèrmi-^ 

nées,  et  Fi  (a:) ,  F,  (jc) , . . . ,  F^  (a:)  des  fonctions  entières. 

Il  faut  remarquer  que  la  constante  A  n'est  jamais  égale  à 
zéro,  mais  les  quantités  Ai,  A,,, . .,  A^_,  peuvent  être 

nulles,  car  l'un  des  polynômes  Fi{j:),  F,(j:),.  . .  peut 
être  divisible  par  x  —  a\  en  ajoutant  les  égalités  qui  pré- 

3i. 
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cèdenl,  il  vient 

FM_         F(x)         ^.       A         ^  A.  ^        ,  ^«-'  ,  ^^^y 

Si  l'on  pose 

F  (x) 
et  que  l'on  opère  sur  la  fraction  j*.    ,■  comme   nous  ?e- 

nons  de  le  faire  sur -7^9  on  obtiendra  une  expression 
de  la  forme 

FaW  P«(*)  B  B,  Bg_,      F„^gW 

-f-, _  _f 


/(x)       {x—bff,[x)      (x-^bf       [x—bf"       "*       J^-^       /U') 
et,  par  suite, 
F(x)  A  .  A,  .  .    A^_, 


f[x)        [x  —  aY        (x  — fl)*"'       '"       ^  — « 

B  .  B.-  .  .   Bg_,        F^^gW 


(;f  — ft)^        (a.-«fc)6-»         '         x-^b         f,(x) 

B,  B|,...  étant  des  constantes  déterminées  et  F^^g  (j^) 
une  fonction  entière. 

En  continuant  ainsi,  on  obtiendra  évidemment  la  for^ 

mule  qu'il  s'agissait  d'établir. 

» 

216.  Théorème  II.  —  Une  fraction  rationnelle  nest 
décomposable  que  d'une  seule  manière  en  une  partie 
entière  et  en  fractions  simples. 

Supposons  qu'on  ait  trouvé  ces  deux  valeurs  d'une 

F  (x) 
même  fraction  rationnelle  -rr-4  î 

A  B  ^,    . 

-.  .  .-f-E(x) 


(,c  — ^)«       *    *       (•^— ^)^ 
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et* 

-h.  ..H t;-+-...-I-E'(-i:)'; 


on  aura 


-h.  .  .-f-E(jp)=  • >  -h.  .  .-hE'(jc). 


Cela  posé^  a.  et  a'  élant  respeclivement  les  exposants  des 
plus  hautes  puissances  de  x  —  a,  dans  les  deux  membres^ 
je  dîs  que  at=z(x!  et  A  =  A'.  Supposons,  en  effet,  que 
a  et  o!   soient  inégaux  et  que  a.   soit  ]>  a^  ;   tirons  de 

Téquation  précédente  la  valeur  de ?  et  réduisons 

tous  les  autres  termes  au  même  dénominateur^  on  aura 

A        ^  y(x) 

(jr—  af         (x  — «)«— '  4/(j») 
OU 

^  et  <{f  désignant  des  polynômes  dont  le  second  n'est  pas 
divisible  par  x  —  a.  D'ailleurs,  A  est  une  constante;  il 
faut  donc  qu'elle  soit  nulle,  car  l'équation  précédente 
donne  A  =  o  pour  a:  =  a.  Si  donc  A  n'est  pas  nul.  on 
ne  peut  supposer  a  ]>  a',  et  l'on  ferait  voir  de  même  que, 
si  A'  n'est  pas  nul,  on  ne  peut  supposer  non  plus  a  <  a'  ; 
on  a  donc  «  =:  a'. 

Je  dis  maintenant  que  A  =  A'  *,  en  effet,  de  la  for- 

F  (  r^ 

mule  qui  exprime  l'égalité  des  deux  valeurs  de  -77--T  » 
on  tirera,  a'  étant  égal  a  a, 

A  — A'    _  (p(x) 


(x  — û)«         (x  — «)«-'4(-ir) 


n 
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OU 

^  et  (p  ëtanl,  comme  précédemment,  des  polynômes  dont 
le  second  n'est  pas  divisible  par  x  —  a^  la  différence 
A  —  A'  est  donc  nulle,  car  pour  jr  =  a,  le  second  mem- 
bre de  la  formule  précédente  se  réduit  à  zéro. 

Les  termes  qui  renferment  la  plus  haute  puissance  de 
X — a  en  dénominateur,  dans  les  deux  valeurs  de  la  frac- 
tion rationnelle,  étant  égaux  entre  eux^  on  pourra  les 
supprimer  et  les  deux  restes  seront  égaux.  En  raisonnant 
de  même  sur  ces  deux  restes^  on  voit  que  les  termes  qui 
contiennent  en  dénominateur  la  plus  haute  puissance  da 
même  binôme  x  —  a,  ou  d'un  autre  binôme^  sont  aussi 
égaux  entre  eux^  et  en  continuant  ainsi,  on  reconnaît 

que  les  fractions  simples  des  deux  valeurs  de  ■  .   ,  sont 

égales  chacune  à  chacune  :  il  en  résulte,  par  conséquent, 
l'égalité  des  parties  entières  E  [x)  et  E*{x). 

CoROLLàiRE.  —  La  partie  entière  qui  figure  dans  la 

valeur  cCune  fraction  rationnelle  ^      décomposée  en 

fractions  simples  est  égale  au  quotient  entier  de  la  dÀtà- 
sion  de  F  (x)  par  f(x). 

Car  si  Ton  désigne  par  E  [x)  le  quotient  et  par  f  (x) 
le  reste  de  cette  division,  on  aura 

le  numérateur  de  la  fraction  77-^  étant  de  deirré  inférieur 

/{x) 

au  dénominateur,  cette  fraction  s'annule  pour  a:  =  00  ,  et 
en  conséquence  elle  ne  peut  renfermer  de  parlie  entière. 
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Cas  d'une  fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur 

n^a  que  deà  facteurs  simples. 

217.  Soît 

/(*)=.(j;-a)(4r-*)...(-lr-/), 

a,  &,...,  /  étant  des  quantités  différentes)  %\  F  [x)  désigne 
un  polynôme  quelconque,  on  aura,  par  ce  qui  précède, 

A,  B, .  »  • ,  L  étant  de»  coii»uuite»  dëteriliiiiée»  et  £  (  «r) 
une  fonction  entière* 

Ainsi  que  nous  l'ftToils  déjà  dil^  le^pol^nôme  E^jt) 
peut  être  obtenu  en  effectuant  la  division  de  F  (x)  par 
f{x)  \  il  restô  à  déterminer  les  constantes  A,  B, .  •  • ,  L. 
L'équation  (i)  devient,  en  multipliant  pary*(x), 

F(.)=A/(f)^!£MH....-HÎl^H-E(x)/(.). 

Cette  égalité  a  lieu  identiquement;  si  Ton  y  fait  jt  =:  a, 
tous  les  termes  du  second  membre  s'évanouiront  à  l'excep- 
tion du  premier  qui  se, réduira  à  hf^  (a),  ain»  qu'on  le 
reconnaît  sur  la  formula 

I  1  •  ^ 

On  a,  en  conséquence, 

F{«)  =  A/'{«),    d-où     A=Jr7fîi 

d'ailleurs  a  est  l'une  quelcoûqué  des  racines  de  l'écjua- 
tiony(x)  =  05  donc 
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et  la  formule  (i)  devient 

m    F(x)_         F(a)  ¥  {b)  F (/)  , 

W   /(x.)i-/'(«)(*-«)V(A)(*-A)"^-VW(*-')      ^' 

Si  le  degré  de  F  (x)  esi  inférieur  au  degré  mde/(j:),la 
partie  entière  E  (or)  se  réduit  à  zéro,  et  on  a  simplement 


Soit 

F  (ar)  =  P,4:-«-'  4-  P,  «^'  -h .  •  .  -h  Pi»_,«  -+-  Pm-i. 

Si  Ton  multiplie  la  formule  (4)  par  f(x)  et  qu'on  ot- 
donne  le  second  membre  par  rapport  aux  puissances  dé« 
croissantes  de  X^le  coefficient  de  xf^"^  sera  évidemiaent 


F(«) 

^F(*)^ 

^F(/) 

et  cette  somme  sera 

égale  à  Po  *, 

on  a  donc 

(5) 

-P., 

le  signe  V  indiquant  qu^il  faut  remplacer  x  par  chacune 

des  m  racines  de  Téqnation  f(x)  =  o,  et  faire  la  somme 
des  résultats.  Si  la  fonction  F  (x)  est  au  plus  du  degré 
m-^2j  la  quantité  Po  est  nulle  et  on  a  dans  ce  cas 

(6)  2M  =  o. 

formule  qui  est  utile  dans  plusieurs  circonstances. 

Méthodes  pour  effectuer  la  décomposition  d'une  fraction 
rationnelle,  dans  le  cas  général. 

218.  Le  théorème  I  du  n^  215,  par  lequel  on  démontre 
la  possibilité  de  la  décomposition,  donne  aussi  le  moyen 


SECTION    II.    CHAPITRE    III.  4^9 

de  l'effectuer.  En  effet,  si  Ton  fait 

/(x)=(x-a)V.{x), 
nous  avons  vu  que  l'on  a 

F^j:)  a  F,  (x) 


/(x)        (x  -  «)^-        (x  -  «)«- V.  (-^y 
en  posant 

on  a  ainsi  Tune  des  fractions  simples  demandées,  et, 
pour  trouver  les  autres,  il  suffira  d'appliquer  le  même 
lliéorème  à  la  fraction  complémentaire 

Dans  le  cas  où  l'équation  y*  (x)  =  o  n'a  que  des  racines 
simples,  on  retrouve  facilement  de  cette  manière  la  for- 
mule établie  au  numéro  précédent^  mais,  ce  cas  excepté, 
l'emploi  du  procédé  dont  il  vient  d'être  question  exige  des 
calculs  assez  pénibles. 

219.  On  peut  aussi  employer  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés  dont  nous  avons  déjà  fait  usage  au  n^217. 
Soit  la  fraction  rationnelle 

F(x) 

que  nous  supposons  irréductible  et  dont  le  dénominateur 
est  divisible  par  la  puissance  a**"*'  du  binôme  x  —  «, 
mais  ne  l'est  pas  par  une  puissance  supérieure.  Pour  trou- 
ver les  fractions  simples  qui  répondent  à  la  racine  a,  on 
posera 

F(x)  A  ,  A,  ,         ,    A  [r^a]<^?^{x) 

(I)      -rr, — r= 1 -(-...  -I ' 1 ' -z- — .- * 
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conformément  au  théorème  I.  Si  Ton  multiplie  cette  for- 
mule par  /( x)  et  qu*oii  remplace  x  par  a  -+-  A,  on  aura 

F(</-h/i  =A<^ -'  -hA.  ^  -I-...-K.  A,,    /-^-j — i+/i*F 'fl+fc 

or  on  a 

i  1.2. ..(a — i) 

i.a...a  l.2...(a  H- i) 

et  en  portant  ces  yaleurs  dans  la  formule  précédente,  on 
obtient 


F(fl)  -f-A 


^^■^•^•«^•^^•-•^■•i^— ^'te 


I  i.a...(a  —  i) 

1^  I  .a.  .  .a  I  .2.  .  .  (a  +  i)  J 

L     I  .2.  .  .a              I  .  2.  .  .(a  4-1)              J 
-h 

Cette  formule  a  lieu  quel  que  soit  h,  et  si  on  égale  de  part 
et  d^autre  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  h, 
jusqu'à  celles  de  degré  a  —  i ,  on  aura 

I .2. .a 

A|  -t-  A  ■ • — t  •^-* > 

1.2. ..a  i.2...(a-hlj  l 

I  A, —^ h  A,  r^ — = — r  -+■  A  — ■■   '*.■'  •  T  —     .  „  ' 

1.2.     .a  1.2.    .{a-4-l)  l.2...(a+2)  1.9 

fia)  r^'{a)  /'""'(a.     ^  jH^ 

«-'TXr;^      «-■'l.2...(«  +  l)"^"'  1.2...{2a-i;        l.2."i»-" 
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Ces  relalions  permettent  de  calculer  successivement  A, 
Al,...,  A„    .1  et  les  valeurs  de  ces  coefficients  seront 

finies  et  déterminées,  car /"(a)  esl^  par  hypothèse,  dif- 
férente de  zéro.  On  peut  obtenir  par  ce  procédé  les  frac- 
tions simples  qui  répondent  aux  diverses  racines  de 
Téquation  y*(a7)=o;  qiiant  à  la  partie  entière,  on  la 
trouvera,  comme  nous  l'avons  déjà  di(,  en  divisant  F  (j:) 
par/(x). 

320.  Enfin  y  on  peut  effectuer  la  décomposition  par  un 
procédé  qui  n^exige  que  la  division  algébrique.  En  effet, 
si  Ton  pose,  comme  nous  Pavons  fait  plus  haut, 

et  que  Ton  écrive  a  -h  h  ^n  lieu  de  :r,  la  formule  (i)  dti 
numéro  précédent,  multipliée  par  h^^  deviendra 

et  l'on  voit  que  le  polynôme 

A-h  A,/<-l-A,//2-f-.  .  .4-  A^ _,//«-' 

est  le  quotient  que  l'on  obtient  quand  on  divise  l'un  par 
l'autre  les  polynômes  F  (a -h  A)  etyi(a-HA)  ordonnés 
par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  A,  jusqu'à  ce 
qu'on  soit  parvenu  à  un  reste  du  degré  a;  on  obtiendra 
donc,  par  cette  division,  les  fractions  simples  qui  se  rap- 
portent à  la  racine  a. 

On  pourrait  déterminer  ainsi,  indépendamment  les 
unes  des  autres,  les  fractions  qui  se  rapportent  aux  di- 
verses racines,  mais  il  sera  plus  simple  d'appliquer  la 

même  méthode  à  la  fraction  -^t  Qtiî  complète  les  termes 
déjà  trouvés^  ou  obtiendra  ainsi  les  termes  qui  se  rap- 
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portent  à  une  deuxième  racine,  et  une  troisième  fraction 
sur  laquelle  on  continuera  Topera tion. 

221 .  La  méthode  précédente  a  surtout  Favantage  de  faire 
connaître  Texpression  algébrique  des  numérateurs  des 
diverses  fractions  simples  dans  lesquelles  se  décompose  la 
fraction  rationnelle  proposée.  En  effet,  la  division  des 
polynôme^  F(a4-A)eiyi(a-f-A),  que  nous  avons  effec- 
tuée dans  le  but  d'obtenir  les  coefficients  Â,  Ai,  As,. ••7 

revient  évidemment  à  développer  la  fonction  -—: r. 

en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  dei, 
et  comme  une  fonction  n'est  développable  que  d'une  seule 
manière  en  une  série  de  cette  espèce,  on  obtiendra  le 
même  résultat  en  faisant  usage  de  la  formule  de  Mac- 
laurin.  Si  donc  on  pose 


on  aura 


pi =  ?   ri  -4-  //    z=  (j,   fl)  -h  /f  <p'  ^  J  H-  /i'  ^ 

/(fl  -t-/i)       •    ^  /        TV    ;  T  \    /  ,2 


« — I 


.«  — I 


{") 


I  .2.  .  •  (a  ^—  1) 


A"R., 


en  désignant  par  A" Ri  le  reste  de  le  série;  ici  Ri  est 
une  fonction  rationnelle  de  h  qui  n'est  point  intînie  pour 

/r=  o,  et,  par  conséquent,  cette  valeur  de  ^w — 'TrïÂ 
identique  à  celle  trouvée  précédemment.  On  aura  donc 


I  .2 


A         —       ^ 


a— I 


(«) 


I  .?....  (a  —  i) 
d'où  résulte  ce  théorème  général. 


SECTION    II.    —    CHAPITRE    III.  49^ 

Théorème.  —  Si  Von  a 

f(x}  =  {x-a)'{x-bf   ..{x-l)\ 

que  F  (x)  désigne  une  fonction  entière  de  jr,  dont  le 
quotient  par  f(x)  soit  E(a:),  et  que  Von  fasse ^  pour 
abréger^ 

on  aura  la  valeur  suivante  de  la  fraction  rationnelle  ■;r—  : 

Ff  r^ 


-l^^ 1 : 1 : : h  .  .  .  "1 : ^ 

(i— a)«       {x—a{'-'        i.9.(x— «i"-^  ,     i.2...(a— i^j;  — «) 

-r- 2; h h  .      .  -f- 


(x— 6)^        {x—bf"'        i.^Çr-^bf"'^       '     '       l.2...(6— i)(j:— ^) 
o(/l  cr'(/)  cr^(/)  cy^""'(0 


(x— /r        (x  — //-'         1.2(4:—/)^-^       "*        l.2...{>  — !,(*  —  /) 

Forme  nouvelle   de  l'expression  d^une  fonction 
rationnelle  décomposée  en  fractions  simples* 

222.  Le  résultat  qui  précède  est  susceptible  d'une 
autre  forme  très-simple  et  très-élégante  que  nous  allons 
faire  connaître.  Désignons  par  F  (x)  une  fonction  ration- 
nelle quelconque,  par 

les  racines  de  l'équation 
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et  par 

les  j]egrés  de  mulliplicité  respectifs  de  ces  racines. 
Soit  aussi,  pour  abréger, 

ç(jr)=r(x-j:,)-F(:t), 

9  (x)  désignant  une  fonction  qui  a  une  valeur  finie  diffé- 
rente de  zéro  pour  ar  =  Xi  • 

Si  Ton  imagine  que  la  fonction  rationnelle  F(x)  soit 
décomposée  en  fractions  simples^  la  somme  des  fractions 
relatives  à  la  racine  Xt  sera 


I.2...(/7I,  —  f  —  ly(.r  —  Jr,)*"**'       "*        r.:2...(y77,  —  i)(j? — -r,) 

ainsi  qu'on  Ta  vu  plus  haut.  Par  suite,  cette  somme  s'ob- 
tiendra en  faisant  ^  =  o  dans  Texpression 


(x  —  X,  —  Ç)*'        i.{x  —  a?,  —  Ç)"'""* 


•< 


l.i...(/7i,  —  / —  I)  (x— .r,  —  Ç)'-»-'  1.2. ..(//?,  —  i)[x  —  x,-^) 

Or  ?'(j^i4-Ç)j  9''(j^i^"Ç)>  ®lc.,  peuvent  être  considé- 
rées comme  les  dérivées  de  ç  (xi  -f-  (^)  par  rapport  à  la  va- 
riable f ,  et  alors  il  est  aisé  de  voir  que  l'expression  précé- 
dente se  réduit  à 

I  X  —  .r,  —  Ç 


r(j3)  désigne,  comme  au  n**  196,  le  produit  des  p — i  pre- 
miers nombres  si  p  est  plus  grand  que  i ,  et  il  doit  se  ré- 
duire à  l'unité  pour  p  =  t , 


SBCTIOir    II.   —    CHAPITRE   III.  49^ 

Comme  on  a 

la  somme  des  fractions  simples  relatives  à  la  racine  x^ 
sera  égale  à  la  valeur  que  prend,  pour  Ç  =  o,  l'expres- 
sion anivante  : 

1  j:  —  X,  --  Ç 


r(i?ï,)  rfç»'-' 

Si  donc  la  fonction  rationnelle  F  (x)  ne  contient  pas  de 
partie  entière,  on  aura 


n^)  =  yz^. 


ÛC    — —    a2P  t    ~ 


* 


Dans  cette  formule,  il  faut  faire  ^=  o,  après  les  diSe- 

rentiations  ;  le  signe  sommaioire  \^  s'étend  à  toutes  les 

racines  Xj,  Xj,. . . ,  x  .  II  est  presque  superflu  d'ajouler 
que  si  le  degré  de  multiplicité  dSine  racine,  de  x^  par 

exemple,  est  égal  à  i,  la  dérivée  '- — —  doit 

être  réduite  à  — — -* 

or  —  JT,  —  C 

Si  la  fonction  F  (j?)  contient  une  partie  entière  E  (x), 
on  a 

il  est  aisé  de  trouver  la  valeur  de  E  (x).  Désignons  par  n 
Texcès  du  degré  du  numérateur  de  F  [pc]  sur  celui  du 
dénominateur  ;  n  sera  le  degré  de  E  (x).  Cela  posé,  si  Ton 

change  x  en  -  dans  l'équation  précédente  et  qu'on  mul- 
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tiplie  ensuite,  de  part  et  d'autre,  par  2",  on  aura 


rfÇ 


m, — I 


Il  s'ensuit  que  si  l'on  développe  2"  F  [  - 1  en  série  or- 
donnée suivant  les  puissances  croissantes  de  2,  la  somme 
des  termes  dont  le  degré  ne  surpasse  pas  n  sera  z"  E  I  -  ]  • 

Or,  ^désignant  toujours  un  infiniment  petit,  on  a,  par 
la  formule  de  Maclaurin, 


dK"F[^]  ,    ^'Ç^FI^Î- 


'œ--'(f)-T-!^^'-  •■ 


^^  •  •  •  ) 


donc  on  a 


-(r)  =  "(j)-T-^ 


I  .  2  .  .  .  /t  r/Ç* 


et,  par  suite, 


E(j:)  z^jr^ÇT  (^)  -f-x 


dtrF 


ik) 


X,  dX, 


I  .  1  d^  '  '  '        1 .2.  .  .«  r/Ç" 

On  peut  trouver  une  autre  expression  plus  simple  du 
polynôme  E(x).  En  effet,  le  coefficient  de  Ç"~'  dans  le 

développement  de  ^"F  (  -  j>  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  Ç,  est  égal  au  coefficient  de  (^"  dans  le  dévelop- 
pement de  (^"+'  F  (  -  1  ;  d'ailleurs,  ces  coefficients  sont  les 
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valeurs  que  prennent,  pour  Ç  =  o,  les  deux  quantités 
donc  on  a,  pour  ^  =  o, 

et  il  faut  remarquer  que  le  premier  membre  doit  être  ré- 
duit à  Ç"  F  (  -  j  dans  le  cas  de  i  =  n. 
D'après  cela,  la  valeur  précédente  de  E  [x)  devient 

enfin,  comme  on  a  évidemment,  pour  Ç=o,  et  pour 
i>  n, 

=  O 


on  peut  aussi  écrire 
ou 


On  a  donc  la  formule  suivante  qui  donne  la  valeur  d*une 

fonction   rationnelle   quelconque  F  (x)  décomposée  en 

I.  32 
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une  partie  entière  et  en  fractions  simples,  savoir  : 

d" ^ '  rf"»   •  r» 

^"^'"^  r(/i-h  1)         dV  ^  2dT(m,)  dxr'-" 

]a  quantité  ^  devant  être  égalée  à  zéro  après  les  différen- 
tiations. 

Mode  particulier  de  décomposition  pour  les  fractions 
rationnelles  et  réelles  dont  le  dénominateur  a  des 
facteurs  linéaires  imaginaires. 

223.  La  théorie  que  nous  venons  d^exposer  s^ applique 

à  toutes  les  fractions  rationnelles  -77—75  et  les  coefficients 

peuvent  avoir  des  valeurs  quelconques  réelles  ou  imagi* 
naires.  Mais  lorsque  ces  coefficients  sont  réels  et  que 
parmi  les  racines  de  Téquation  f(x)  =  o  il  s'en  trouve 

quelques-unes  qui  sont  imaginaires,  Texpression  de  la 

F  (x) 
fonction  réelle  ^       est  elle-même  compliquée  d'imagi- 
naires. On  a  cherché  à  'modifier,  dans  ce  cas,  la  manière 
d'eflectuer  la  décomposition,  et  on  y  est  parvenu  comme 
nous  allons  l'indiquer. 

224.  La  possibilité  du  nouveau  mode  de  décomposition 
que  nous  avons  en  vue  résulte  du  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Six* -h  px  H-  ç  est  le  produit  de  deux 
facteurs  imaginaires  conjugués  du  polynôme  réelf(x)^ 
n  la  plus  haute  puissance  de  ce  trinôme  qui  divise  J(x)^ 
en  sorte  quon  ait 

Ffx) 
la  fraction  réelle  et  rationnelle  •'   .^  pourra  être  dé* 
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composée  en  deux  parties,  de  la  manière  suivante  : 

F(x)_        Pjt+Q  F,(jr) 

/(«)  ~"  (x*-hpx  H-  q)"        (x^-h  px  H-  qf-'fx  (x)' 

P  et  Q  étant  des  constantes  réelles,  et  Fi  [x)  un  poly^ 
nôme  réel. 

En  effet,  on  a  identiquement 

¥{x)^  F(x) 

/(x)        {x^ -h  px -^  q)'*  f,  (x) 

Px-hQ  ^    F(x)-(Px-4-Q)/Jx)^ 

""  (x'  -hpx-\-  qY  (x2  -hpx-h  qffx  (x)     ' 

et  l'on  peut  déterminer  P  et  Q  de  manière  que  le  numé- 
rateur de  la  deuxième  partie  du  second  membre  soit  di- 
visible par  X*  H-  px  -f-  7,  c'est-à-dire  de  manière  que  ce 
numérateur  s'annule  en  remplaçant  x  par  chacune  des 
racines  de  Téquation 

x^  H-/?x  H-  ^  =  o. 

Soient  A  -H  Ar  y —  *  et  A  —  h  si —  i  ces  deux  racines,  et 
posons 

on  tirera  de  là 

p  (A  ±  A  n/=T)  +  Q  =  li^^AQ  =  (M  ±  N  v^, 

M  et  N  étant  des  quantités  réelles  dont  les  valeurs  sont 
finies  et  déterminées,  puisque,  par  hypothèse, /i  [x\  n'est 
pas  divisible  par  x*  -i-  px-h  g*  L'équation  précédente  se 
décompose  dans  les  deux  suivantes  : 

PA4-Q  =  M,     P^  =  N, 

32. 
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lesquelles  donnent  pour  P  et  Q  ces  deux  valeurs  réelles 
et  finies, 

Les  valeurs  de  P  et  Q  étant  ainsi  déterminées,  nous 

posero  s 

F(x)~(Px-»-Q)/.(x)_^,    . 

Fi  (x)  désignant  un  polynôme  réel,  et,  par  suite,  on  aura 
F(x)  _       Px-f-  Q  F,  [x] 


(x^-hpx-hqY/,{x)'      [x^-^px-hq)'       [x^-^px-hqy-'fAxy 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Cokollaihe.  —  La  fraction  rationnelle  pourra  se 

décomposer  de  la  manière  suivante  : 

F  (•»)  ^       P-g+Q        ^        P|g-+-Q. 

/{x)        (x^-hpx-hqy*        {x^-hpx-h  q) 
P^,a:-hQ„-.,    ,    F»(x) 


II— I 


x^-hpx-hq  f\[^) 

P,  Q,  Pj,  Q,,  efc,  désignant  des  constantes  réelles ^ et 
F„  ( Jc)  tt«  polynôme  réel  aussi, 

S25.  En  combinant  le  théorème  précédent  avec  le  théo- 
rème analogue  démontré  au  n^  215,  on  obtient  celui-ci  : 

Théorème  II.  —  Si  Von  décompose  le  polynôme  f[x) 
en  facteurs  réels  du  premier  et  du  deuxième  degré ^  en 
sorte  quon  ait 

F  l  x\ 

on  pouira  décomposer  la  fraction  rationnelle  -jr^  ^  '^ 
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manière  suwante  : 


a — i 


!i4=E(x)^ '-^ 1 ;-h...-t- 

4- 

4-  r  -h 4 h,.  .  -h  -i— î- 


-f 

*         R-g  4- S Ri  j:  4-  Si  R,w-,i  3?  4~  Sw~t 

(.r'  4-  ra:  4-  j)^        (:»*  4-  r,r  4-  .v)""-*       ***        a:*  4-  rr  4-  J 

E  (x)  désignant  une  partie  entière  qui  peut  être  nulle^  et 

des  constantes  réelles. 

226.  Théorème  IIL  —  Une  fraction  rationnelle  nest 
décomposable  que  d^uno  seule  manière  en  fractions 
simples  de  la  forme  qu^on  vient  de  considérer. 

Soient  deux  valeurs  d'une  même  fraction  rationnelle 

•77— 7-  On  démontrera,  comme  au  n^  216,  rëfi'alité  des 

fractions  simples  qui  correspondent  aux  facteurs  du  pre- 
mier degré  du  dénominateur,  et  quant  k  celle  des  frac- 
tions simples  qui  correspondent  aux  facteurs  du  second 
degré,  elle  peut  se  démontrer  d*une  manière  analogue, 

Vx  4-  O 
comme  nous  allons  voir.  Soient  7—; -^^ — r  le  terme 

(or^  -hpx  4-  qf 

dont  le  dénominateur  contient  la  plus  haute  puissance 

de  x^  +  px-^q  dans  la   première  valeur  de    ^,    ,?  et 

f[x) 

F'  ;r  4-  0' 
r— ,  ;  le  terme  aualos^e  dans   la  seconde  va- 

[x'-\-px-^qY 

leur.  Je  dis  d'abord  que  n'=n.  Supposons,  en   eftet, 


502  COURS    D^ALGÈBRB    SUPÉRIEURE. 

que  cela  ne  soit  pas,  et  que  Ton  ait  n^n!  :  de  Tëg^alité 
qui  a  lieu  entre  les  deux  valeurs  de  },   { 9  tirons  la  valeur 

de  : ^ — rî  cette  valeur  sera  exprimée  par  une 

somme  de  quantités  dont  aucune  n'a  en  dénominateur 
une  puissance  de  a:*  -4-  poc  -hq  supérieure  à  ]a  (n — i)***^. 
En  réduisant  donc  toutes  ces  quantités  au  même  dénomi- 
nateur, on  aura  une  égalité  de  la  forme 


(jp'-h^a:  -h  y)»        [x*  -^px-h  ^)'^^'^(^) 


ou 


P*^Q  =  (j:»H-/>x-hç)f54» 

<ip(x)  et  ^(x)  désignant  des  polynômes,  dont  le  second 
^  (x)  n'est  pas  divisible  par  x*  -h  pJO-+-  q.  Or  Tégalité 
précédente  est  impossible;  car,  autrement,  l'équation 
Vx  4-  Q  =31  o  devrait  admettre  les  deux  racines  de  Féqua- 
tion  X*  4-  px  -f-  y  =  o,  ce  qui  ne  peut  arriver,  à  moins 
que  P  et  Q  ne  soient  nuls  en  même  temps,  contraire- 
ment à  r hypothèse.  On  ne  peut  donc  supposer  n^n'  m 
n'^n^  pour  une  raison  semblable;  par  conséquent,  on 
a  n!  z=z  n. 

Je  dis  maintenant  que  Ton  a  aussi  P'=P,  Q'=Q.  Re- 
prenons, en  effet,  l'égalité  qui  a  lieu  par  hypothèse  entre 

Y{x\ 
les  deux  valeurs  de  ■>,    ■»  mettons  dans  un  même  membre 

les  deux  termes  -— -^^ — -  et  r-i ^^^ — r  »  et  dans 

(x*  -h  px  -^  qf        ( J?'  H-  px  H-  9 )" 

le  second  membre  tous  les  autres  termes  dont  les  dénomi- 
nateurs ne  contiendront  aucune  puissance  de  x*+px+^ 
supérieure  à  la  (fi —  jj«*««.  réduisant  tous  ces  derniers 
termes  au  même  dénominateur,  on  aura  une  égalité  de 
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cette  forme 

OU 

(P  -  F)  x  4-  (Q  -  Q')  =  [x^-^px  -h  q)  |i^, 

9  [x)  et  ^  (x)  désignant,  comme  précédemment,  des  poly- 
nômes dont  le  second  n'est  pas  divisible  par  x*-\*  px  +  q^ 
et  l'on  fera  voir  aussi,  comme  plus  haut,  que  cette  égalité 
exige 

P  =  P',      Q=::Q'. 

Il  suit  de  là  que  dans  les  deux  valeurs  de  -~~  ^  les  termes 

qui  contiennent  en  dénominateur  la  plus  haute  puissance 
d'un  facteur  du  second  degré  sont  égaux;  en  supprimant 
ces  deux  termes,  les  deux  restes  auront  encore,  pour  la 
même  raison,  deux  termes  égaux  \  et,  en  continuant  ainsi, 
on  voit  que  les  deux  valeurs  de  la  fraction  considérée  ne 
sont  formées  que  de  fractions  simples  égales  chacune  à 
chacune  :  il  en  résulte  en  même  temps  Tégalité  des  parties 
entières,  s'il  y  en  a. 

227.  MéTHOuE  DE  DÉCOMPOSITION.—  Pour  effectuer  la 

décomposition  d'une  fraction  rationnelle  ^,    S  on  déter- 

minera  la  partie  entière  et  les  fractions  qui  correspondent 
aux  facteurs  réiels  du  premier  degré  du  dénominateur, 
comme  on  l'a  vu  aux  n^*  217  et  suivants.  Quant  aux 
fractions  qui  correspondent  aux  facteurs  réels  du  second 
degré,  on  pourra  les  déterminer  successivement  par  le 
procédé  même' qui  nous  a  servi  à  démontrer  le  théorème  I. 
On  pourra  aussi  faire  usage  de  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés. 

Dans  le  cas  où  les  racines  imaginaires  de  l'équation 
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f[x\=^  o  sont  toutes  inégales,  on  peut  déduire  la  nou- 
velle expression  de  la  fraction  rationnelle         '  de  celle 

qui  a  été  établie  au  n**  217.  Soient,  en  effet  h-^k  yf^i  et 

h  —  A'V — i  deux  racines  simples  imaginaires  et  conju- 
guées de  l'équation  y(x)  =  o-,  Texpression  de  la  frac- 

tion  -= — i  contiendra  les  deux  termes  suivants  : 


F(/i  — ^y/HTj  I 

dont  la  somme  a  la  forme 


A  -h  B  v^—  I  A  —  B  id7 


X  —  k  —  k  J —  I        X  —  h-h  k  s/ —  I 

et  peut  en  conséquence  se  réduire  à  une  expression  telle 
que 

Px-4-Q 

Px  -+-  0 
Il  résulte  de  là  que  la  fraction  r. ,,,  ^   ,  »  où  P  et  O  dé- 

^  [x  —  hy-hk*  ^ 

signent  des  constantes  réelles,  pourra  remplacer,  dans  Tex- 

F  (x) 
pression  de-~ — ^  les  deux  fractions  simples  qui  corres- 

pondent  aux  racines  h±k y —  i • 

Conditions  pour  que   ^intégrale  d'une   différentielle 

rationnelle  soit  algébrique, 

228.  L^une  des  applications  les  plus  importantes  de  la 
théorie  qui  vient  d'être  exposée  est  l'intégration  des  diflfé- 
rentielles  rationnelles.  Nous  n'avons  pointa  nous  occuper 
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ici  des  détails  de  cette  intégration,  et  nous  nous  borne- 
rons à  donner  les  conditions  pour  qu'une  difTérentielIe 
rationnelle  ait  une  intégrale  algébrique. 
Soit  une  différentielle  rationnelle 

et 

a^b^,  ,  ,^l  étant  des  quantités  réelles  ou  imaginaires  ;.  on 
mettra  la  fraction  },    ,  sous  la  forme 

F(-=P)        .M/    V  A  A,  Aa~i 

B  B,  .  .    Bg_, 


^         /t.^  A^^-  »  «—6 


(ar— ^)^        (x— 6) 


L  L,  L;-, 


[jn  —  l]^         {,T—lf-^ 


X 


F(x) 
Pour  avoir  l'intégrale  de  ^V-^  dx^  il  faut  multiplier  par 

dx  chaque  terme  de  cette  valeur  de -t^—t»  et  intégrer  tous 

les  résultats.  Or,  les  seuls,  parmi  ces  résultats,  dont  l'inté- 
grale n'est  pas  algébrique  sont  ceux  qui  ont  pour  dénomi- 
nateur la  première  puissance  de  l'un  des  binômes  x  —  a, 
X —  J,  etc. 

On  a  en  effet,  si  o/  n'est  pas  égal  à  i , 


/, 


Adx  A 

constante, 


(x— fl)«  (a'  —  i){x--a) 

et,  si  a'  =  I, 

Afix 


a  —  I 


/ 


X  —  a 


Alog(ar —  a)  -f-  constante. 
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Donc,  pour  que  -^r^  dx  aît  une  intégrale  algébrique,  il 

faut  et  il  suffit  que,  dans  le  développement  de  -^r^  en 

fractions  simples,  il  n'y  ait  aucun  terme  dont  le  dénomi- 
nateur soit  du  premier  degré,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 

Cela  exige  d'abord  que  le  polynômey(j:)  ne  contienne 
aucun  facteur  linéaire  simple.  Nous  avons  vu,  au  n®  221, 
qu'en  posant 


on  a 


=    y"^'(^)        B,     =     4^^~M^) 


A         =      y        v"^  B^       = 


,..., 


1,2. ..{a  —  i)  1.2. ..{6 — i) 

-jf-^  dx  soit  algébrique  sont 


don 

quelles   que  soient  les  quantités  a,  6, .  • . ,  c,  réelles  ou 
imaginaires. 

Ces  conditions  sont  en  même  nombre  que  les  racines 
a,  &,...,  /;  mais  si  le  degré  deF(x)  est  inférieur  de 
deux  unités  au  moins  à  celui  de  f(x)^  l'une  déciles  sera 
comprise  dans  les  autres.  Désignons,  en  effet,  par  mie 
degré  de  f{x)^  et  supposons  que  F  (a:)  soit  au  plus  da 

degré  m  —  a  ;  la  partie  entière  E(a:)  de  -77— |  sera  nulle, 

et  si  l'on  réduit  au  même  dénominateur  toutes  les  frac- 
tions simples,  pour  les  ajouter  et  recomposer  la  fraction 

F(^) 

fY\>  on  voit,  sans  peine,  que  le  numérateur  de  la  frac- 
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tîon  ainsi  obtenue  contiendra  or^"*  avec  le  coeflScient 

Ce  coefficient  doit  être  nul,  puisque  F(j:)  est  du  de^é 
m  —  a  au  plus  ;  on  a  donc 


1.2. ..{a  —  l)         1.2. ..(6  —  l)        ''*        I.2'...(^  —  l) 

et,    par   conséquent,   Tune  des   conditions    pour  que 

I  -jr. —  dx  soit  algébrique  rentrera  dans  les  autres. 

L'équation  précédente  comprend,  comme  cas  particu- 
lier, une  formule  que  pous  avons  établie  au  n^  217. 

^application  à  un  problème  de  Géométrie. 

229.  Comme  application  des  considérations  que  nous 
venons  de  présenter,  je  traiterai  ici  succinctement  un  cas 
particulier  d'un  problème  dont  j'ai  donné  la  solution 
générale  dans  le  XXXV®  cahier  du  Journal  de  V École 
Polytechnique,  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Problème.  —  Trouver  toutes  les  courbes  algébriques 
dont  l'arc  indéfini  s'exprime  par  un  arc  de  cercle,  et 
dont  les  coordonnées  rectilignes  sont  des  fonctions  ra^ 
tionnelles  de  la  tangente  trigonométrique  de  cet  arc. 

Si  Ton  désigne  par  i  l'imaginaire  V— 1>  par  A:  une 
quantité  positive,  et  par  &)  un  angle  réel,  puis  que  l'on 
fasse 

/  =  (;5  —  fl)^'  (s  —  b)P-^'  [z  —  cyt^' ,  .  .  .  , 

T  =r  (z  —  a)*^'  [z  —  €)/'+•  (z  —  7)ï+' , . . . , 

a  et  a  étant  des  constantes  imaginaires  et  conjuguées, 
ainsi  que  i  et  6 ,  c  et  y , . . . ,  et  m^  n,  p,  <^ , . . . ,  étant  des 
entiers  positifs,  la  solution  générale  du  problème  proposé 
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sera  donnée  par  la  formule 

(z-iy 


isin»)  f  - 


pourvu  que  les  constantes  a,  6,  c,...,  a,  6,  7)*«*i 
soient  choisies  de  manière  que  Tintégrale  qui  figure  dans  la 
formule  précédente  soit  algébrique.  On  a  effectivement 


dx  -h  idr  =  ^(cosw  -h  i  sin»)  -  r^ -—-  dz, 

et  en  changeant  i  en  —  2 , 

dx  —  idr  =  A"  (cosci)  —  isio 6>)  -  : :—--  dz . 

La  multiplication  des  formules  précédentes  donne 
dx^-^dy^zrz  ^ -,     d'où     Jdx^-h  dr*  =:à  - 

(z^-hiY  1 


et 


j)/dx' 


-4-  dy^  =  k  arc  tangz . 


Comme    le    degré    du    numérateur    de    la   fraction 


I 


"  1^ rrri  est  inférieur  de  deux  unités  au  degré  du  dé-         ( 

nominateur,  si  jui  désigne  le  nombre  des  constantes  a,  &,  \ 

c,...,  ou  a,  6,  y,...,  il  suffira  de  satisfaire  à  fx — i  i 

conditions  pour  rendre  algébrique  l'expression  de  a;  +  g^.  j 

Lorsque  z  et  t  se  réduisent  à  l'unité,  notre  formule  ne 

donne  pas  d'autre  courbe  que  le  cercle*,  le  cas  le  plus  ^ 

simple  est  donc  celui  dans  lequel  on  a  : 

la  formule  (i)  devient  alors 

(2)      X  4-  ly  =  *(cos«  4-  isino.)  j  (3_„)„V.(,^,)^.'^^» 

et  une  seule  condition  suffira  pour  que  l'intégrale  soit 
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algébrique.  Pour  trouver  cette  condition  de  la  manière  la 
plus  simple,  soit  u  une  nouvelle  variable  et  posons 


z  —  t       a  —  i 


faisons  aussi,  pour  abréger, 

/^\                                     ^_(^-4-<)(a~-/) 
(o)  ^=7 Tw ; — TT» 


on  aura 


fiz  i    a  —  /' 


et 


puis 


(z  -4-  /)'        21  a  -f-  f 

(z — i)'"dz I    /a  —  A»**" 

(z^^ /)«■»-»  ~~  2?  \a  -4-// 

z  —  û        a  -h  i  u  —  I 


u"*dUf 


z  —  CL        tx  -^  i  u  —  Ç 

D'après  cela  la  formule  (a)  devient 


/«"•(«  — 1)"+ 


»H-I 


en  faisant,  pour  abréger, 

A  =  — :  ^  (cos»  -h  ïsm  w)  (  — — .         |  — — -. 

On  voit  alors  que  la  condition  pour  que  x -h  if  soit  algé- 
brique est 

(4)  .     %   ^    =»• 

Cette  équation  en  Ç  est  du  degré  m  H-  1 5  elle  a  une  ra- 
cine égale  à  I ,  et  si  /»  est  inférieur  à  m,  elle  a  m  —  n  ra- 
cines nulles;  le  nombre  des  racines  différentes  de  o  et 
de  I  est  donc  égal  au  plus  petit  des  nombres  m  et  ^ï  ;  on 
reconnaît  que  toutes  ces  racines  sont  réelles,  inégales  et 
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compriies  enire  o  et  i,  en  appliquant  n  fois  de  suite  le 
théorème  de  RoUe  à  l'équation 

qui  a  m  racines  nulles  et  n  + 1  racines  égales  à  i .  Les  ra- 
cines nulles  de  l'équation  (4)  ne  peuvent  nous  ponvenir, 
car,  pour  {^  ==  o,  la  formule  (3)  donne  a  =  —  i  ou  a  =  +2 ; 
mais  Tune  de  ces  équations  entraine  Tautre,  puisque  a 
et  a  sont  conjuguées;  les  facteurs  z  —  a,  z  —  a  de- 
viennent 2  +  <f  z  —  I  ;  par  suite  on  retombe  sur  le  cas 
où  les  polynômes  f  et  r  se  réduisent  à  Tunité.  Pour  ^=1 
l'équation  (3)  donne  a  =  »,  et  la  formule  (2)  se  réduit 
encore  à  celle  que  donne  Thypothèse  t  =  r  =  i . 

Mais  à  chacune  des  racines  ^  comprises  entre  o  et  i, 
répondent  pour  a  et  a  des  valeurs  imaginaires  et  conju- 
guées l'une  de  Tautre.  Remarquons  d*abord  qu'on  peut 
supposer 

(6)  ««  =  1 

sans  diminuer  la  généralité  de  la  solution,  car  on  ramè- 
nera le  cas  contraire  à  celui-là  par  un  changement  de  va- 
riable. Il  suffira  effectivement  d'écrire au  lieu  de  z 


gz 


en  prenant  pour  e  Tune  des  racines  de  l'équation 


a 

«'-f-  a g  —  I  =  o; 

aoL —  I 


par  la  transformation  dont  il  vient  d'être  question  la  for- 
mule (a)  devient 

ai  et  «1  ayant  les  valeurs  suivantes  : 


a-^  g  a  -^  • 

a^Z=  ■ 9  GtiZZZ   ; y 
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d'où  l'on  conclut  a,  a,  =:  i .  Od  peut  donc  admettre  l'é- 
quation (5)  et  de  cette  équation  combinée  avec  (3),  on 
tire  alors 

^sR     i-ç. 
"  =  rTç-7Tç'' 

en  donnant  à  a  et  à  a  ces  valeurs,  dans  la  formule  (3), 
l'expression  de  ;r  +  ly  sera  algébrique. 

Détermination  d  ^  une  fonction  rationnelle  parle  moyen 
des  "valeurs  qui  répondent  à  des  valeurs  données  de 
la  variable^ 

230.  Une  fonction  entière  du  degré  m  de  la  yariable  x 
est  entièrement  déterminée  lorsque  Ton  connaît  les  va- 
leurs de  cette  fonction  qui  répondent  à  m-i-i  valeurs 
données  de  x.  Quand  les  valeurs  de  x  dont  il  s'agit  for- 
ment une  progression  aritliniétique,  la  fonction  peut  être 
obtenue  par  la  méthode  que  nous  avons  exposée  au  n^  156; 
mais  il  est  important  d'avoir  une  formule  qui  embrasse 
tous  les  cas.  Cette  formule  est  précisément,  comme  on  va 
le  voir^  celle  qui  a  été  établie  au  n^  217,  et  qui  exprime 
la  valeur  d'une  fraction  rationnelle  décomposée  en  frac- 
tions simples. 

Soient 

les  valeurs  d'une  fonction  F  (x)  du  degré  m,  correspon- 
dantes aux  valeurs  données 

de  la  variable  x;  posons  ' 


5ia 


cou  as  d'algèbre  supérieure. 


on  aura 


r^.)=I^^Iifl. 


/(') 


et,  par  conséquent, 

Cela  posé,  le  degré  àef[x)  surpassant  d*une  unité  celui 
de  F  (a:),  on  a  (n° 217) 

F(x)^F(:r,)       I         ^    F(x.)         I         ^      ^  ^    F(x.)      I 

f[x)         /'(X.)X^X^         f'[x,)x  —  Xx         '"        f'{jr.m)x—X^ 

et,  en  chassant  le  dénominateur/* (j:),  il  viendra 

( <^t ''^1  j  (^0 «^J }  •  •  •  (^0 ^'^m ) 


U 


K, 


(j?  — JTj)  (j:  — 3:a)>  .  .(3;  —  j?„) 
[Xi  —  x^j  ^x,  —  Xij,  .  . ( a?i  —  JT^,, ] 
(x  —  Xo)  [x  —  X,).  .  .{x  —  x„^i) 


Cette  formule  donne  la  solution  de  la  question  propo- 
sée :  d'ailleurs  celle-ci  ne  peut  admettre  une  autre  sola- 
tion^  car  s'il  existait  une  fonction  Fi  [x)  du  degré  m, 
différente  de  F  [x)  et  satisfaisant  aux  conditions  du  pro- 
blème, r  équation 

,       F,(*)  —  F(x)=r:0, 

qui  est  au  plus  du  degré  /n,  admettrait  les  m  +  i  racines 
Xq,  ^iv*-7  ^in9  ce  qui  est  impossible. 

On  peut  encore  résoudre  la  même  question  en  raison- 
nant comme  il  suit  :  si  les  valeurs  données  Uo,  lii,.**?  ""• 
sont  toutes  nulles  à  l'exception  de  l'une  d'elles  u^,  et  cfue 
celle-ci  soit  égale  à  l'unité,  il  est  évident  que  la  fonction 
demandée  est  déterminée  et  a  pour  valeur 

_^    (•^-->go)--.('g  — ■g/ii„)(x--j^,)...(jr-jr,) 
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Cela  étant,  on  aperçoit  de  suite  que,  dans  le  cas  général, 
la  solution  du  problème  proposé  est'  donnée  par  la  for- 
mule 

F(j?)i=:a.XoH-  ôiX,  H-, .  .H-  Uf^X„, 

m 

231.  Il  est  souvent  plus  avantageux  de  donner  à  Tex- 
pression  de  la  fonction  demandée  F  (a:)  la  forme  à  la- 
quelle nous  savons  élé  conduit  au  n^  156,  dans  le  cas  par- 
ticulier où  les  valeurs  données  de  la  fonction  répondent  à 
des  valeurs  équidistantes  de  la  variable.  On  y  parvient 
facilement  par  la  méthode  des  coefficients  indét^erminés  ; 
car  si  l'on  pose 

¥  (x)  z=z  Aq-^  Ai(x  —  Xq)  -4-  A3(:r  —  Xo)(x —  jrj 
4-  A3  (.a?  —  Xo)  (x  —  X,)  (.r —  Xj)  -4- .  .  . 

les  constantes  Ao,  Ai, . .  • ,  A,»  pourront  être  déterminées 
successivement  au  moyen  des  équations  de  condition 

«,  =  Ao4- A,  (x,  —  Xo), 

«,  =  Ào  -i-  A I  (x,  —  Xo)  H-  Aj (xa  —  Xo)  ( X,  —  x, ) , 


9 


Un  =  Afl- -h  Ai  [Xm  —  Xo)  -f-  .  .  .  -+-  A«  (x^  —  Xo)  .  .  .  (x«,  —  X^—i  )  • 

Lorsque  les  valeurs  données 

Xo  ,     Xi  ,  •  .  •  ,     Xm 

forment  une  progression  arithmétique  dont  la  raison 
est  A,  on  tire  immédiatement  des  équations  précédentes 

Ao=«o»      A     — 5 

/*  //* 

I  .  2  .  .  .  fA  // 

et  on  retrouve  la  formule  du  n**  156. 

I.  33 
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232.  La  formule  du.n^  230  n'est  qu'un  cas  particulier 
d'une  autre  formule  plus  générale,  que  Cauchy  a  fait 
connaître  dans  la  Note  V  de  son  Analyse  algébrique,  et 
qui  donne  la  solution  du  problème  suivant  : 

Problème.  —  Trouver  une  fonction  rationnelle  u  de 
la  "Variable  x^  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur 
soient  des  Jonctions  entières  des  degrés  m  et  n  i^especti- 
ventent,  connaissant  les  m  -f-  '<  + 1  valeurs  de  u  qui  ré- 
pondent à  m  +  n  -f- 1  valeurs  données  de  x. 

Il  est  évident  que  ce  problème  ne  peut  admettre  qu  uue 
seule  solution  \  car  si  deux  fonctions  distinctes 

F(:r)      F.(:r) 

remplissaient  Fune  et  Tautre  toutes  les  conditions  de  Té- 
noncé,  il  est  évident  que  l'équation 

F(a:)/(x)-F.(x)/(a:)  =  o, 

qui  est  au  plus  du  degré  m  -+-  «,  admettrait  pour  racines 
les  m  -H  71  4- 1  valeurs  données  de  a:,  ce  qui  est  impos- 
sible. 

Cela  posé,  soient 

les  valeurs  de  u  qui  répondent  aux  valeurs  données  de  ar, 

Supposons  d'abord  que  m  de  ces  m  +  ra  valeurs  de  n 
soient  nulles;  que  Ton  ait,  par  exemple, 

il  est  évident  que  le  numérateur  de  la  fonction  cherchée 

sera 

A  (x  —  Xnj^^)  (.r  — ..r«4.,) .  .  .  (.r  — ■  Xn^, 
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A  étant  une  constante  arbitraire;  par  duite,  le  dékioiïiina^ 
leur  sera  égal  à 

— • — ^9 

et  si  l'on  donne  à  x  les  valeurs  successives  oto,  j:,,...,  x^^ 
il  prendra  les  valeurs  correspondantes  : 

A 
A 


on  peut  doue  obtenir  l'expression  du  dénominateur  de  u 
par  la  formule  du  n^230,  et  on  trouve  ainsi  : 

—  (X,  — ^„^.lj...^J:o — ârn^-fli)  T" ^  \  /    r"C T" -— v' 


A  .      ,  V  (x  —  j"o)  (x  —  X,  ),  ..'(jc  —  j:„_,  ) 

u,r  (a:„  — x„)(x„— x,j...(x„~-x„_,) 

Alors,  en  donnant  à  la  constante  arbitraire  A  la  valeur 


A  =  «a  Ml  tt) . . .  Un 


^Xq         X„_|_|  j  .  .  .  ^  Xq        ^a+m  ) 


XX    /  \  /  v"  ^S  •  •  • 


X   , : Z TJ 

33. 
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le  num«ràtear  de  la  ibnclîoD  u  sera 


(JP  —  '''il-»-!)  [^  —  ^n+i)  •  .  •(* 


'  M-f-O* 


et  eeUe  même  fonclion  aura  pour  dénominateur  le  terme 

augmenté  des  h  termes  qu'on  en  déduit  en  faisant  toutes 
les  permutations  des  indices  o,  i,  ^^,,.^n. 

L'analyse  du  cas  particulier  que  nous  venons  d'exami- 
ner nous  conduit  immédiatement  à  la  solution  du  cas  gé- 
néral. 

Supposons  effectivement  que  les  quantités  ££«,  Ui,.**^ 
f'n.^  soient  quelconques^  faisons  dans  chacime  des  ex- 
pressions (i)  et  (2)  toutes  les  permutations  possibles  des 
m  -h  «  -f- 1  indices 

o,  I,  2,.  • .,  (w  4-  //), 

et  ajoutons,  d^ns  chaque  cas,  tous  les  résultats  obtenus. 
La  première  somme  sera  le  numérateur  de  la  fonction  de- 
mandée, et  la  seconde  somme  sera  son  dénominateur^ on 
aura  ainsi 


(3)«  = 


If  a  tf  I  • . .  Un  z-T  -       -  -r       —  -       -  ^Yi 


«.a,...tt,^, 


(aro--x)(j:,  —  j:).  ..(x„_,  — j:) 


LC-^o —  J^n  y»  •(^n —  ^n-f-m)  j*  •  •  [  (x„_i  —  J^n  )  •  •  •  (j^ji— 1      '»+■]] 


Rien  n'est  plus  facile  que  de  vérifier  ce  résultat;  faisons 
en  effet  x  =  x„f  le  numérateur  de  la  formule  précédente 
se  réduira  au  produit  de  i/„  par  la  somme 


«o«i. .  .ir„_, 


OÙ  les  termes  qui  suivent  le  premier  se  déduisent  dèce- 


+  .. 
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luâ-ici  en  faisant  toutes  les  permutations  des  m  -h  n  in- 
dices 

o,     I,     2,...,     « -^  I,     «-I-I,,..,     m -h  n. 

Or,  c'est  à  cette  somme  que  se  réduit  aussi  le  dénomina- 
teur de  u  pour  a?  =a:„;  donc  la  formule  (3)  donne  m  =  w„ 
pour  X  =  a:„,  et  comme  tout  est  symétrique  par  rapport 
aux  indices,  on  a  u  =  u^a  pour  x  =  Xfi^  quel  que  soit  l'in- 
dice p. 

La  formule  (3)  subsiste  dans  le  cas  de  tz  ==:  o,  pourvu 
qu'on  réduise  son  dénominateur  à  Tunité;  elle  coïncide 
alors  avec  la  formule  du  n^  230;  elle  subsiste  également 
dans  le  cas  de  m  =  o,  pourvu  que  Ton  remplace  le  numé- 
rateur, par  Uo,  Ui,...^  i/„. 

Dans  le  cas  m  =  /i  =  i^»  la  formule  (3)  donne 

X       '  JET]  X  — —  JC\  X  "—  X^ 

«««4  7 7 T  +  «d«a  7 rt \  -^^x^t 


. —  '  '        ■  «  -■  I 

JC^  ~~*  Jî  JT)  "~—  X  X^  —  JT 

"•7 T-; r  •+•  "i  7 TT r  +  'h 


(x,  —  JC,  )  (jTo  —  Jc,)  («:,  —  X,)  (^,  —  Xi)  (jT,  —  x«)(i:a  —  .r,) 

Z?e5  5é/ïe5  récurrentes. 
233.  Une  série 

ordonnée  par  rapport  aux  puissances  entières  et  crois- 
santes de  la  variable  x,  est  dite  récurrente,  lorsque,  pour 
toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  une  certaine  limite, 
le  coefficient  de  x^  peut  s'exprimer,  quel  que  soit  /i,  par 
une  même  fonction  linéaire  des  coefficients  des  puissances 
inférieures  pris  eiî  nombre  fixe.  En  d'autre  termes,  la  série 
que  nous  considérons  sera  récurrente,  si,  pour  toutes  les 
valeurs  de  n  qui  surpassent  une  certaine  limite,  on  a 
identiquement 
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m  étant  un  entier  quelconque,  et  «o,  (Xf,.-.,  oL,n  de»  quan- 
tités constantes.  La  suite  de  ces  quantités 

est  ce  qu'on  nomme  V échelle  de  relation  de  la  série  ré- 
currente. 

Cela  posé,  nous  établirons  à  l'égard  de  ces  séries  les 
deux  propositions  suivantes  : 

Th^or^e  I.  -*-  Lorsguune  séné  ordonnée  suiî^ant  les 
puissances  croissantes  de  la  'variable  x  est  à  la  fois  eon^ 
s^ergente  et  récurrente ,  elle  a  pour  somme  une  fraction 
rationnelle. 

En  effet,  soient  (p  [x]  la  somme  de  la  série  proposée 

(i)  a,  -f-  /i,.r  -h  a^x^  -f- .  .  .  -4-  <7„.r"  -4-  .  . . , 

et 

son  échelle  de  relation,  en  sorte  que  Ton  ait 

pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  une  certaine 
limite. 
Posons 

f{x)  =:  a.^*"  4-  a,^'-''  4- . , .  -4-  dm^yX  4-  a« 


^a»> 


et  multiplions  la  série  (i)  par  le  polynôme  y*(x).  Chaque 
terme  de  ce  multiplicateur  donnera  pour  produit  une 
série  convergente,  et  la  somme  des  m4-  i  séries  qui  ré- 
pondent ainsi  aux  m  -h  i  termes  de  f{x)  sera  évidem- 
ment une  série  convergente  qui  aura  pour  somme  le 
produit  o(x)  f{x).  Or,  en  ordonnant- cette  dernière 
série  suivant  les  puissances  de  x,  on  trouve  que  le  coef- 
ficient de  X"  est  précisément  le  premier  membre  de  Tiden- 
tité  (2),  et  comme  ce  premier  membre  €{&t  nul,  pour  les 
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valeurs  de  n  qui  sarpassent  une  certaine  limite,  la  série 
que  nous  considérons  se  réduit  à  un  polynôme  F  [x)  com- 
posé d'un  nombre  fini  de  termes  ;  on  a'  donc 

ç(*)/{x)  =  F(x), 

d'où 

,    ,       F(x) 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé  . 

Théorème  II.  «^  Réciproquement ,  toutes  les  fois 
qnune  fraction  rationnelle  peut  se  développer  en  une 
série  conv^ergente  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  la  variable,  cette  série  est  récurrente» 

Eji  effet,  supposons  que  la  fraction  rationnelle  yj — • 

soit  développable  en  une  série  convergente,  et  que  l'on 
ait 

T  (x) 

(0  -2rr-r  =  a^-haiX  -4-«aX'  4-...  -hAnX^-f-.  .  ., 

f{^) 

pour  certaines  valeurs  de  la  variable  x.  Soit  aussi 

(2)  /(a:)  =  aoa-»-+-a,j:'"-'-4-.  .  . -h  a«_,a? -f- a«. 

Le  produit  de  la  série  (i)  par  le  polynôme  (2)  est  une 
série  convergente  qui  a  pour  somme  le  produit 

^/(-^)  =  F(.); 

donc,  pour  toujtes  les  valeurs  de  n  qui  surpassent  une  cer- 
taine limite,  le  coefficient  de  x"  dans  le  produit  dont  il 
s'agit  doit  se  réduire  à  zéro.  Or,  ce  coefficient  a  pour 
valeur 

donc  ou  a 
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pour  toutes  les  valeurs  de  n,  à  partir  d'une  certaine  li- 
mite ;  cette  condition  exprime  que  la  série  proposée  est 
récurrente. 

234.  On  peut  obtenir  de  la  manière  suivante  le  déve- 
loppement d'une  fraction  rationnelle  en  série  ordonnée 
par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  la  variable. 

Décomposons  la  fraction  rationnelle  donnée  -ttÀ  ^ 

fractions  simples,  et  supposons  que  Ton  ait  trouvé 


F(x) 
A') 


=  M^)^^ 


[a:^.ar 


Pour  résoudre  la  question  que  nous  avons  en  vue,  il 
suffit  de  développer  en  série,  par  la  formule  du  binôme, 


chacune  des  fractions  simples 


On  a  ainsi 


[x  —  a) 


-ou  kix  —  a)    ". 

a  *  ' 


(x-«)-«=(-«r«(.-^) 


—  flC 


IH h-^ ■-^'^•"  I 

la  1.2       <4'  I 

a(a-f-  i).  ..(a4-  /i  —  i).r«  j' 


et  si  pn  désigne  le  coefficient  de  x"  dans  E  (a:),  le  terme 


général  du  développement  de  y — 


T  en  série  sera 


^rpn+2("-o 


,^a(a-*-ï)...(a-+-/i  —  l) 
1  .9..3.  .  .  n 


Dans  le  cas  particulier  où  les  racines  a,  etc.,  de/(a:)  =  o 
sont  toutes  simples,  on  a  «  =  !  et  A  =      '   \;  le  lerme 
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général  se  réduit  à 

Ainsi  la  série  récurrente  dans  laquelle  se  développe  la 

Y  (je) 
fraction  -jr—!.  peut  s'obtenir  par  l'addition  de  plusieurs 

séries  provenant  des  développements  de  diverses  puis- 
sances négatives  et  entières  des  binômes  a  —  x^b  —  x,  etc. 
D'ailleurs  ces  séries  sont  convergentes  pour  toutes  les  va- 
leurs de  X  dont  le  module  est  inférieur  au  plus  petit  des 
modules  des  quantités  a,  &,  etc.;  on  peut  donc  énoncer  la 
proposition  suivante,  qui  est  un  cas  particulier  d^un  théo- 
rème de  Caucby  relatif  au  développement  des  fonctions  i 

Théokeme.  —  Une  série  provenant  du  dév^eloppement 

d!une  fonction  rationnelle  est  contrer gen te  pour 

toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  x  dont  le 
module  est  inférieur  au  plus  petit  module  des  racines  de 
Véquation  J  (x)  =  o. 

Exemple.  —  Proposons-nous  de  former  la  série  récur- 
rente dans  laquelle  se  développe  la  fonction 

f^.__  P+Q.r 

©  (X  i  = > 

*        '  I  —  20?  COSw  4-  X* 

OÙ  P,  Q  et  0)  désignent  des  constantes  données. 

Décomposant  cette  fraction  en  fractions  simples  et  em- 
ployant, comme  nous  Tavons  déjà  fait  précédemment,  la 
notation  usuelle  des  exponentielles  imaginaires,  savoir, 


<r— "V     '=rrcosù>±\/ — 1  sinu, 

on  a 

A  B 


<p  [x)  r= 


,  ^.^y^V-»  i—jc^-coV- 


5aa  couas  d'algkbre  supéribvee. 

A  et  B  étant  des  constantes  qui  ont  respectivement  pour 
valeurs 


I 


2sin 


in  6)^ — I  2  sino)  ^ — i 


Développant  en  série  chacune  des  parties  de  9(x),  on 
trouve 

ou,  en  remplaçant  A  et  B  par  leurs  valeurs, 

f  (  •^)  =  >. ; r— 

**  2sino)y  —  I 


j". 


En  remettant  à  la  place  des  exponentielles  imaginaires 
leurs  valeurs,  on  a,  toutes  réductions  faites, 

P-f- Q.r  -^  Psin(/z -4- i)w  H- Qsin/iw 


2 


i  —  IX  cosw  4-  x^       ^^  sinw 

Le  terme  général  du  développement  est  donc 

/_  sin  (/i -f- i)  w        _  sin/?w\ 
\  smu  sin»  / 


>«••• 


SECTION    II.   —    CHAPITRE    IV.  5a3 


CHAPITRE  IV. 


DES  FONCnONS  ALTERNÉES  ET  DES  DÉTERMINANTS. 
APPLICATION  A  LA  THÉORIE  DES  ÉQUATIONS. 


Des  fonctions  alternées^ 

235.  On  nomme  fonction  alternée  de  plusieurs  quan- 
lilés,  toute  fonction  qui  change  de  signe,  mais  en  con- 
servant au  signe  près  la  même  valeur,  lorsqu^on  échange 
deux  quelconques  de  ces  quantités  entre  elles.  Nous  ne 
nous  occuperons  ici  que  des  fonctions  alternées  ration- 
nelles. 

Il  résulte  de  la  définition  précédente  que  le  carré  d'une 
fonction  alternée  est  une  fonction  symétrique. 

Quand  on  échange  plusieurs  quantités  entre  elles, 
d'une  manière  quelconque,  on  dit  que  Von  a  exécuté  sur 
ces  quantités  une  substitution:  la  substitution  qui  a  pour 
objet  de  remplacer  deux  quantités  Tune  par  l'autre  se 
nomme  transposition.  Nous  reviendrons  avec  détails, 
dans  la  suite  de  cet  ouvrage,  sur  ces  importantes  notions; 
pour  le  moment,  il  nous  suffit  de  remarquer  que  route 
substitution,  qui  ne  se  réduit  pas  à  une  transposition,  peut 
être  exécutée  par  le  moyeu  de  plusieurs  transpositions 
successives.  Car  si,  pas  la  substitution  dont  il  s'agit,  une 
certaine  quantité  a  doit  venir  prendre  la  place  occupée 
par  la  quantité  b^  on  pourra  produire  ce  premier  effet 
par  la  simple  transposition  des  lettres  a  et  &;  la  quan- 
tité a  occupera  ainsi  la  place  qu'on  veut  lui  assigner,  et  il 
restera  à  exécuter  une  certaine  sul35tilution  sur  les  qaan- 
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tités  restantes.  On  peut  appliquer  à  celle-ci  le  raisonne- 
ment que  nous  venons  de  faire  et,  en  continuant  ainsi,  il 
est  évident  qu'on  aura  exéculé  la  substitution  proposée 
au  moyen  de  plusieurs  transpositions. 

Cela  posé,  soit  V  une  fonction  alternée.  Une  première 
transposition  changera  V  en  —  V,  une  deuxième  trans- 
position reproduira  la  valeur  primitive  V,  et  ainsi  de 
suite  ^  on  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Une  substitution  qui  équii^aut  à  un  nombre  pair  de 
transpositions  ne  change  pas  la  valeur  d* une  fonction 
alternée  V  \  au  contraire ^  toute  substitution  qui  équivaut 
à  un  nombre  impair  de  transpositions  change  V  en — V. 

336.  II  est  facile  de  former  Texpression  générale  des 
fonctions  alternées  de.  m  quantités 

(i)  tf,  ^,  c,  r/, , . .,  A-,  L 

Désignons,  en  effet,  par  P  le  produit  des  — dif- 

férences 

{c  —  a),  {c  —  b), 
(2)  {{d^a),  (d^b),  {£/-c). 


(/-«),   (l-b),  (/-c),...,  (l-A), 

je  dis  que  P  est  une  fonction  alternée.  En  eûet,  soient  a 
et  o  deux  quelconques  des  quantités  (i)  dont  nous  écri^ 
rons  la  suite  de  cette  manière, 

la  différence 

e  — a 

fera  partie  des  facteurs  (2)  qui  composent  le  produit  P; 
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écrivons  ceux. des  autres  facteurs  de  P  où  la  quaulité  a 
ligure  en  regard  des  facteurs  qui  dépendent  de  S  : 


(a  — fl),.  .  .,   (a  — ef). 


(6  — fl),...,   (6  — e»), 
(6-5^),...,  (6-/0, 

(/-6),...,    (^-6). 


Les  facteurs  qui  composent  l'une  quelconqlie  des  trois 
lignes  de  ce  tableau  peuvent  être  groupés  deux  à  deux,  de 
manière  que  le  produit  des  différences  d'un  même  groupe 
tel  que 

(«  — «)(S  — «)     ou     {g  —  a){^  —  g)     ou     (y  — a)  (y  — 6), 

ne  change  pas  quand  on  transpose  a  et  ë  ;  d'ailleurs,  par 
celle  transposition,  S  —  a  se  change  en  a  —  6;  donc 
aussi  P  se  change  en  —  P,  et,  en  conséquence,  le  pro- 
duit P  est  une  fonction  alternée. 

Soit  maintenant  Y  une  fonclion  rationnelle  et  alternée 
quelconque  des  quantités  (i)  ;  le  rapport 

V 
P 

ne  changera  par  aucune  transposition;  donc  ce  rapport 
est  une  fonction  symétrique  S  et,  par  conséquent, 

V  =  SP. 

On  a  ainsi  cette  proposition  : 

Théorème.  —  Tonte  fonction  rationnelle  et  alternée 
de  m  quantités  est  égale  au  produit  d^ une  Jonction  .^- 

métrique  et  des  — différences  obtenues  en  com^ 

binant  deux  à  deux  les  m  quantités  données. 

Si  la  fonclion  aliernéeV  est  entière,  la  fonction  symé- 
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trîque  S  sera  aussi  eniîère.  En  effet,  V  se  changeanl  en 
—  V  par  la  transposition  des  lettres  a  et  i,  il  est  évident 
que  l'on  a  V  =  o,  quand  on  pose  b  =  a^  et,  en  consé- 
quence, le  polynôme  V  est  divisible  par  la  différence  b — a 
ou.  a —  h.  D^ailleurs,  a  et  &  désignent  deux  quelconques 
des  quantités  données,  et  il  en  résulte  que  Y  est  divisible 
par  P. 

237.  D'après  ce  qui  précède,  l'étude  des  fonctions  al- 
ternées est  ramenée  à  celle  de  la  fonction  P. 

Si  l'on  effectue  le  produit  des  différences  (2)  et  qu'on 
opère  la  réduction  des  termes  semblables,  on  aura  la  va- 
leur de  P  sous  la  forme  d'un  polynôme  homogène  du 

,        ,  m( m  —  i)  .   ,  -  -.  »• 

degré par  rapport  aux  quantités  û,  6,....  L  m- 

spection  du  tableau  des  différences  (2)  montre  que,  dans 
la  partie  de  P  multipliée  par  /'""S  le  coefficient  de  Z'""* 
s'obtient  en  i*ejetant  la  dernière  ligne  du  tableau  (2)  et 
en  faisant  le  produit  des  diflérences  restantes;  pareille- 
ment ^  dans  la  partie  de  ce  coefficient  qui  est  multipliée 
par  A"*~*,  le  coefficient  de  À"*~*  s'obtient  en  rejetant  les 
deux  dernières  lignes  du  tableau  (2)  et  en  multipliant  les 
autres  différences;  en  continuant  ainsi,  on  reconnaît  que 
la  fonction  P  renferme  le  terme 

avec  le  coefficient  -+-i.  Nous  donnerons  à  ce  terme  le 
nom  de  teime  principal. 
Cela  posé,  je  dis  que  Ion  a 


P  = 


^±a'^b'c'dK  .  .X^'-V'"-'  . 


Dans  cette  formule,  le  signe  V  embrasse  les  1.2...  m 
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termes  qu'oQ  peut  former,  par  les  substitutions,  au  moyen 
du  terme  principal.  Celui-ci  a  le  signe  4-,  et  chacun  des 
termes  qui  suivent  a  le  signe  -f-  ou  le  signe  —  suivant 
qu'il  se  déduit  du  terme  principal  par  un  nombre  pair  ou 
par  un  nombre  impair  de  transpositions .> 
Pour  justifier  notre  assertion,  soit 

un  terme  quelconque  du  second  membre  de  la  formule 
précédente,  les  exposants  a,  6,  7,. ••5  ^  étant  les  nombres 
o,  i,  2,...,  (m  —  i)  pris  dans  un  certain  ordre.  La  même 
fonction  renfermera  aussi  le  terme 

qui  se  déduit  du  précédent  par  la  transposition  des  lettres 
a  et  i^  ces  deux  termes  ont  d'ailleurs  des  signes  con- 
traires, car  les  substitutions  au  moyen  desquelles  on  les 
déduit  du  term^  principal,  équivalent  l'une  à  un  nombre 
pair,  l'autre  à  un  nombre  impair  de  transpositions  •,  enfin 
la  somme  des  deux  mêmes  termes  est  divisible  par  b  —  a. 
Il  résulte  de  là  que  la  fonction  considérée  est  divisible 
par  le  produit  des  différences  (a),  c'est-à-dire  divisible 
par  la  fonction  P;  en  outre  elle  est  du  même  degré  que 
celle-ci  et  elle  a  avep  cette  fonction  un  terme  commun, 
donc  elle  lui  est  égale. 

On  doit  remarquer  qu'au  lieu  d'exécuter  les  substitu- 
tions sur  les  lettres 

on  peut,  si  on  le  juge  à  propos,  les  faire  porter  sur  Icâ 
exposants 

o,    I,   2,.  .  .,  {ni  —  i). 
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Des  déterminants. 
238.  Considérons  les  m'  quantités 

^0  >  ^0  »  ^0  >  •   •  •  5  ^«  j  **  j 

"l  >  ^1  >  ^1  >  •   •   •  »  A"l  f  •  I  » 


9 

''«—1 9    tfm^l  f    ^fM— 19  •  •  •  >    «••— 1  »    »«— I  y 

qui  forment  m  lignes  horizontales  comprenant  cbacune 
m  termes,  ou  m  colonnes  verticales  également  composées 
de  m  termes,  et  reprenons  la  fonction  alternée 

P  =  V ±  «•  A»  c^. . .  X"-» /— ' 

des  m  quantités 

Supposons  que  dans  chacun  des  termes  de  P  on  remplace 
tous  les  exposants  par  des  indices  de  même  valeur,  et 
désignons  par  D  le  résultat  qu'on  obtient  ainsi  ;  on  aura 

La  règle  que  nous  avons  donnée  pour  former  les  diffé- 
rents termes  de  P  s'applique  aussi  à  la  fonction  D;  ainsi 
dans  celte  fonction  chaque  terme  a  le  signe  -h  ou  le 
signe  — ,  suivant  qu'il  faut  un  nombre  pair  ou  un  nombre 
impair  de  transpositions  pour  le  former  au  moyen  dn 
terme  principal 

La  quantité  D  est  une  fonction  des  m*  quantités  (i)) 
elle  est  dite  le  déterminant  de  ces  quantités,  et  on  écrit 
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habitaellenflent 

a,. 

^, 

Tg  )  .  .   .  1               «0 

(3)               D 

«1» 

^M 

f  1  >  •   •  -  >              'l 

^m- 

1)     ^01— 1> 

Cflf— 1  >  •  •  •  >    'm— 1 

5^9 


Les  substitutions  nécessaires  pour  former  les  termes  de  D 
au  moyen  du  terme  principal  peuvent  porter  indifférem- 
ment, soit  sur  les  lettres  a,  &, . . . ,  /,  soit  sur  les  indices  o, 
I ,...,(  m  —  i) ,  d'où  Ton  peut  conclure  cette  proposition  : 

Un  déterminant  ne  change  pas  de  valeur^  lorsquon 
remplace  les  colortnes  verticales  par  les  lignes  horizon- 
tales,  de  manière  que  le  terme  principal  reste  le  même. 

Le  déterminant  D  est  une  fonction  linéaire  et  homo- 
gène des  m  quantités 

et  si  l'on  pose 

(4)  D  =  Ao«o  -<- A,«,  -hAjôj-f-.  .  .-4-  Afli-ifla,-,, 

la  formule  (a)  montre  que  Âo  n'est  autre  chose  que  le 
déterminant 


ou 


A, 


6., 


I  5  •    •   •    > 


/. 


^a  >         ^a  »  •  •  •  >  't 

^9  5  ^3  »  •  »  •  ?  's 

^«—1  >    ^«i— i  >  •  •  •  >     •m— I 


dans  lequel  le  terme  principal  est  &i  c^ . . .  /«.i.  Si  dans  la 

partie  Âo  a^  du  déterminant  D  on  transpose  les  indices  o 

.et  i^  on  obtiendra  les  termes  en  a^  changés  de  signe,  mais 

I.  34 
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les  signes  seront  rétablis  si  l'on  fait  ensuite  U  transpo- 
sition des  indices  o  et  m  —  i  ;  on  a  donc 


A,= 


^t  >  •   •  •   J 
f  j,  .   .   .    , 


/. 
/• 


^'jn— 1 1    ^m— I  »  •  •  •  »     ^m — I 


*.. 


••?•••» 


/« 


et,  en  continuant  ainsi,  on  voit  facilement  qu'on  obtien- 
dra, quel  que  soit  fjt, 


^/A-hl»     V-+-»'***'     ^'*-*-» 


(5) 


Att  -,— 


%  — I»    V  — !>•••>     'm— 1 


Il  résulte  de  là  que  sachant  former  le  déterminant  re- 
latif à  (m  — i)*  quantités,  ou  saura  former  également  le 
déterminant  qui  se  rapporte  à  m'  quantités. 

Cot^me  la  fonction  P  change  de  signe  quand  on  trans- 
pose deux  des  lettres  £t,  &,...,  ou  deux  des  exposants  o, 
I,  3, • . . ,  il  est  évident  que  le  second  membre  de  la  for- 
mule (2)  changera  également  de  signe  si  Ton  transpose 
soit  deux  lettres,  soit  deux  indices^  on  a  par  conséquent 
cette  proposition  : 

Un  déterminant  change  de  signe  en  conservant  la 
même  valeur  absolue  quand  on  échange  entre  elles  soit 
deux  lignes  horizontales,  soit  deux  colonnes  verticales^ 

Et  il  eu  résulte  cette  conséquence  : 

Un  déterminant  s'évanouit  lorsque  deux  lignes  hori- 
zontales ou  deux  colonnes  verticales  sont  composées  des 
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mêmes  termes  y  ou  lorsque  les  termes  de  Vune  sont  pro' 
portionnels  aux  tenues  de  Vautre*  ' 

Ainsi  la  formule  (4)  donnera 

O  =  Ao  60  H-  A|  ^1  -+- .  .  .  -h  km^x  bm-i , 
O  =  Ao  ^0  "i"  Al  Cl  -4- .  .  .  -f-  Am^i  Cm~~i  y 


(6) 


O  =  Ao  /o  H-  A,  /i  •+-...-!-  Afl,_,  4,-t  • 


239,  Remarquons  encore  que  les  fonctions  P  et  D  de- 
viendront identiques  si  l'on  a,  quel  que  soit  fx, 


d'où  il  résulte  que  la  fonction 

X(d^a)(d^b)(d^c) 


l^ 


est  égale  à  l'un  ou  à  l'autre  des  déterminants 


D  = 


ly   .   .   y 
Oy,    ,   •    y 

b* 

U   y  •y 


1 
/ 


a       9   *^       9***9- 


I,  a,  11%. . .,  Il"-"' 

1,  by  ô%. ..,  6""' 

1|  C  y        C    y  m    »    »  y  t 

I  /           /'  /"•-* 


D'ailleurs,  si  l'on  pose 

F(dF)  =  (j:  —  fl)  (o:  —  *)  («  — •  c)* .  .(«  —  0> 


on  a 


9 

P'(/) =(/-«){/-*)... (/—*), 
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et  on  couclut  de  là 

m{m — i) 

D»  =  (-i)      ^       F'(a)¥'(b)...r{c). 

240.  Résolution  db  m  équations,  du  premier  degré 
k  m  INCONNUES.  —  Les  formules  du  n?  238  donnent  immé- 
diatement la  résolution  d'un  système  d'équations  du  pre- 
mier degré  entre  un  pareil  nombre  d'inconnues.  Car 
soient  les  m  équations 

flo  «  H-  If^y  -4-  c«  z  H-  . .  .  -h  /«  a  =  ,fg, 
fl,  j?  -4-  6,^  -h  c,  3  4-.  .  .-h  /i  a  =.ç,, 


entre  les  m  inconnues  x,  /,  2, .  . . ,  ii.  Conservons  les  no- 
tations du  n^  238,  et  ajoutons  les  équations  proposées, 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  les  facteurs 

A.Qy     A{y     A]}.    .        y      Ajn — ly 

I 

on  aura,  par  les  formules  (4)  et  (6)  du  n°  238, 

UX  zzz  Ao  5o  -+-  Al  5|  -4-  ...  -4-  Aju^i  Sa, — i, 
OU 

Dj:=:X, 

en  désignant  par  X  ce  que  devient  le  déterminant  D  quand 
on  y  remplace  la  lettre  a  par  5,  en  conservant  l'indice. 
Si  donc  on  représente  par 

les  valeurs   que  prend  D,   quand  on  remplace  par  la 
lettre  s  chacune  des  lettres 

sBCcessivement,  les  valeurs  des  inconnues  seront  repré- 
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senlées  par  les  expressions  suivantes  : 

X  Y  Z  U 

dans  lesquelles  le  dénominateur  commun  est  précisément 
égal  au  déterminant  D. 

241.  Il  n'entre  pas  dans  nos  vues  de  présenter  une 
élude  complète  des  déterminants,  et,  pour  ce  qui  regarde 
les  détails  de  cette  théorie,  nous  renverrons  le  lecteur  au 
Mémoire  de  Jacobi  publîé  dans  le  tome  XXII  du  Jour~ 
nal  de  Crelle,  Mémoire  dans  lequel  l'illustre  géomètre  a 
présenté  une  exposition  d'ensemble  qui  ne  laisse  rien  à 
désirer.  Nous  nous  bornerons  ici  à  établir  les  propositions 
qui  sont  indispensable^  pour  l'objet  que  nous  nous  pro- 
posons. 

Il  convient,  dans  ce  qui  va  suivre,  de  faire  une  légère 
modification  aux  notations  dont  nous  avons  fait  usage 
jusqu'à  présent.  Au  lieu  d'introduire  plusieurs  lettres 
affectées  d'un  indice,  pour  représenter  les  quantités  don- 
nées, je  n'emploierai  désormais  qu'une  seulelettre  affectée 
de  deux  indices. 

D'après  cela,  un  système  de  m*  quantités  données  sera 
représenté  par 


(«) 


^1,2»      '•'j,2>   •   •   •    >      ^lfl,2l 


•••» 


l'expression  générale  de  ces  quantités  sera  ainsi 


^ij  » 


chacun  des  indices  i  etj  pouvant  prendre  les  m  valeurs 

1,7,.    .  ,   (m  —  i),   m, 
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et  le  déterminant  sera 

qnant  au  terme  principal  il  sera  toujours 

et  tous  les  autres  s'en  déduiront  en  conservant  la  série 
des  premiers  indices  dans  Tordre  naturel,  et  en  exécutant 
sur  la  série  des  seconds  indices  toutes  les  substitutions 
possibles.  Chacun  de  ces  termes  sera  d'ailleurs  pris  avec 
le  signe  4-  ou  avec  le  signe  ^-^  suivant  que  la  substitu- 
tion qui  Va  fourni  équivaut  à  un  nombre  pair  ou  à  uo 
nombre  impair  de  transpositions. 

D  est  évident  qu'au  lieu  de  faire  porter  les  substitutions 
sur  les  seconds  indices,  on  peut,  si  on  le  juge  à  propos, 
les  exécuter  sur  les  premiers  indices. 

242.  On  doit  remarquer  que  si  Ton  a 

fl/v  =  o  j 

pour  toutes  les  valeurs  de  i  inférieures  à  y.  Je  détermi- 
nant (a)  se  réduit  à  son  terme  principal.  En  effet,  quelles 
que  soient  les  quantités  (i),  on  a  (n^  238) 

~+"  fla^t  x.~  ^4/'  ^»,3»»*  ^«,«—2  Oi,m>—i  Oi,m  "♦-•••  5 

• 

dans  notre  hypothèse,  les  déterminants  partiels  de  cette 
expression  s'évanouissent  tous  à  Texception  du  premier, 
car  chacun  des  termes  dont  ils  sont  formés  renferme  an 
facteur  égal  à  zéro.  On  a  donc 

D  =  fl,j  ^db  «2,2^3,3»  ••    ^«^f         * 
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par  le  m«me  raisonnement,  on  troaT«ra 

X^-^  ^ifi— 1,1»— I  ^m,m  ^^=  û/n— i.jw— 1  ^m,«> 

et  on  a,  par  conséquent, 

243.  Soient  D  le  détermioant  de  m}  quantités  aij  et 
D'  ce  qu'il  devient  quand  on  donne  à  chaque  élément  ai^^ 
rdccroissement  a/,^;  il  est  facile  de  trouver  Texpression 
de  D'  ordonnée  par  rapport  aux  accroissements  a. 

Le  déterminant  D  étant  une  fonction  linéaire  et  homo- 
gène des  quantités 

si  Ton  donne  k  ces  quantités  les  accroissements  respectifs 

D  deviendra 

en  désignant  par  Di  ce  que  devient  D  quand  on  y  remplace 
les  quantités  (i)  par  les  quantités  (2). 

Si,  dans  cette  dernière  expression,  on  donne  aux  quan^ 
tités 

les  accroissements 

et  que  l'on  désigne  par  Df  et  Dt,s  ce  que  deviennent  ÏX 
et  Di  par  la  substitution  des  quantités  (4)  aux  quan- 
tités (3),  on  obtiendra  pour  résultat 
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en  poursuivant  cette  série  de  substitutions,  on  parviendra 
à  Texpression  de  D'  qui  sera  évidemment 

D'  =  D  -h  S,  -h  Sa* -h  ...-*-  S,„; 

dans  cette  formule  S     désigne  généraleaient  la  somme 

j      m{m  —  i). .  Jm  —  fA-Hi)  j/  .  i»         i 

des  — ^— ' — -  déterminants  que  1  on  ob- 

I  .2.  .  .|x  * 

tient,  quand  on  remplace  la  lettre  a  par  a  dans  fx  lignes 
horizontales  du  déterminant  D. 

Nous  pouvons  tirer  de  ce  résultat  une  conséquence  qui 
nous  sera  utile.  Si  les  quantités  a.j  sont  telles  que 

soient  proportionnelles  à 

pour  toutes  les  valeurs  des  indices  f*  et  v,  chacun  des  dé- 
terminants contenus  dans  les  sommes  Ss,  S3,...,  S„ 
s'évanouira  ;  car  dans  chacun  d'eux,  deux  lignes  horizon- 
tales seront  formées  de  quantités  proportionnelles.  La 
formule  précédente  se  réduira  donc  à 

D'  =  D4-S,, 

ou  à 

D'  =  D  H-  D,  -f-  D,  -+-...  -h  D«,, 

Di,  Dt,.  • . ,  D,„  étant  les  valeurs  que  prend  D  quand  on 
remplace  a  par  a  dans  chacune  des  lignes  horizontales 
successivement. 

244>.  Nous  compléterons  ces  notions  sur  les  détermi- 
nants en  démontrant  un  théorème  qu'on  doit  regarder 
comme  fondamental  et  auquel  Bînet  et  Cauchy  sont  par- 
venus l'un  et  l'autre,  en  généralisant  des  résultats  obtenus 
précédemment  par  Lagrange  et  par  Gauss. 
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Théorème.  —  Étant  donnés  deux  systèmes  de  nin 
quantités  y  sai^oir: 


(«) 


^'l^a»    ^2,7  y  •  •  •  >    ^»,a» 


W 


^l,ï  y     ^2,1»  •  •  •  >     ^n,ï» 
^l,m9    ^i,iny  •  •  •  5     ^n,my 


posons 


et  formons  le  déterminant  de  m*  quantités j  sai^oir  : 


C  = 


<^(,l» 
^l,»> 

€i,x  j  •  •  •  » 

^î,2  ,  .   .   .    ^ 

Cm,k 
Cm, 2 

^«,fll> 

^2,«»»   .    •    J 

Cm, m 

Si  m  est  supérieur  à  n^  on  aura 

C  =  o. 

Si  m  est  égal  à  n,  et  que  Von  désigne  par  A  e^  B  les 
déterminants  formés  ai^ec  les  quantités  [a)  et  (i)  res- 
pectii^ementy  on  aura 

C=:AB. 

Enfin  y  si  m  est  infé/,ieur  à  n^  que  Von  désigne  par  A 
le  déterminant  formé  en  prenant  m  colonnes  verticales 
du  tableau  (à),  par  B  le  déterminant  formé  av^ec  les 
colonnes  correspondantes  du  tableau  (6),  de  manière 
que  B  se  déduise  de  A  par  la  transposition  des  lettres  a 
et  b,  on  aura  • 

le  signe  ^  embrassant  autant  de  produits  AB  que  Von 

peut  former  de  combinaisons  as^ec  n  choses  prises  m 
o  m\ 
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En  eifety  si  Ton  représente,  pour  abréger,  par 

la  iraleur  de  c,-,i,  le  terme  principal  du  déterminant  C 
sera 

chacun  des  m  nombres  A,  fx,  y,. . .  devant  recevoir  les 
valeurs  i ,  a,  • . . ,  n  ^  on  peut  écrire  aussi 

Cela  posé,  pour  avoir  le  déterminant  G,  il  faut  ajouter  à 
ce  terme  principal,  avec  un  signe  convenable,  tous  ceux 
qu  on  en  déduit  quand  on  échange  entre  eux,  de  toutes  les 
manières  possibles,  les  seconds  indices  des  lettres  c,  en 
laissant  invariables  les  premiers  indices.  D'ailleurs,  par 
ces  substitutions,  les  deux  indices  de  chaque  lettre  a 
restent  invariables  dans  l'expression  de  C/^^ ,  et  les  seconds 
indices  des  lettres  b  changent  seuls.  On  a  donc^  par  k 
formule  précédente. 


ou. 


en  posant 


Dans  cette  dernière  formule  les  m  indices  i,  fx,  v,... 
sont  invariables,  et  comme  chacun  d'eux  doit  avoir  l'une 
des  n  valeurs  i,  a, . . . ,  /i,  on  voit  que  si  m  est  supérieur 
à  «,  deux  au  moi  ils  des  indices  A,  ft,  v, . . .  seront  égaax 
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entre  eux  ]  il  y  aura  donc  deux  colonnes  verticales  iden- 
tiques dans  le  déterminant  i&  et  Ton  aura  ifi»  =  o,  d^où 

C  =  o, 

Si  Ton  a  m  =  71,  le  déterminant  i)l>  sera  encore  nul,  à 
moins  qu'on  ne  prenne  pour  la  suite 

^>  f*>  V» . . . 
celle  des  m  nombres 

dans  ce  cas,  soit  s  le  nombre  des  transpositions  qu'il  faut 
effectuer  dans  cette  dernière  suite  pour  la  faire  coïncider 
avec  la  précédente,  on  aura  évidemment 

aft,  =  (— i)'B, 
et,  par  suite, 

Or  il  est  évident  que  la  somme  contenue  dans  le  second 
membre  de  cette  formule  est  égal  au  déterminant  A  des 
quantités  (a);  donc 

€==  AB. 

Supposons  enfin  m<^n\  pour  que  oll  ne  soît  pas  nul, 
il  faut,  comme  précédemment,  que  deux  quelconques  des 
indices  X,  fx,  V,...  soient  inégaux.  Quand  il  en  est  ainsi, 
ilL  coïncide  au  signe  près  avec  le  déterminant  B  formé  en 
prenant  m  colonnes  verticales  du  tableau  [b)  5  alors  si  s 
désigne  le  nombre  des  transpositions  qu'il  faut  faire  subir 
aux  premiers  indices  du  terme  principal  de  B  pour  obte- 
nir la  suite  X^  fx,  v,...,  on  aura 

ijl,  =  (— i)'B, 
puis 
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Si  Ton  se  borne  à  donner  aux  indices  X,  (jt,  v,...  les 
valeurs  qu'on  leur  a  assignées  pour  former  B,  le  second 
membre  de  la  formule  précédente  se  réduira  à 

c'est-à-dire  à 

AB. 

On  a  donc 

le  signe  ^  embrassant  tous  les  produits  AB  qui  répon- 
dent aux  — systèmes  de  valeurs  que 

1 . 2 ...  m  •'  ^ 

Ton  peut  attribuer  aux  indices  X,  fx,  v, . . . 

Remarque.  Si,  au  lieu  de  définir  les  quantités  c^-^t 
comme  nous  Tavons  fait,  on  pose 

le  déterminant  des  n^  quantités  Ci^^  est  égal  à  zéro  quand 
m  est  inférieur  à  n.  Lorsqu'on  a  m  =  «,  ce  déterminant 
est  égal  au  produit  des  déterminants  formés,  Tun  avec  les 
quantités  a,  l'autre  avec  les  quantités  b.  Enfin,  lorsque 
m  est  ^  72,  le  déterminant  des  quantités  C/^j  est  égal  à  la 
somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  le  déterminant 
formé  avec  n  lignes  horizontales  quelconques  du  tableau 
(a)  par  celui  qui  est  composé  des  lignes  correspondantes 
du  tableau  [b). 

Effectivement,  on  fera  rentrer  cet  énoncé  dans  celui  du 
théorème  que  nous  venons  d'établir,  si  l'on  dispose  les 
tableaux  (a)  et  (b)  de  manière  que  les  lignes  horizon- 
tales deviennent  les  colonnes  verticales,  et  qu'on  change 
les  lettres  m  et  n  l'une  dans  l'autre. 

Corollaire.  —  Soient   mn  quantités  ai^i,  Vindice  i 
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variant  de  \  à  n  et  V indice  k  de  i  à  m.  Si  Von  a 
m<^ou:=::  n  et  que  Von  fasse 

le  déterminant  des  quantités  c  sera  égala  la  somme  des 
carrés  de  tous  les  déterminants  que  Von  peut  former 
avec  m}  quantités  a  composant  m  colonnes  verticales  du 
tableau  formé  av^ec  les  quantités  a,  cest^à-dire  que  Von 
aura 


2±c,,,  r,,,.  ..c«,m=  ^  (2  —  ^'''' 


I  «r^',2..  '^r^'^Km  ]    » 


le  signe  S  se  rapportant  à  toutes  les  combinaisons  r', 
r",...,  r^'"^  des  nombres  i,  2,..,,  n,  pris  m  à  m. 

Pour  démontrer  ce  corollaire,  il  suffit  de  remarquer  que 
les  déterminants  représentés  par  Â  et  B  dans  le  tbéorème 
précédent  deviennent  ici  égaux  entre  eux. 

2i5.  Le  théorème  que  nous  venons  d'élablir  conduit  à 
de  nombreuses  conséquences  dont  on  verra  le  développe- 
ment dans  ce  qui  va  suivre.  Mais  nous  ne  pouvons  nous 
dispenser  ici  de  remarquer  qu'on  en  déduit  immédiate- 
ment ce- théorème  d'Euler. 

Théorème.  —  Le  produit  de  deux  sommes  de  quatre 
carrés  est  lui-même  la  somme  de  quatre  carrés. 

On  a,  en  effet,  d'après  le  théorème  du  n^  244, 

(«1,1  «2,a  û|,2Û2,l)   (^1,1   ^2,2—    ^.,2^2,1) 

=  («1,1  ^1,1  H-  «2,1  ^2,1)  («1,2  ^1,2  -f-  «2,2  K2) 
—  («1,1  ^1,2  -h  «2,1  ^2,2)  («1,2  ^i.i  -H  «2,2  ^2,1). 

Cette  égalité  ayant  lieu  identiquement,  soient 

fl,      h,     Cy     dy 
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huit  quantités  quelconques,  et  posons 

flt.î  =  H-  fl  ~  ^  ^—  I  ,  ^,.,  =  -^/j  —  g  V^— ^» 
fli,!  =  -f-  r  -h  d\l—i ,  '^,,j  =  -h  r  4-  5  v^— I, 
«».!  =  —  c  -4-  r/^—  I  ,      A,,,  =r  —  r  +  ^  y'—  i  , 

notre  identité  deviendra 

(  /i'  -h  ^^  -4-  C  -4-  //')  {/>'  -4-  ç»  -4-  r»  -h  s^) 
=  {ap  —  ùq  -^  cr  —  dsy  -t-  {aq  -^  bp  —  es  —  dry 
-h  («r  —  bs  —  c/î  -4-  dqY  -h  [as  -h  br  -h  cq  -\-  dpY, 

ce  qui  démontre  le  ihéorème  énoncé. 

II  convient  de  remarquer  que  Tégalîté  précédente  peut 
être  écrite  de  plusieurs  manières  différentes,  car  on  a  le 
droit  de  changer  le  signe  de  Tune  quelconque  des  huit 
quantités  a,  6,  c,  //,  p^  q^  r,  5. 

Des  fonctions  entières  et  homogènes  du  deuxième 

degré, 

246.  Nous  avons  fait  connaître  au  n^  192  une  pro« 
priété  importante  des  fonctions  homogènes  du  deuxième 
degré  5  cette  propriété  et  les  notions  que  nous  venons  de 
présenter  forment  la  base  sur  laquelle  repose  l'analyse 
que  nous  nous  proposons  de  développer  ici.  On  recou- 
naitra  toute  l'importance  de  cette  analyse,  en  étudiant  les 
conséquences  que  Ton  en  tire  pour  la  théorie  des  équa- 
tions. 

Soit/  une  fonction  entière  et  homogène  du  deuxième 
degré  des  m  variables 

^1  >     ^2  9***9     *^M» 

Nous  représenterons  indifféremment  par  a/i^^y  ou  2û,y  le 
coefficient  du  produit  des  deux  variables  distinctes  Xi^  Xj\ 
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C|uant  au  coefficient  du  carré  de  Tune  des  variables  jc„ 
nous  le  désignerons  par  û;^,-.  D'après  cette  notation,  l'ex- 
pression de  y  sera 

1  =  1     ;  =  i 

avec  la  condition 

Ainsi,  dans  le  cas  de  deux  variables,  on  aura 

l=:l  7  =  1 

Désignons  par 
m  nouvelles  variables,  et  posons 


...    ( 


Xj  ==  ai, 2  Xi  -4-  a3,2  Xj  -f-  . . .  -h  (im,i  Xfl,, 


«^fli —  Of|,mXi  -f-  iX2,m^2  H"  •  •  •  ~T-  (X,if,^inA.m9 


les  quantités  a^,,-  étant  des  constantes  arbitraires.  Si  Ton 
substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  (i)  dcf,  celle-ci 
se  changera  en  une  fonction  F  des  nouvelles  variables, 
qu'on  peut  représenter  par  la  formule 


i=::m   /=m 


(3)  F  ==2     2^'VX./Xy; 


f==i    7=1 


les  coefficients  Aiy  sont  des  fonctions  entières  des  coeffi- 
cients Oi^j  iefei  des  coefficients  «,-,,•  ;  on  a,  en  outre, 

Ay,, -in:  A/,y . 
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Le  déterminant 

«i.i»    ^i,i9  •  •  •  »   a«,i 


ût|,fli»    «s.my*  •  •»    *«, 


m 


sera  dit  le  de  terminant  de  la^  substitution  linéaire  (2). 
'  Si  ce  déterminant  n'est  pas  nul^  on  pourra  résoudre  les 
équations  (a)  par  rapport  aux  variables  X  qui  seront  ainsi 
des  fonctions  linéaires  des  variables  x.  Alors  chacune  des 
formules  (i)  et  (3)  pourra  se  déduire  de  l'autre  par  le 
moyen  d'une  substitution  linéaire. 

247.  Nous  avons  démontré  au  n^  192  que  la  fonction/ 
peut  être  exprimée  par  une  somme  de  carrés  de  fonctions 
linéaires,  et  que,  dans  le  cas  général,  le  nombre  de  ces 
carrés  est  égal  au  nombre  m  des  variables.  Cette  décom- 
position de  la  fonction  f  en  carrés  peut  se  faire  de  plu- 
sieurs manières  différentes  ;  cela  résulte  évidemment  du 
procédé  dont  nous  avons  fait  usage  pour  l'effectuer,  et 
on  le  reconnaît  immédiatement  aussi,  quand  on  emploie, 
pour  le  même  objet,  la  méthode  des  coefficients  indéter- 
minés. Effectivement,  si  Ton  pose 

1  =  1     7=1  /*  =  i 

que  l'on  effectue  les  opérations  indiquées  dans  le  second 
membre,  et  qu'on  égale  entre  eux  de  part  et  d'autre  les 
coefficients  des  termes  semblables,  on  formera  seulement 

— i- équations  de  condition,  tandis  que  le  nombre 

des  indéterminées  A;  „  est  égal  à  m*. 

Considérons  l'un  quelconque  des  systèmes  de  valeurs 
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des  indéterminées  A;^^  telles,  que  l'équation  (i)  ait  lieu 
identiquement.  Posons 


(2) 


Xi  —  A|,i  .r,  -+-  Aj,!  J?2  -f-  . .  .  H-  Afl,,i  x^j 
X2  ^=  Aj,j  Xj  -f-  A 2^2  Xj  -+• .  .  .  -f-  Ag|,2  .r^n, 

•.•....• f 

Xgi::^  At,|R.t:|  -f-  As^Hj-rj  -f-  .  .  .  -f-  Ant^m^mi 


on  aura 


/=:XJ-4-X;-4-...  +  Xi> 
Si  le  déterminant 

Ai,2j    As,}  9*     •)    A/n^j 


D 


Ai,OTj    A:t^j|iy  •  .  . ,    A 


«i«fii 


n'est  pas  nul,  on  pourra  tirer  des  équations  (2)  des  ya- 
leurs  déterminées  des  variables  x^  savoir  : 


(3) 


!     «^1  *l,l  X| 

\  x^  =z  a,^j  X| 


«j,!  X2 

*2,a  Xj 


•  •  •    •     *m,  i  Xfli  f 


i:'_ 


V  .r, 


^l.wXj  +  OCj.inXs  H-  .  .  .  +  fiSm«mXm9 


et,  en  conséquence,  la  réduction  de  la  fonction  f  à  une 
somme  de  carrés  pourra  être  réalisée  par  le  moyen  de  la 
substitution  linéaire  (3);  il  importe  d*examiner  ce  cas 
avec  attention. 

La  dérivée  -7—  de  la  fonction 

dan 

par  rapport  à  x^  est  égale  à  la  somme  des  dérivées  de  ses 
termes  •,  or  la  dérivée  de  a,-^y  Xi  Xj  par  rapport  à  Xi  est  nulle 
â  moins  que  l'on  n'ait  i=:  h  ou  j  =^k\  dans  le  premier 
I.  35 
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aas,  la  dérivée  est  ^i,/*r,>  elle  est  ai^iXidéxiB  le  second 
cas;  enfin,  sî  i:^j  =  k^  cette  dérivée  est  2ai^Xi  ou 
«*,i'^*  -H  «i,*  -3:4 ,  d'où  il  suit  que  l'on  a 


i=r  Al 


M)  Î&-1""'- 


1=31 


Si  Ton  multiplie  par  1X1  cette  équation  (4)9  qu^on  donne 
ensuite  a  A'  les  valeurs  i,  2,. . .,  m,  et  qu'on  ajoute  tous, 
les  résultats,  on  obtiendra  la  formule 

(5)  X,   -/-   +  .r,  -^  -h.  .  .-+-  ^«  -r^  =:  2/, 

qui  exprime,  dans  un  cas  particulier,  une  propriété  des 
fonctions  homogènes. 

Comme  on  a  aussi,  par  hypothèse, 

/t=i 

il  viendra,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres  par 
rapport  à  X},  et  divisant  par  2, 


,  =  m 


1^ 

2  r/x| 


La  comparaison  des  formules  (4)  et  (6)  donne 
c'est-à-dire 

«/,4  =  A/,i  Ai,i  4-  A/,a  A*,2  H-  .  .  •  -f-  A,',m  Ai,«  , 


J 
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pour  loutes  les  valeurs  des  indices  i  et  A.  Si  donc  ou  pose. 


{,)  A  = 


" •••••> 


.    ) 


on  aura  (n°  244,  Remarque) 

(8)  A  =  D». 

Il  récite  de  là  que  le  déterminant  do  la  substitution  (a) 
ne  peut  être  nul  que  dans  le  cas  où  Ton  a  A  =  o^ 

Ce  déterminant  A,  formé  avec  les  coefficients  des  fonc-> 
tions  linéaires 

joue  un  rôle  considérable  dans  la  tbéorie  qui  nous  occupe. 
M.  Sylvester  lui  a  donné  le  nom  iHinyarianl  qui  est 
adopté  aujourd'hui  par  les  géomètres. 

D'après  cela,  nous  pouvons  énoncer  la  proposition  sui- 
vante : 

«Si  V invariant  (V une  fonction  homogène  du  deuxième 
degré  nest  pas  nul,  toute  réduction  de  la  fonction  à 
une  somme  de  carrés  pourra  être  obtenue  par  h  moyen 
d'une  substitution  linéaire. 

248.  La  dénomination  d'invariant,  donnée  au  déter- 
minant A,  se  trouve  justifiée  par  la  proposition  suivante  ; 

TflÉoaBME.  T—  Lorsqucy  dans  une  fonction  entière  et 
homogène  du  deuxième  degré,  on  substitue  aux  m  va- 
riables des  fonctions  linéaires  de  m  nouvelles  variables, 
Vinvariant  de  la  transformée  est  égal  à  V invariant  do 
la  proposée,  multiplié  par  le  carré  du  déterminant  de  la. 
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substitution.  En  sorte  ^ue  si  ce  dernier  déterminant  est 
égal  à  I,  Vini^ariant  n'est  pas  altéré  par  la  substitution, 

'En  effet,  la  fonction  proposée  y*  pouvant,  dans  tous  ks 
cas,  être  réduite  à  une  somme  de  carrés,  posons 

(l)  /=]^  (<^i,*-»?iH-<-j.*'iH-.  .    H-f«.*^-i;% 

et  considérons  la  substitution  définie  par  la  formule 

où  fA  doit  recevoir  toutes  les  valeurs  i,  2, . . . ,  m.  Si  Ton 
exécute  cette  substitution,  f  se  changera  en  une  fonc- 
tion F,  telle  que 

k=zm 

(3)  F  =2  (C.,*X»  -f-  CmX,  -+-. . .  -+-  C„,itX.)% 

et  on  aura  évidemment 

pour  toutes  les  valeurs  de  i  et  de  A,  ce  qui  montre  que  le 
déterminant  des  quantités  Q-^jt  <^t  égal  aU  déterminant 
des  Ci^i,  multiplié  par  celui  des  oti^i.  Mais  si  Ton  nomme  i& 
Finvariant  de/*,  A'  celui  de  F,  et  D  le  déterminant  de  la 
substitution  (2),  les  déterminants  des  quantités  Q^jt»  ^i,i  ^^ 
ront  respectivement  égaux  (n^  247)  à  ^A',  ^;  donc  on  a 
^=sfK.  D'où 

A'zzzAD*, 

ee  qui  démontre  la  proposition  énoncée^ 
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De  la  fonction  adjointe. 

249.  C^est  ici  roccasion  de  présenter  la  notion  de  la 
fonction  adjointe  que  Gauss  a  le  premier  introduite  dans 
l'analyse. 

Reprenons  la  fonction  homogène  du  deuxième  degré 

1  =  m     /  =  m 
i=i      ;  =  i 

OÙ  Ton  suppose 
Pos  ons 


ou 


(4) 


^1, 1  ^1  ■+"  ^t,  I  ■îîa  -h  .  .  .  -h  fljn,  i  ^«  —  Xi  j 

"i,»  *l  ~^~  ^a,»*^!  ~^"»  •  «"H  ^m,3^m  ^^^  Xj^ 
.) 

l   <'i,jii«*i  -I-  ^i,m^i  H- ...  -h  ««!,»,*«,  =  X», 


et  rappelons  que  Ton  a 


I  =m 


(5)  /r=X,Jr,  -^X,J?l  -4-.  .  .-f-X»,x„=2x,x,-. 


I  =  I 


Nous  nous  proposons  de  résoudre  les  équations  (3) 
ou  (4)  par  rapport  aux  variables  x  et  de  trouver  la  fonc- 
tion F  dans  laquelle  se  change/*,  lorsqu'on  y  remplace  les 
variables  x  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  nouvelles 
variables  X. 

Si  Ton  résout  les  équations  (4)  par  rapport  aux  va- 
riables X,  le  dénominateur  commun  des  expressions  que 


Ton  obtiendra  sera  précisément  Pin  variant  A  de  la  fonc- 
tion f.  Mais  JQ  supposerai  que  Ton  calcule  A  sans  faire 
les  riduciions  auxquelles  donnent  lieu  les  équations  de 
condition  exprimées  par  la  formule  (2),  et  que  l'on  opère 
comme  si  les  coefficients  a«*,y  étaient  des  indéterminées 
n*ayaut  entre  elles  aucune  dépendance.  Qn  aura  alors, 
pour  Pinçon  nue  jr«-,  la  valeur  suivante  : 


ou 


;=m 


en  représentant  par 

la  dérivée  partielle  de  A  prise,  par  rapport  à  a^^;,  dans 
rhypothèse  où  les  quantités  a  sont  indépendantes. 

La  fonction  cherchée  F  est  égale  à  la  valeur  que  prend 
le  second. membre  de  la  formule  (5)  quand  on  substitue 
aux  variables  x  les  valeurs  tirées  de  la  formule  (6)  ;  on  a 
donc 

Il  est  permis,  a  cause  des  relations  (a),  de  transposer  les 
deux  indices  de  chaque  lettre  a  dans  les  équations  (4))  cti 
en- faisant  cette  transposition,  ou  aura,  au  lieu  de  la  for- 
mule (6), 


A  J^ 


;  =  » 


^j)""'' 
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La  comparaison  de  cette  Valeur  de  Xi  avec  cellf  déjà 
trouvée  montre  que  Ton  a  » 

«n  v^rtudeé  relations  (6)  *,  alors  la  formule  (7)  doune 

2  ^X/       A   2à    \dajjj     ^*' 
et,  en  conséquence,  les  formules  (6)  se  réduisent  à 

Désifirnons  maintenant  par  -; —  la  dérivée  de  A  prisé 

par  rapport  à  Oj^i  en  ayant  égard  aux  relations  (2).  On 
aura,  à  cause  de  la  formule  (8),  si  1  et  ;  sont  inégaux, 


da 
et,  si  j  =  I, 


f/A  /  r/A 


flfa;,;  \''/«,-,,7  ' 


la  formule  (7)  peut  alors  être  écrite  de  la  manière  sui- 
vante: ,  , 

i==m     7  =  t 
<I0) 


ou 


<") 


^    ï2  S;g;"/.          . 

*  ■ 

A  r  —  - —  X.  +  - —  X,  -i-  . . .  -t-  •- X 

/            , 

.-+-.   ,         X|  Xj  1     ■           XiXj'i   ..      1    '    ■        ■      Xfle- 
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Le  produit  AF  de  la  fonction  F  par  Tinvariant  A  est 
ce  que  Gauss  a  nommé  la  fonction  adjointe  de  la  fonc- 
tion /• 

Soit  £i'  Tinvariant  de  F  ;  comme  la  fonction ^se  déduit 
de  F,  en  exécutant  dans  celle-ci  la  substitution  (3),  dont 
le  déterminant  est  A,  on  a  (n^  248)  A  =  A' A',  et,  par 
conséquent, 

il  résulte  de  là  que  Tinvariant  de  la  fonction  adjointe  AF 
est  égal  à  A"*""*. 

250.  Pour  trouver  la  fonction  F,  on  peut  suivre  une 
autre  marche  que  nous  devons  indiquer,  parce  qu'elle 
nous  conduira  a  une  conséquence  importante»  Il  est  évi- 
dent qu'on  atteindra  le  but  proposé,  en  éliminant  les  m 
variables  x  entre  les  m  équations  (4),  savoir  : 


i  =  m 

l!!L 

2   tiXi 


-  —  =  Xy      ou     2^  Oi  jXi  =:  Xy, 


I  =;m 


et  Féquation 

(la)       F  =  X,^,  -^Xj-r, -I-. . . -4- X« .Ta,  =r=  ^X^  n» 


1  =  I 


Pour  faire  cette  élimination,  multiplions  les  équa- 
tions (4)  par  Téquation  (i^),  nous  obtiendrons  m  équa- 
tions qui  se  déduiront  de  la  suivante  : 


f==m 


(i3)  ^(Fa,j-XiXj}x,=  o 


1  =  1 


«n  donnant  à  /  les  valeurs  i ,  2 , . . . ,  m.  Les  m  équa* 
tions  (i3)  sont  homogènes  par  rapport  aux  variables  Xf 
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donc,  pour  éliminer  ces  variables,  il  suffit  d'égaler  à  sero 
le  déterminant  des  m*  quantités 

(l4)  F«,,y-X,Xy. 

Ce  déterminant  peut  se  conclure  très-facilement  de  celui 
des  quantités  Fa,,,-,  lequel  est  égal  à  F"*  A.  En  effet,  l'in- 
dice y  étant  le  même  pour  tous  les  termes  d'une  même 

ligne  horizontale,  il  est  évident  que  deux  lignes  quel- 
conques du  déterminant  X,Xy  sont  formées  de  quantités 
proportionnelles  ;  dès  lors,  d'après  ce  qui  a  été  établi  au 
11*^243,  le  déterminant  des  quantités  (i4)  s'obtiendra  en 
retranchant  du  déterminant  des  quantités  Fa,-^y  chacun 
de  ceux  qu'on  en  déduit  quand  on  y  remplace  successi- 
vement chaque  ligne  horizontale  par  la  ligne  horizontale 
correspondante  du  déterminant  des  quantités  X/  X,-.  Or, 
en  conservant  les  notations  dont  nous  avons  déjà  fait 
usage,  on  a 

et  si  l'on  remplace 
par 

JL|  Xy,    Xj  Xy,  •  •  •  ,    Xgi  Xy, 

on  obtiendra  pour  résultat 

donc,  pour  avoir  le  déterminant  des  quantités  (14)9  îl 
suffit  de  faire  la  somme  des  valeurs  que  prend  l'expres- 
sion (i5)  quand  on  donne  à  j  les  valeurs  1,  2, .  . . ,  m,  et 
de' retrancher  ensuite  cette  somme  de  F"' A.  Si  enfin  on 
égale  à  zéro  la  différence  obtenue  et  qu'on  suj^rime  le 
facteur  F'"~\  on  aura  une  équation  qui  donnera  précisé- 
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ment  pour  F  la  valeur  [y  )  trouvée  plus  haut  et  de  laquelle 

nous  avons  conclu  Texpression  définitive  (to). 

251.  Voici  maîmenant  la  conséquence  que  Ton  tire 
de  la  méthode  précédente.  Si  Ton  pose 

?  =  F/—  (X,  J?,  -4-  X,  JP,  -f-  .  .  .  -+-  Xm^mY, 

les  équations  (i 3)  seront  évidemment 

d'où  îl  résulte  que  le  déterminant  des  quantités  (i4)  n'est 
autre  chose  que  Tîn variant  CD  de  (p  considérée  comme 
fonction  des  variables  x^^  j:,,.  . .,  ar,„.  Cela  étant,  consi- 
dérons la  substitution  quelconque 

I  (•)     .  l«)      ,  ,  (•) 

(l6)  (^^i  =  OLi^%x^     -t-a.i,,Xj     -t-- .  .-h  ««,2  J^m  , 


1 


(•)  _,  (O  _,         _,  (•) 

dont  nous  désignerons  le  déterminant  par  d.  Par  cette 
substitution,  fse  changera  en  une  fonctiony^^^  que  nous 
représenterons  par 

iz=.m    j  =zm  ... 

(.7)         />••'= 2  2<'^'"-'^^ 

'  •         •  • 

1  =  1      ;  =  i 

et  si  l'on  pose,  en  outre, 

X^     =  a,, ,  X|  -4- ai^jX2  -4- •  .  .  +  ai,jiiXai, 

/jgj           <  ^»    =  «a,  I  X| -f- a2,2Xï  H~.  .  .-f- aa,«X«,, 


X«i    ^^  f^m,i  X I  H-  a»i^j  X j  -+-.•.  .4-  3/ii,ii<  X»i , 
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la  fonction.^  se  changera  en  une  fonction  f^^^  ayant  pour 
valeur 

et  dont  Tinvariant  sera  égal  à  (E)5'.  L'équation 

(D=:0, 

qui  peut  servir  pour  calculer  F,  s'obtiendra  donc  en  éga- 
lant à  zéro  rîttvariantde  cp  ou  de  Y^^  à  volonté. 

En  employant  successivement  ces  deut  invariants,  on 
conclura  deux  valeurs  de  F  qui  devront  être  identiques, 
et  il  en  résulte  ce  théorème  : 

La  Jonction  F  reste  invariable,  quand  on  y  remplacé 
les  coefficie^nts  a^^j  par  .a^^U  poiuvu  qu'au  lieu  des  varia- 
ilesX^on  mette  en  même  temps 

Supposons  que  la  substitution  (16)  soit  choisie  de  ma- 
nière à  réduire  y  à  une  somme  de  carrés -,  Téquation  (17) 
prendra  la  forme 

(^9)  y^'^^Si-^,     "+-£3*3     +...  +  ««.2"^    ■ 

tl  est  évident  que  Finirariant  de  f^^^  est  égal  au  produit 

616,..  •£,„  eton  a  (n°247) 

(ao)  ,  «,  I,. .  .g„r^A^, 

ce  qui  montre  que,  si  l'invariant  A  est  différent  de  zéro 
ainsi  que  le  déterminant  de  la  substitution  (16),  aucune 
des  quantités  e  ne  pourra  être  nulle.  On  tire  de  l'équa- 
tion (19) 

^(•)  _  «  'f/^*^  _  ^      f.)                   ,.(•)  _   I  fi/jo)  _"  lé)    ■ 

A.      — T-T-  —  «1 .7^       »  •  •  •  )       A        — T-r-  —  C»  X      y 
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et  en  Substituant,  dans  là  même  équation  (19),  les  valeurs 
de  xj   »  Tj   ?  •  •  •>  tirées  de  ces  formules,  il  vient 

Cela  étant,  pour  avoir  la  fonction  F,  il  suffit,  d'après 
ce  qui  précède,  de  substituer  à  X|  5  X^*  >  •  •  •  i  dans  la  for- 
mule précédente,  les  valeurs  tirées  des  équations  (18). 
On  aura  donc,  en  se  servant  de  la  formule  (  ao)  et  en  cou- 
servant  les  variables  X^^^  qui  sont  des  fonctions  linéaire» 
des  variables  X, 

(ai)        AF=:fa«3.  .  .f„     -|-       -h.  .  .-h  B.ej.  .  .f«K-i     -»-     • 

Supposons  maintenant  que  Finvariant  A  soit  nul; 
d'après  la  formule  (ao),  Tune  au  moins  des  quantités  e 
sera  nulle^  et  par  conséquent  tou»  les  termes  du  second 
membre  de  la  formule  (ai)  disparaîtront  à  rexception 
d'un  seul.  On  peut  conclure  de  là  cette  proposition  : 

Théorème.  —  Si  V invariant  A  d'une  fonction  ho^ 
mogène  du  deuxième  degré  est  nul,  la  fonction  ad- 
jointe A  F  est  un  carré  parfait, 

252.  Exemples.  —  Considérons  en  premier  lieu  la 
fonction  homogène 

des  deux  variables  x  et  y.  On  aura 

.   1  dx 
2  elx 


et 


/^Xx-i-Yy; 
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l'invariant  A  a  ici  pour  valear 


557 


A  =  AC  —  B^ 


et  on  a 


ex  — nY 


X 


»    r 


AY  — BX 


en  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  f^  on  ob- 
tient la  fonction  adjointe  A  F,  savoir  : 

AF  =  ex»  —  2BXY  +  AY^ 

On  vérifie  immédiatement,  dans  ce  cas  simple,  la  propo^ 
sition  démontrée  à  la  fin  du  numéro  précédent,  car  si 
A  =  o,  la  fonction  proposée /^et  la  fonction  adjointe  AF 
sont  évidemment  des  carrés  parfaits. 

Considérons  en  deuxième  lieu  la  fonction  homogène 

/  z=  Ax»  -h  A'j»  +  A"z^  H-  2  Bj3  -4-  2B'xz  -+-  2  B^xy 
des  trois  variables  x,  j^  z»  On  a  ici 


1^ 

2  de 


^~f=Ax  4-BV-t-B'2  =X, 


2  cix 

L'If 

2  dz 


--f=:B"x-4-AV-t-B«  =Y, 


--/  =B'xH-Bj-  -^A'^-z  —  Z, 


et, 


/==Xx-t-Yj-4-Z«. 


L'invariant  A  a  pour  valeur 


Ar= 


A,     B",  B',    I 
B",    A/,  B, 
B',    B,    A", 


OU 


A  =  AA'A''  4-  aBB'B''  —  AB»  —  A'B"  —  A"B"S 
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et  on  a 

r  r=  1  [( A'A"  — B')X  + (BB' —  A"B'^)Y -h  (BB"  —  A'B')Z], 
X  =  -  [(BB'  —  AB")X  -h(  AA"  —  B")Y  +  (B'B."  —  AB)Z], 

»  =  i[(BB''  -^  A'B')X  -+-  (B'B"  —  AB)Y  -f-  (AA'  —  B''')Z]. 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  rexpression  âe/ 
donne  la  fonction  adjointe  AF,  savoir: 

AF  =  (A' A'"  -^  B»)X«  H-  (AA"  —  B'»)Y«  -h  (AA'  —  B^«)2»      ' 
2(B'n"—  AB)YZ  -h  2(BB''—  A'B')XZ 
2(BB'— A"B")XY. 

Posons 

A'  A"  —  B>  =  « .     A  A''  —  B'  =  a\     A  A'  —  B'^  =  a", 

on  aura 

(B'B"-^ABV      =a'a"  — AA, 

(BB"   —  A'B')»  —  aa"    —  A'A, 

(BB'   ^K'^h^Y—oix'     —  A'^A, 

et,  quand  rinvariant  A  est  nul,  ces  formules  se  réduisent  à 

B'B"— AB     ■=:sjZ'sl7\ 
BB"  —  A'B'  =zfaisf7\ 

BB'    —  A''B":==V'âv/â'; 

donc,  la  fonction  adjointe  AF  se  réduit,  dans  la  même 
hypothèse,  au  carré  de  la  fonction  linéaire 

Xv^â-hY^â'-f-Zy/^'. 

Remarque  sur  la  réduction  à  une  somme  de  carrés, 

253.  Nous  terminerons  ces  considérations  géncralesi 
par  une  remarque  importante  relative  à  la  réduction  d'une 
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fonction  enlièrè  et  homogène  dii  deuxième  degré  à  une 
somme  de  carrés. 
Soit 

j  \^\y  *^i  >  •  •  •  »  "'''"/ 

une  fonction  entière  et  homogène  du  deuxième  degré  des 
m  variables 


•'^i  j    •'2  >  •  •  •  »     '^m  j 


dans  laquelle  les  coefficients  ont  des  valeurs  indétermi- 
nées. En  appliquant  ici  le  procédé  indiqué  au  n^  192,  on 
pourra  exprimer  la  fonction  f  par  une  somme  de  carrés,' 
de  la  manière  suivante  : 

+  8j(^2  -+-  «s.îJ's  -+-.  .  .  4-  ct„,7X„Y 
•+■83^-^3  -l-a«,s-^4  -+-.  •  .H-a,„,3.r„)2 
4- 

en  sorte  que  la  fonction 

se  changera  en  /,  par  la  substitution 

A|  ^:^^  X^  —r-  3tj,.  Xa  -f—  ,  .  .  -f-  Otjn^i  •'"«1 , 
Xi  ^^^  A'a  "T-  «3.5  «2^3  "T-  ...-+-  «ai^s  J'ai , 

dont  le  déterminant  est  égal  a  i.  Les  fonctions  F  et^ ont 
dès  lors  le  même  invariant  \  or  Tinvariant  de  F  est  évi- 
demment 6i £,...?,„:  si  donc  on  désigne  par  A^  celui 
de  f^  on  aura 

Si  Ton  pose 


2 
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f  se  réduira  à  une  fonction  des  m^^i  variables 

et  nous  désignerons  par  A,„./  Tin  variant  de  cette  fonc- 
tion. Il  est  évident,  par  ce  qui  précède,  que  Ton  aura 

nous    admettrons    que    cette    formule,    subsiste    pour 
1  =  m  —  I,  ce  qui  revient  à  poser 

On  aura,  d'après  cela, 

A3  r=t,J,C3, 


d'où  Ton  tire 


> 

ûjh  '1(3  •  •  •  *,ii  » 

A,  A3 


I, —  A, ,     «,  =  ■—,      I,  =  ---1...,       s«=;^ : 

il  résulte  de  là  que  la  fonction  f  peut  être  représentée 
par  la  formule 


Xi,  Xt,. . .,  X,n étant  des  fonctions  linéaires  des  varia- 
bles j"i ,  JTj , . . . ,  j:,„.  m.  Hermite  a  tiré  de  cette  formule, 
comme  on  le  verra  plus  loin,  des  conséquences  de  la  plus 
haute  importance. 

Nous  avons  supposé  que  les  coefficients  de  la  fonction  / 
étaient  des  constantes  indéterminées,  mais  il  est  évident 
que  tous  les  résultats  qui  précèdent  subsisteront  quand 
on  donnera  à  ces  coefficients  des  valeurs  particulières 
quelconques,  pourvu  cependant  qu'aucun  des  invariants 

ne  se  réduise  à  zéro. 


SECTION    II.  —   CHAPITRE    IV.  56 1 

Théorème  relatif  aux  fonctions  entières  et  homogènes 
du  deuxième  degré  à  coefficients  réels. 

254.  Dans  Tétude  que  nous  venons  de  faire,  nous  n'a- 
vons fait  aucune  hypothèse  sur  la  nature  des  coefficients 
des  fonctions  que  nous  avons  considérées.  Nous  suppose* 
rons  ici  que  ces  coefficients  soient  des  quantités  réelles  ; 
alors,  en  appliquant  le  procédé  du  n^  492  à  une  fonction 
entière  et  homogène  du  deuxième  degré,  f  pour  la  ré- 
duire à  une  somme  de  carrés  de  fonctions  linéaires,  il 
pourra  arriver  que  quelques-unes  de  celles-ci  contiennent 

le  facteur  yj —  i .  En  d'autres  termes,  la  fonction  f  sera 
exprimée  par  une  somme  de  carrés  de  fonctions  linéaires 
réelles,  multipliés  par  certains  coefficients  positifs  ou 
négatifs. 

On  peut  dire,  avec  M.  Hermite,  que  deux  fonctions 
entières  et  homogènes  du  deuxième  degré  sont  de  même 
espèce  y  lorsque,  ces  fonctions  étant  exprimées  par  deç 
sommes  de  carrés,  le  nombre  de  ces  carrés  dont  le  coeffi- 
cient a  un  signe  donné  est  le  même  dans  Tune  et  dans 
Tautre  fonction. 

Cela  posé,  nous  présenterons  ici  une  proposition 
fort  importante,  avec  la  démonstration  qu'en  a  donnée 
M.  Hermite. 

Théorème.  —  De  quelque  manière  qu'on  transforme 
un  polynôme  homogène  du  deuxième  degré  à  coefficients 
réels  et  dont  V invariant  nest  pas  nuly  en  une  somme 
de  carrés  de  fonctions  linéaires  réelles,  ces  carrés  étant 
affectés  de  coefficients  numériques  également  réels ,  le 
nombre  de  ces  coefficients  qui  auront  un  signe  donné 
sera  toujours  le  même. 

Soit 
I.  36 
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une  fonction  entière  et  homogène  du  deuxième  degré  des 
m  variables 

"i »    Kit  •  • • »     ^m 

et  dont  rinvariant  A  ne  soit  pas  nul.  Dans  cette  hypo- 
thèse, toute  réduction  de/*  à  une  somme  de  carrés  pourra, 
comme  on  sait,  être  réalisée  par  le  moyen  d'une  substitu- 
tion linéaire  et  réelle  dont  le  déterminant  n'est  pas  nul. 
Supposons  donc  que  par  la  substitution  réelle 


(') 

%    Z''i,^''i 

>=l 

on  obtienne 

jit^m 

(^) 

/-2v'^ 

/*=« 

e    étant  un  coefficient  réel  positif  ou  négatif,  et  qu'une 
autre  substitution  réelle, 

(3)  %=2^^'^^^'' 

donne 

(4)  ^'^D^/^^A' 

£    étant  encore  un  coefficient  réel.  Il  s'agit  de  prouver 
que  dans  les  deux  suites 

*l  >     *2  ,  •  •  •  I    'ni  » 

il  y  a  un  même  nombre  de  termes  ayant  un  signe  donné. 
Supposons  négatives  les  quantités  Si ,  e^ , . . . ,  e,  et  po- 
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sitives  les  suivantes  Si+i,.-.,  e„'^  supposons  aussi  que 
El ,  Ej , . . . ,  E*  soient  négatives  et  que  E^^., , . . . ,  E„ 
soient  positives;  dans  le  cas  où  toutes  les  quantités  e 
ou  E  sont  positives,  on  aura  i'=  o  ou  /:  =  o.  Nous  allons 
démontrer  qu^il  est  impossible  que  les  nombres  i  et  k 
soient  inégaux;  par  exemple,  qu^on  ne  peut  pas  avoir 
À>/.  Admettons  elTeclivement  cette  hypothèse  de  Ar>/ 
et  examinons  les  conséquences  qui  vont  en  résulter. 
On  a  Fidentitc 

les  variables  x  étant  liées  aux  variables  X  par  m  équa- 
tions qui  se  déduisent  de  la  suivante  : 

«n  donnant  à  fx  les  valeurs  i^  a,. . .,  m.  Le  déterminant 

de  la  substitution  (i)  n^étant  pas  nul,  il  est  évident  que 

les  équations  (6)  pourront  être  résolues  par  rapport  aux 

variables  jr,  et  la  même  chose  aura  lieu  encore  si  Ton 

écrit  partout 

X  X 

»  y 


au  lieu  de  x    et  X  ,  ±:  e    et  zh  E„  désignant  les  valeurs 

fX  fA  ft  fL  '^ 

absolues  de  e„  et  de  E  •  Alors  l'équation  (5)  devient 

«t  cette  équation  (7)  doit  se  réduire  à  une  identité,  par  le 

36. 
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moyen  d*une  substitution  linéaire  telle  que 

X  =  m 

Cela  posé,  soitf  un  angle  indéterminé;  la  formule  (7) 
ne  changera  pas  si  Ton  remplace  X^  et  Xa  respecllye- 
ment  par 

Xi  cosf  +  Xs  sin  fff     Xi  sin  f  —  X2  cosf  9 

lorsque  le  nombre  k  sera  supérieur  à  x.  Mais  alors  Fin- 
déterminée  <f  s^introduit  dans  les  équations  (8),  et  on  peut 
en  disposer  pour  faire  disparaître  Xi  de  l'expression  Xf. 
On  a  effectivement 

jr,  =(a,,,  cos^-i-  tta^iSinç)  X,-4-  (a,^,  sin^  . —  a,, ,  cos  y) Xj  -h . . ., 

et,  pour  remplir  lobjet  demandé,  il  suffira  de  détermi- 
ner (f  par  la  relation 

ai, ,  cos  ^  -+-  «î,  I  sin  y  =  o. 

Ainsi,  par  un  changement  de  notation  qui  ne  change  ni 
Téquation  (y)  ni  la  forme  de  la  substitution  (8),  on  peut 
faire  disparaître  Xi  de  l'expression  Xi  )  en  d'autres  termes, 
on  peut  supposer 

a,,,  zrr  O. 

Pareillement,  lorsque  k  est  ^  2,  l'équation  (7)  ne  change 

pas,  si  l'on  remplace  Xj  et  Xj  respectivement  par 

» 

Xa  cos  y  -+-  X3  sin  ffj     X2  sin  y  —  X3  cos  ep, 

et  on  peut  disposer  de  la  nouvelle  indéterminée  (f  pour 
faire  disparaître  Xt  de  l'expression  de  Xi.  Il  suffira,  en 
effet,  de  déterminer  cet  angle  <f  par  la  formule 

«a,  I  cos  y  -t-  aj, ,  sin  «p  =  o. 
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et  il  est  évident  qu'on  peut  continuer  la  même  série 
d'opérations  sans  changer  Téquation  (7),  ni  la  forme 
réelle  de  la  substitution  (8),  jusqu'à  ce  qu'on  ait  fait 
successivement  disparaître  les  variables 

de  l'expression  de  Xi . 

Cela  étant  établi,  on  voit  que,  par  une  série  d'opéra- 
tions toutes  semblables,  on  pourra  faire  disparaître  les 
variables 

Xi  ,      Xj  )  •    •    •  ,     X^_2 

de  Texpression  de  Xf.  Comme  nous  nous  arrêtons  ici  à 
Xjt.)  et  que  la  dernière  opération  consiste  à  remplacer 
Xk^t  et  Xi»i  respectivement  par 

X*__a  cos  ^  -fr  X*— I  sin  f,     X*— 2  sin  ç  —  X*_,  ces  y, 

■on  ne  verra  reparaître  dans  Xi  aucune  des  variables  que 
l'on  a  d'abord  fait  disparaître  de  son  expression. 

On  peut  opérer  de  la  même  manière  à  l'égard  des  va- 
riables Xs ,  x*, . . . ,  Xi^i  j  l'expression  de  x^  ne  contien- 
dra plus  les  variables  Xi ,  Xj , . . . ,  Xjt^s ,  la  dernière  va- 
riable Xi^i  ne  renfermera  plus  Xi.  Ainsi  l'on  aura 

«1,1  =  0,     a2,  i  =  o, ...,     «*— t,i:=o, 
«1,2  =  0,      a,^2=0,...,      a*^2,a=0, 

<9)  \ 

a,,it_2  =  O,      cci^k-i 

Le  nombre  h  étant  supérieur  à  2,  si  l'on  substitue  les  va- 
leurs (8)  des  variables  x  dans  l'équation  (7),  et  qu'on 
égale  de  part  et  d'autre  les  coeflScients  de  XJ,  on  aura 

et  cette  équation  ne  peut  être  évidemment  satisfaite  par 
des  valeurs  réelles  des  quantités  a.  On  ne  peut  donc  ad- 
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mettre  l'in^aHté  des  nombres  i  et  A*,  ce  qui  démontre  la 
proposition  énoncée. 

Théorème  de  M.  SyWester  relatif  aux  fonctions  aux- 
quelles conduit  V application  du  théorème  de  Sturm, 

255.  Le  théorème  dont  il  s'agit  ici  a  pour  objet  de 
faire  connaître  l'expression  algébrique  des  fonctions  qui 
interviennent  dans  Tapplication  du  théorème  de  Sturm 
à  une  équation  donnée.  M.  Sylvcster  Fa  publié  sans  dé- 
monstration dans  le  Philosophical  Magazine  (décembre 
1839);  et  Sturm  Ta  établi  ensuite  dans  un  article  qui  fait 
partie  du  tome  VII  du  Journal  de  Mathématiques  pures 
et  appliquées.  Nous  présenterons  la  démonstration  de 
Sturm  en  j  apportant  quelques  simplifications  dont  l'il- 
lustre géomètre  a  d'ailleurs  indiqué  la  principale  en  ter^ 
minant  son  Mémoire. 

Le  théorème  de  M.  Sjlvester  peut  être  énoncé  comme 
il  suit  : 

Théorème.  —  Soit  V  =  o  une  équation  quelconque  du 
degré  m  à  une  inconnue  x,  dans  laquelle,  pour  plus  cfe 
simplicité,  le  coefficient  de  x"  sera  pris  égal  à  ^ unité,  et 
dont  les  racines  supposées  inégales  seront  désignées  par 
a^  b^  Cy,..<fk,  L  Soit  Vi  la  dérivée  de  V.  Concevons  quon 
cherche,  par  le  procédé  ordinaire,  le  plus  grand  commun 
diweur  de  V  et  Vj  en  ayant  soin  de  n  introduire  et  de 
ne  supprimer  aucun  facteur  indépendant  de  x^  et  en 
changeant  toujours  les  signes  des  restes  aidant  de  les 
prendre  pour  diviseurs.  Désignons  par  Vj ,  Vj, . . . ,  V„ 
ces  restes  pris  avec  des  signes  contraires  dont  les  degrés, 
par  rapport  à  x,  sont  respectii^ement  m —  2,  m  —  i,..., 
1,0,  dans  le  cas  général»  Les  polynômes 
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s*  exprimeront  en  fonction  dex  et  des  racines  a^b^Cy.,,^ 
Al,  l  de  l'équation  Y  =z  o^  de  la  manière  suivante  : 

/V  =  (x  —  a)(x  —  b)(x  —  c)...{x  —  i), 

V.  =     2  (-^  -*)(*-  ^)-  •  •  (^  -  0» 

V4==-y(û— ^»)»(û~c)»(ii— ./)^(A-r)»(^— ^/)»(c--rf)»(x--^),..(r--/), 
A4  ^" 

» 

\y^=l(a  ^  l>Y{a  -  ey.  ..{o  -  l)^{b-cy. .  .{i  -ly, 

les  quantités  7.s,  ^3,. . .,  X„  éfanf  déterminées  par  les     ' 
formules 


2 


/».  =  »», 

*■ • y 
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et  chaque  somme  \^  représentant  une  Jonction  symé- 
trique des  racines  dont  tous  les  termes  se  déduisent,  par 
les  substitutions,  de  celui  qui  est  écrit  sous  le  signe. 

La  première  des  formules  (i)  exprime  la  composition 
de  Téquation  proposée,  et  la  deuxième  a  lieu  par  un  théo- 
rème connu.  11  reste  à  établir  les  suivantes. 

Soient 

les  quotients  que  fournit  la  rechercbe  du  plus  grand  com- 
mun diviseur^  ces  quotients  seront  du  premier  degré 
en  x^  dans  le  cas  général,  et  l'on  aura 

V   z=:V.Q.-^V„ 
(4)  i  V,=:V3Q3-V,, 


Au  moyen  de  ces  formules,  on  peut  exprimer  successive- 
ment 

»  3  J      V5  ,  .  .  .  ,     Vji 

en  fonction  des  polynômes  Y,  Vt  et  des  quotients  Qj 
on  trouve  ainsi 

V,  =  V.Q.-V, 
.  V3  =  V.(Q.Q,-i)-VQ,, 

^       j  V,=rV.(Q.Q.Q3-Q.-Q3)~V(QaQs-i), 
»   • » 

et  il  est  évident  que  Ton  aura  généralement 

(6)  V^  =  V.S^-VT^, 

S    et  T    étant  des  polynômes  des  degrés  /ui^—  i  et  (z  —  2 
respectivement. 
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Si  l'on  écrît/(j:)  au  lieu  de  V,/'(ar)  au  lieu  de  V, ,  la 
relation  (6)  prendra  la  forme 

(7)  /-/•(^)-^/W; 

il  résulte  de  là  que  si  l'on  donne  successivement  à  x 
les  m  valeurs 

a  y        Of        Cy    m     .     ,    y        X  y        ly 

la  fraction  rationnelle 

(8,  ^ 

prendra  les  m  valeurs  correspondantes 

/'(/i),/'(6),/'(c),. ..,/'(/); 

d'ailleurs  les  degrés  des  polynômes  V  ,  S    sont  respéctî- 

vement  m — |x,  |ut  —  i  et  la  somme  de  ces  degrés  est  m  —  i . 
On  pourra  donc  déterminer  la  fonction  (8)  par  la  mé- 
thode qui  a  été  exposée  au  n^  232. 

Supposons  que  h  occupe  le  ;x**"**  rang  dans  la  suite  des 
m  racines 

(9)  ^»         *»        Cy..     .     y      Cy        gj        hy        /,..-,      jy         ^y        l'y 

d'après  la  formule  générale  du  n°  232,  les  polynômes  V 
et  S    seront  égaux  respectivement,  9  un  facteur  constant 
près,  savoir  :  le  premier,  V   ,  à.  la  fonction  symétrique 
des  racines  (9),  dont  Tun  des  termes  a  pour  valeur 

rt(^\  fnh\        f'(L\ (.r  —  /)...  (jT  —  /)  (j:       /) ' 

/  [a)/  [b). . ./  (/,)  f(,_,.).,,(^_,^j,..^(/,_,),,,(^_,^^. 

et  le  second,  S  ,  à  la  fonction  symétrique  des  mêmes 
racines  dont  l'un  des  termes  est 

ri  \  fni\      f'{a\ (rtt-~j:)(^>— jr)...(g-~x) 
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Or  on  a 

/'(b)=[{b-a)...(b-h)][(b-i)...(b-l)], 

/'W  =  [{/,-a)...{h-g)][(A-i).    .(h-l)], 

et  il  résulte  de  ces  formules  que  les  produits 

/'(«)/'(*).../'(/').    /'(")/' {b)... /'{g) 
ont  respectivement  pour  valeurs 

(-')      '      [(«-^)V-^?-(fi'-^)^X[(a-0-..(«"-0]-.[(^-')-(Ml 

(-.,)     -      [(a-.^)i(«_c)\..(e~^)»]X[(«-A)...(a-0]...[(g'-A)...te-/)]; 

alors  on  aura,  en  désignant  par  X    un  facteur  indépen- 
dant de  X, 

U=L^[a-bY{a-cy...{g-h)'{x-i)...{x-l){x-r,, 
(10)    I  /* 

I  S^=  i-  2  ("-*)'  ("-«^r-C*-^)'  (x-«)...(x-i)...(x-{)i 

il  est  évident  (n^  232)  que,  dans  le  cas  de  fx  =  m,  ces  for- 
mules doivent  être  réduites  à 

V«  =  -L(a-.è)«(a-c)>...(X-~/)S 

il  faut  remarquer  aussi  que  pour  jut  =  i ,  les  formules  (10) 
se  réduisent  à 

et  que  Ton  doit  faire  en  conséquence  A|  =  i . 


I 
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On  Yoit,  par  la  première  des  formules  (xo),  quHl  ne 
nous  reste  plus  qu^a  déterminer  la  constante  X  • 

A  cet  effet,  substituons,  dans  Tégalité 
(i3)  V^^,=V^Q^-V^_,, 

les  valeurs  de  V    et  de  V  _    tirées  de  la  formule  (6)  et 

de  celle  qu'on  en  déduit  par  le  changement  de  /ix  en  fx  —  i , 
011  aura 

V;.+,=V.(S^Q/.-S^_.)-V^T^Q^-T^_.), 

d^ou  il  suit  que  Ton  a,  par  la  notation  conyenue, 

Les  formules  (i3)  et  (i4)  donnent 


V                  V       *      s  0 

d^où,  par  la  multiplication, 

et  on  conclut  de  là,  pour  x  =  oo  , 

<S           V 

'""s  V       -'• 

Ainsi  les  fonctions 

^/tt+i  ^j»         ^/i^/i—t 

s,v, 

i^^V^-i'      S^_,V^_a' 

S.V' 

se  réduisent  à  Tunité  pour  a:  =  00  ,  et  il  en  sera  de  même 
du  produit  de  ces  fonctions;  en  sorte  que  Ton  aura 

S        V 

lim     ^     '    ^  =  1      (pourarzrroo). 
Oi  V 
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Or  le  terme  du  degré  le  plus  élevé  en  x,  dans  le  prodait 
S      j  V  ,  a  pour  coefficient 


V>-+- 


ou 


—  1 


W-+-' 


en  adoptant  les  notations  exprimées  par  les  formules  (3); 
on  a  d'ailleurs  Si  =  i,  d'après  les  formules  (12),  et  le 
coefficient  de  ar*"  dans  V  est  égal  à  i .  L'expression  précé- 
dente se  réduit  donc  à  Tunité,  et  l'on  a  ' 

il  est  évident -que  dans  le  cas  de  fx  :^  i,  le  second  membre 
de  celle  formule  doit  être  remplacé  par  m*,  ce  qui  est 
conforme  aux  formules  (3).  On  a  donc 

d'où  Ton  conclut  immédiatement  les  formules  (2),  ce  qui 
achève  la  démonstration  du  théorème  énoncé. 

Il  faut  remarquer  que  la  quantité  p^  ne  figure  pas  dans 
notre  analyse  mais  nous  introduirons  cette  quantité  dans 
ce  qtrî  va  suivre,  et  c'est  pourquoi  nous  Tavons  comprise 
dans  le  tableau  (3). 

256.  Nous  allons  faire  connaître  maintenant  une  con- 
séquence importante  du  théorème  de  M.  Sylvester. 

Les  quantités  ^1,  ^i,  p^^,  . .  sont  des  fonctions  symé- 
triques et  entières  des  racines  de  l'équation  V  =  o,  et  en 
conséquence  elles  sont  exprimables  rationnellement  par 
les  coefficients  de  V.  Si  donc  ces  coefficients  sont  réels, 
Pit  Pt'i  Pii'''  seront  aussi  des  quantités  réelles 5  dès 
lors  les  facteurs  ^î,  i»,  •  •  •  »  ^m  seront  des  nombres  essen- 
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tiellement  positifs,  et  on  pourra  les  supprimer  des  for- 
mules (i)  lorsqu'il  sera  question  d^employer  les  fonc- 
tions \,  Vj,  Vj,. . .,  pour  la  recherche  du  nombre  des 
racines  réelles  de  l'équation  V=:so  qui  sont  comprises 
entre  deux  limites  données. 

Cela  posé,  si  N  désigne  le  nombre  des  racines  réelles 
de  Téquation  V  =  o,  N  sera  égal,  d'après  le  théorème 
de  Sturm,  à  l'excès  du  nombre  Uq  des  variations  que  pré- 
sente la  suite  V,  V<,  Vj,...,  pour  x  =  —  oo  ,  sur  le 
nombre  i^i  des  variations  que  présente  la  même  suite 
pour  X  =  -H  00  ,  et  il  est  évident  que  i^o  et  t^i  expriment 
aussi  les  nombres  de  variations  contenues  respectivement 
dans  les  deux  suites 

ï»  p.  y  Pt%  »  '  '  y  Pm» 

La  somme  \^o  +  ^i  est  évidemment  égale  à  m:  on  a,  par 
conséquent, 

d'où 

ai^i  est  donc  le  nombre  des  racines  imaginaires  de  l'équa- 
tion proposée,  et  de  là  résulte  ce  théorème  : 

Le  nombre  des  couples  de  racines  imaginaires  de 
Véquadon  V  =  o  est  égal  au  nombre  des  variations  de 
signes  que  présente  la  suite  des  quantités 

^9    Pi  9     p29'   •  '9     Pat' 

257.  Dans  un  Mémoire  qui  fait  partie  du  tome  XII  du 
Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées^  M.  Bor- 
chardt  a  donné  au  précédent  théorème  une  forme  très- 
élégante  que  nous  indiquerons  ici. 
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/ 


le  nombre  des  racines  a^b^c^. .  ,^g^  A,  qui  figurent  dans 
chaque  terme  étant  égal  à  /x  ^  on  a  vu  d'ailleurs  (n^  239) 
que  le  produit 

est  égal  au  déterminant  formé  avec  les  /x*  quantités 


a. 


r, 


c, 


•   •  •   •      X 

.  . . ,   h 

. .  . ,  A» 

A' 

•  •  •  •  '• 


donc  p   est  la  somme  des  carres  de  tous  les  déterminaDts 

que  Ton  peut  former  en  prenant  fx  colonnes  verticales  du 
tableau 


I, 

». 

I, 

.  .  .  ,    I  1 

I 

«, 

*, 

Cl 

•  •  •   f     A'  ^ 

/ 

•  •  •  • 

%   •    •   •   •        • 

c\ 

,      A     , 

/' 

«^-",   6^*-', 


r./*-' 


A-^ 


U.  —  I 


,  /'• 


—  I 


qui  renferme  m^  quantités.  Alors  si  Ton  pose 


:a 


,aP-'-i-h^^KbP-'-h...^k^^\kP-'-hi^-\lP-', 


on  aura  [d?  244) 


*i,l  «a,».  •  .CL 


>'/* 


Or  a^    n'est  autre  chose  que  la  somme  des  puissances  de 


SBCTIOR  II.  CHAPITRE    IT.  SyS 

degré  X  -|-  p  —  a  des  racines  de  Téquation  V  =  o,  et  nous 
ferons  en  conséquence 

on  voit  que  p^  peut  être  représenté  par  un  déterminant 
de  /x*  quantités,  savoir  : 


fo, 

5| ,  .  .  .  , 

V- 

^1, 

^a  î  •  •  •  » 

V 

Pl^= 

•^a, 

^3>  •  •      j 

V-+-< 

^- 

I) 

*/A»  •  •  •  » 

'l/l— 3 

La  proposition  que  nous  avons  obtenue  au  numéro 
précédent  peut  alors  être  énoncée  comme  il  suit  : 

Théorème.  —  Soit  proposée  une  équation  Y  =  o  du 
degré  m.  Des  coefficients  de  cette  équation  déduisons 
les  sommes  des  puissances  semblables  de  ses  racines,  jus- 
quà  l'ordre  ^m — 2  inclusivement,  et  ai^ec  ces  sommes^ 
que  nous  désignerons  parso,  ^i,  j,,...,  s ^^_^^  formons 
les  quantités  Pi^pt^""i  pm  ^^  posant 


P7  = 


'M 


'!> 


P^  = 


Sqj    Si  y    Si 
S\  ,     $1 ,    S^ 

Si  y      Si  ,       ^4 


Pm  = 


S»j    5|  ,    Si  y 


•  •  » 


Sm—\  9 


Sm 

•  •  1 
Sim—i 
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r équation  Y  =  o  aura  autant  de  couples  de  racines 
imaginaires  quil  y  aura  de  variations  de  signes  dans 
la  suite 

^9   Pi9    Pu  '  '  '  j    Pm' 

Corollaire  I.  — Il  y  a  au  plus  —  variations  dans  la 
suite  ly  pi,p^^...^  p,„. 

Corollaire  II.   —  Pour  que  Inéquation   V  =  o  ait 
toutes  ses  racines  réelles^  il  faut  et  il  suffit  que  les  quan- 


tités 


P^j  Pi^ 


Pm 


soient  toutes  positives. 


jipplication  du  théorème  de  Sturm  à  une  classe  remar- 
quable d'équations  algébriques, 

S58.  Considérons  les  m  équations 


(1) 


••••"*•• 


dans   lesquelles  les  coefficients   a  sont    des  constantes 
réelles  données  satisfaisant  à  la  condition 

Ces  équations  sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport 
aux  variables  x,  et  si  Ton  désigne  par  F  le  déterminant 


r  z=z 


^i.\  —  gy    ^2.1 


a 


f|,5î 


«2,7  —  gj 


m,i 


'm,i 


«1,^ 


a 


»#»«> 


^m,m         ^ 


iw 
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L'équation  en  ^,  T  =  o,  qui  est  du  degré  /w,  sera  le  résul- 
tat de  rélimination  des  variables  x  entre  les  équations  (i). 
Cetle  équation  comprend  comme  cas  particuliers  celle 
dont  dépend  la  recherche  des  axes  principaux  des  sur- 
faces du  deuxième  ordre,  aii^si  que  celles  au  moyen  des- 
quelles on  détermine  les  inégalités  séculaires  des  éléments 
elliptiques  des  corps  célestes. 

Nous  nous  proposons  ici  de  démontrer  une  propriété 
fort  importante  de  l'équation  F  :^  o^  elle  consiste  en  ce 
que  toutes  les  racines  de  cetle  équation  sont  réelles.  On 
possède  plusieurs  démonstrations  de  cetle  proposition  ^ 
mais  la  plus  remarquable  est  celle  que'  M.  Borchardt  a 
présentée,  dans  le  Mémoire  que  nous  avons  déjà  cité, 
comme  une  application  du  théorème  de  Sturm.  D'après 
ce  théorème  (n^  257),  la  réalité  des  racines  d'une  équa* 
tion  dépend  des  signes  de  certaines  quantités  que  l'on 
sait  former  ^  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  il  se  présente 
cette  circonstance  singulière,  que  chacune  des  quantités 
dont  il  s'agit  est  une  somme  de  carrés.  Nous  croyons 
utile  de  reproduire  ici  la  belle  analyse  de  M.  Borchardt. 

Multiplions  chacune  des  équations  (i)  par  g  et  substi- 
tuons, dans  les  seconds  membres,  à  gXi^  g^i^-  •  •>  g^m 
leurs  valeurs  tirées  des  équations  (i),  nous  obtiendrons 
le  nouveau  système 

„7^      „(»)    ^     _1_        (^^    ^     _.  _J_    ^^'^     ^ 

• >        » 

^  ^m  "^^^^  Oi,in  •ï'i'T"  ^2,»/i  J^i^v-  •  .  .  -T-  ttin^in^m  j 


b 


où 


h  =  m 

h=i 
I.  37 
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Si  Ton  multiplie  chacune  des  équations  (2)  par  ^  et 
que  l'on  substitue  à  gXi^  gx^^...  leurs  valeurs  tirées 
des  équations  (1),  on  obtiendra  un  troisième  système 
d*équations  qui  se  déduira  du  système  (i)  en  remplaçant 
g  par  g^  et  les  quantités  a.-^y  par 

En  continuant  ainsi  nous  obtiendrons  le  système  d'équa- 
tions qui  correspond  à  la  puissance  r**"**  de  g  : 

(f>\  ]   g  X2  "=■  Ox^i  Xx  -\-  /la, a  J?}  -4-  .  .  •  "4-  tfm,a  ^m  y 


j,        (r)  (r)  (r) 

S^  J^m  —  ÛjjTO J?|  -t-  0%^m  ^i  "T~  •  •  •  ~r*  O^n^f^  Xfn  y 


où 


fc(>)=m    fc(=')=m        A(0=:;„ 


=  .^^  «^.'''v'^- 


2 

Si  l'on  multiplie  les  équations  du  système  (r)  par  ^ 
et  qu'on  substitue,  dans  les  seconds  membres,  les  va- 
leurs de  ^'Xij  g^Xi^..»  tirées  du  système  d'équa- 
tions (/^),  le  résultat  obtenu  devra  être  identique  avec 
le  système  d'équations  (r-f-r'),  et  on  aura,  en  consé- 
quence, 
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OU,  en  écrivant  q  et  r —  ^,  au  lieu  de  r  et  r', 

h=.m 

<3)  a[']  =  V  «l'î  «i'T»'. 

^     ^  hj  ^^      àjt       k,j 

h=l 

Cette  équation  (3)  subsistera  pour  toutes  les  valeurs  de^ 
moindres  que  r,  savoir,  i ,  2, .  . . ,  r —  15  dans  le  cas  des 
valeurs  extrêmes,  on  doit  supposer 


(4) 


L'équation  (3)  subsistera  même  pour  les  valeurs  ^  =  o, 
^  ==  r,  si  Ton  convient  de  faire 


<5} 


.(0) 


a:  :  =z  o,     quand  /  et  y  sont  inégaux  ^ 
=  I,     quand  /  =j\ 


Cela  posé,  revenons  à  l'équation  F  =  o  ;  le  premier 
membre  F  est  ce  que  devient  le  déterminant 

lorsqu'on  diminue  de  g  chacune  des  m  quantités 


Û|,l  9     ^3,2  >  •  •  •  >    ^m. 


m  • 


On  aura  donc 

-JhT  =  g"*  —  (a,,,  +  «,,î  -4-  ...  -4-  ûf«,,m)^~'  +  .  .  '  , 

et,  par  suite,  la  somment  des  racines  de  Téquation  F  =  o 
fiera 

i=zm 


=  S'i^-ê'2+.  ..  +  g*in=2    ^'''• 


1  =  1 


En  appliquant  le  même  raisonnement  au  système  d'é- 

37. 
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quations  (r)  qui  conduit  à  une  équation  du  degré  m  en 
g**,  nous  obtiendrons 


i  =,m 


.ç,  =  ^;-4-^;-4-...  +  ^;=2«;;; 


Î  =  I 


ou,  à  cause  de  Téquation  (3), 


izzzm  ]  ■=zni 


(6) 


(y)       (r~y) 


-s  1<l'^ 


1=1  ,=1 


q  ayant  une  valeur  quelconque  de  o  à  r. 
Soit  maintenant,  comme  au  n^  237, 


Sq  y 

^i> 

^3> 

•  •  •  ï 

V-. 

Sx  y 

*», 

^3, 

.  .  .  , 

V 

p^ 

•^M 

^3r 

■ï«, 

■   •   •   » 

V+i 

V- 

I  > 

t 

V+i' 

•  •  •  J 

^2/*— a 

d'après  l'équation  (6),  les  quantités  dont  se  compose  ce 
déterminant  peuvent  être  représentées  de  la  manière 
suivante  : 


=:z  >  «,  .  ûT.  .  5  Sx^=  y  a .  .  a.  . 


2 


^,  = 


2 


a.  .  a.  .  y 


Si  =  y  a\  :  a\  :  j 
jmd   <y     w 


•*       ^    /,y     i,y 


, .  .  . , 


(0)     (.u-l) 


/.y     W 


>-I 


=2-' 


(/x-r)     (0)  __V/7<^^~*)x,^')  c 

V  '.y       A*      ^^  '»y  '«y  2  /*  —  a 


2 


les  sommes  se  rapportant  à  toutes  les  valeurs  i,  2,..., 


m 
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des  indices  z  et  /.  D'après  cela,  si  Ton  fait 

{ =  m  j  =  m 
i=.i    7  =  1 

on  aura 

et,  en  appliquant  aux  (Jt/n*  quantités 

(0)       co      (2)  (/*  — 0 

'*j        '»j        '*y  hj 

le  théorème  du  n°  244  (Corollaire),  on  mettra  p  sous 
la  forme 

(7  )        Pf^  =  ^  l2é-  ^W  ^'V  '  '''V  •  •  •  ^,(/^-),y(/-0 J  ' 

^7î  *')7S  ^"-ij''^'  •  -5  i^^^^\  y'/*— 0  représentant  jix  sys- 
tèmes quelconques  de  deux  indices  f,  y,  et  la  somme  ^ 

se  rapportant  à  toutes  les  combinaisons  (i  k  yi  des  îji*  sys- 
tèmes z,  y. 

La  formule  (7)  montre  que  chacune  des  quantités  p 

est  une  somme  de  carrés.  Ces  quantités  sont  donc  toutes 
positivcïs,  et  il  en  résulte,  comme  on  l'a  vu  au  11°  257, 
que  l'équation  F  =  o  a  ses  w  racines  réelles. 

Méthode  de  M,  Hermile  pour  déterminer  le  nombre  des 
racines  réelles  d'une  équation  qui  sont  comprises 
entre  deux  limites  données. 

2S9.  Nous  nous  proposons  d'exposer  ici  une  méthode 
extrêmement  remarquable  de  M.  Hermite  pour  détermi- 
ner le  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation,  com- 
prises entre  deux  limites  données.  Cette  méthode  repose 
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sur  les  propriétés  des  fonctions  homogènes  du  deuxième 
degré  qui  ont  été  établies  dans  ce  Chapitre. 
Soient 

(i)  F(z)  =  o 

une  équation  du  degré  m  à  coefficients  réels,  et 

a,   b ^  c , .  . ,  y   A'f  l 
ses  m  racines. 

Désignons  par  t  une  indéterminée  et  considérons  la 
fonction  homogène  du  deuxième  degré 

a  —  t  * 


(2) 


H-  YZTt^''"'  "^  ^^'  "^  ^'*»  4- . . .  -4-  *«-•  x^^,y 


-h  j [x^  -4-/j:,  -4-  Tj:,  -h.  .  .-4-/'"-'.r^,)S 


des  /n  variables  jTq  î  -^i  >  •  •  •  >  •îCp.^i .  Il  est  évident  que  y 
est  une  fonction  symétrique  rationnelle  des  racines  de 
l'équation  (i)  *,  on  pourra  donc  l'exprimer  rationnelle- 
ment par  les  coefficients  de  cette  équation,  et  comme  ces 
coefficients  sont  supposés  réels,  la  fonction/* sera  égale- 
ment réelle,  pourvu  qu'on  attribue  à  l'indélenninée  t  des 
valeurs  réelles.  Au  reste,  on  peut  calculer  très-simple- 
ment les  coefficients  fl/^y  de  la  fonction  f  ramenée  à  la 
forme 

i  =  o  7=0 

On  a  effectivement 

(4)  ^..=  +  + 


fl  —  f        ^—  t      "  '       l  —  t"^ 
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or,  si  Ton  décompose  la  fraction  rationnelle 

F(0 
en  fractions  simples,  on  trouvera 

E(f)  étant  le  quotient  entier  de  la  division  de  i'+/F'(f  ) 
par  F(t)  \  donc,  si  l'on  désigne  par  F,-,y  (^)  le  reste  de  cette 
division,  on  aura 


/'+/ 


t—i 


et,  par  suil,e, 

(5)    a..--^MlÛ 


i  =  m  —  I     jz=m-^i 


1=^0  j  =0 

Désignons  par  A^_i  l'invariant  de  f]  d'après  ce  qu'on 
a  vu  au  n^  247,  cet  invariant  sera  égal  au  produit  de 


(a  —  t)[b  —  t). .  .(l  —  t) 
par  le  carré  du  déterminant 


I,  a  y  ûf%  .  . . ,  a"*~' 
1,  b,  *%...,  ft—' 


lequel  estégal(nO  239)  à 

±  (fl  —  ^)  (fl  —  c) . .  .  (û  —  /) ( ^  —  c) . . .  ( A'  —  /)  ; 

on  a  donc 

_l^a^bY{a-cY...{^-i)'{b-ch..(^-i)\ 
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ce  qui  montre  que  l'invariant  de  f  ne  sera  jamais  nul  si 
l'équation  proposée  n'a  pas  de  racines  égales. 

On  peut  encore  tirer  l'expression  de  A„_i  d'une  autre 
considération  qui  fournit  en  même  temps  Tinvariant 


m  —  yx 


de  la  fonction  à  laquelle  se  réduit  /*,  quand  on  y  suppose 
nulles  les  (x  —  i  variables 


La  fonction  dont  il  s'agit  sera  donnée  par  la  for- 
mule (3),  si  l'on  suppose  que  les  indices  i  et  y  ne  varient 
que  de  o  à  m  —  fJt ,  la  formule  (4)  donnera  les  coefficients 
a,-y/,  et  comme  elle  peut  s'écrire 

ai  ,.     bi  ,.     // 

^  a  —  t  b  —  t  /•—  t 

Tinvariant  A„,__„  sera  égal  (n°  244)  à  la  somme  des 

produits  obtenus  en  multipliant  l'un  par  l'autre  les  déter- 
minants formés  respectivement  avec  m  —  jix  -H  i  colonnes 
verticales  des  tableaux  dont  les  lignes  horizontales  sont 
représentées  généralement  par 

et 

aJ  bJ  IJ 

a  —  t     b  —  t  l^  t 

cbacun des  indices  i eij  ayant  les  valeurs  o,  i ,  ii....^m — '[n. 
Si  l'on  suppose  que  les  racines 

soient  au  nombre  de  m  —  jix  +•  i  j  le  premier  des  détermi- 
nants dont  il  s'agit  sera  égal  à 

±:{a  —  b)  {a  —  c) ,  .  .  {a  —  h)  {b  —  c)  [b  '-'  k) . . .  (g -  h), 
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et  le  second  sera  égal  au  quotient  de  la  même  expression 

par 

(a  —  r)(6  —  r). .  .(/i  — f); 

on  aura  donc 

(a  —  by{a  —  cY...{a  —  hY.,.{g  —  h) 


(7)        ^m-/.=2 


{a  —  t)  [b  —  t),  .  .(A  —  t) 


3 


le   signe  'V   se  rapportant  à    toutes  les  combinaisons 

m —  //H-i  à  în  —  j!x-|-i  des  m  racines  a^  b^c,, .  .^  L 

Enfin,  si  Ton  suppose  que  toutes  les  variables  de^  s'an- 
nulent à  l'exception  de  Xqj  et  qu'on  désigne  par  Aq  le 
coefficient  du  carré  de  la  variable  restante,  on  aura 

La  fonction /"étant  réelle,  elle  peut  être  ramenée,  comme 
nous  l'avons  vu,  par  une  substitution  réelle,  à  la  forme 


(9)  /=^.x:+^x:+^x;+...+^x 


7 


260.  Cela  posé,  nous  démontrerons,  d'après  M.  Her- 
mite,  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Étant  donnée  V équation  F  (-z)  =  o  rfu 
degré  m,  à  coefficients  réels  et  dont  les  racines  sup^ 
posées  inégales  sont  a,  &,  c, . . . ,  /,  soit  la  fonction 
homogène  réelle 

f^= (xo  -h  fl.r,  -f-  a*  jTj  -t- .  . .  -h  a"-'  x,^^Y 

a  —  t 

\\)        i  0  —  t 


-4-  YZ—  (Xo  -+-  ^,  -4-  /'  ^a  4- .  .  .  +  Z*^'  ^„-,)* 
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des  m  variables  X fi ^  ^iv»  ^m-i  «^  dans  laquelle  t  dé- 
signe une  indéterminée  réelle  ^  si,  par  une  substitution 
réelle,  on  ramène  la  fonction  f  à  une  somme  de  carrés 
de  fonctions  linéaires  réelles,  le  nombre  des  carrés 
affectés  de  coefficients  positifs  sera  égal  au  nombre  des 
couples  de  racines  imaginaires  de  V équation  F  (2)  =  o, 
augmenté  du  nombre  des  racines  réelles  supérieures  à  t. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  au  n°  2o9,  Tinvanant  de  la  fonc- 
tion/*  n'est  pas  nul,  et  si  l'on  désigne  parXo,  X,,...,  X„_i 
m  nouvelles  variables,  les  équations 

Xo  -4-  aXy  -h  û'  JTj  -h  .  .  .  -4-  û""*  Xjn—\  =  Xo, 


pourront  être  résolues  par  rapport  aux  variables  o:^  en 
substituant  ces  valeurs,  l'expression  de/* deviendra 

(3)    /=-^x'-4-^x;4-...4-— !-X^  . 

^'  fl  —  f»        b  —  t     ^  l—  t     ""-' 

Si  toutes  les  racines  a,  by  c,...,  /  sont  réelles,  la  substi- 
tution (2)  sera  également  réelle,  et  on  voit  que,  dans  la 
formule  (3),  le  nombre  des  carrés  .affectés  de  coefiScienls 
'  positifs  est  précisément  égal  au  nombre  des  racines  qui 
sont  plus  grandes  que  t.  D'ailleurs,  toute  autre  substitu- 
tion, réduisant/* à  une  somme  de  carrés,  donnera  le  même 
nombre  de  coefficients  positifs  (n°  254)  -,  donc  le  théorème 
énoncé  se  trouve  établi,  dans  le  cas  où  les. racines  a, 
i, . . . ,  /  sont  toutes  réelles. 

Si  les  racines  a,  2^,  c, . . . ,  /ne  sont  pas  toutes  réelles, 
la  substitution  (2)  ne  sera  plus  réelle,  mais  il  est  facile 
d'en  déduire  une  autre  qui  le  soit.  Car,  supposons  que  a 
et  b  forment  un  couple  de  racines  imaginaires  conjuguées, 
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et  que  l'on  ait 

a  =  r(cosa  H-  V^ — i  sina),      h  =:  r(cosa  —  ^ — i  sina)  ; 

aux  indéterminées  Xo  et  Xi  substituons-en  deux  antres  Y^, 
Yj  telles,  que 

Il  est  évident  que  les  deux  premières  des  équations  (a) 
seront  équivalentes  aux  deux  suivantes  : 

jT^  -f-  rx,  cosa  H-  H  x^  cos  2  a  H- ...  H-  r"-*  x^—i  ces  {m  — 1)7.=:  Yo, 
rxi  sina-f-  r^arjsin  2aH-...-f-r'"""*  J7fl,— 1  sin  (m  —  i)a==  Yi, 

lesquelles  ne  renferment  que  des  quantités  réelles.  On 
opérera  de  la  même  manière  pour  chaque  couple  de  ra- 
cines imaginaires,  et  il  est  évident  que  la  substitution  (2) 
deviendra  réelle  par  le  simple  changement  de Xo,Xi, etc., 

en  Yo  4-  Yi  y/^^,  Yo  —  Yj  sT^,  etc. 

Les  deux  racines  imaginaires  conjuguées  a  et  b  donne- 
ront dans /*  la  partie 

^^  (Y.  +  Y,  v'~)' +  ^,  (Y,  -  Y.  V— )'; 

Findéterminée  t  étant  réelle,  posons 

z=:  p  (cos(p.-f-  V'-— ïsiny),     7 =:p(cosy —  v^ — I  sin<j)), 

la  partie  de  f  que  nous  considérons  deviendra 

p  r^cos|  +  v/~sin  1^  (y,  -h  Y,  /=^)]* 

-h  p  [(ces  I  -  v^ZTsîn  l^  (Yo  ~  Y,  s/~)'^. 
OU  bien 

2p  (  Yocos  -  —  Yt  sin  -  j   —  ap  |  Y^  sin  -  -h  Yf  cos  -  )  ? 
ce  qui  montre  que,  par  notre  substitution,  deux  racines 
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imaginaires  conjuguées  introduisent  dans  f  deux  carrés 
dont  Tun  est  aflecté  d'un  coefficient  positif  et  l'autre  d'un 
coefficient  négatif. 

On  peut  donc  conclure  que  toute  substitution  réelle  qui 
ramènera  f  à  une  somme  de  carrée  de  fonctions  réelles 
introduira  autant  de  carrés  affectés  de  coefficients  positifs 
qu'il  y  a  d'unités  dans  le  nombre  des  racines  imaginaires 
de  Téquaiion  F  (2)  =0,  augmenté  du  nombre  des  racines 
réelles  supérieures  à  ^  ^  ce  qui  est  précisément  le  théo- 
rème énoncé. 

Corollaire.  —  Si  Von  désigne  par  [t)  le  nombre 
total  des  catrés  affectés  de  coejfficients  positifs  dans 
la  fonction  f  le  nombre  des  racines  de  V équation 
F  (2)  =  0  comprises  entre  deux  nombres  donnés  t^  et 
ty  ]>  ^0  sera  égal  à  [t^)  —  (tj). 

Car,  si  l'on  désigne  par  No  le  nombre  des  racines  supé- 
rieures à  foî  par  N,  le  nombre  de  celles  qui  sont  supé- 
rieures à  /i,  et  par  2I  le  nombre  des  racines  imaginaires, 
on  aura,  par  le  théorème  précédent, 

(r.)==N.-l-I,     (ro)=:=No-hl, 
d'où 

261 .  Le  théorème  de  Sturm  peut  être  regardé  comme 
un  corollaire  du  précédent  théorème.  En  effet,  les  quan- 
tités Aq,  Al). . .,  A„_i  étant  définies  comme  au  n^  259, 
la  fonction /"  peut  être  mise  sous  la  forme 

=  A,  X, -f- -  X, -t- . . . -t- -— X__.  ; 

le  nombre  désigné  par  [t)  exprime  donc  combien  il  y  a  de 
quantités  positives  dans  la  suite 

Ao      A,      A,  A;„_, 

— ,    — ,    — ,...,    • 

I       Ac      A,  A„«, 
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'  Nous  avons  donné  au  n°  259  les  expressions  des  inva- 
riants A^_  ,  et  l'on  voit,  eu  se  reportant  à  ces  expres- 
sions et  au  théorème  de  M.  Sylvester,  que  si  l'on  désigne 
par  Vi  la  dérivée  du  polynôme  Y  =  F[t),  et  par  Vj, 
V3,.  .  . ,  V,„  les  restes  changés  de  signe  que  Ton  déduit 
de  V  et  Vi,  par  l'opération  du  plus  grand  commun  divi- 
seur, on  a 


A. 

V, 

V 

A, 
A, 

V, 

V.' 

A, 

A, 

V3 

V/- 

•   •  J 

àn,-{ 

y  m     . 

• 

t 

àm-i 

v„_.' 

donc  le  nombre  [t)  exprime  aussi  combien  il  y  a  de  quan- 
tités négatives  dans  la  suite 

V,      V,     V3  V. 

et  il  est  égal,  en  conséquence,  au  nombre  des  variations 
contenues  dans  la  suite 

V     V       V  V 

On  conclut  de  là  que  le  nombre  des  variations  perdues 
par  la  suite  précédente,  quand  on  passe  de  t=:to  à 
t=ti'^toy  est  égal  au  nombre  des  racines  de  l'équa- 
tion V  =  o  qui  sont  comprises  entre  îq  et  ij,  ce  qui  est 
précisément  le  théorème  de  Sturm.  La  démonstration 
nouvelle  de  ce  célèbre  théorème  est  bien  remarquable, 
car  on  n'y  emploie,  comme  le  remarque  M,  Hermite, 
aucune  considération  dé  continuité. 

262.  J'arrive  maintenant  à  la  méthode  pratique  donnée 
par  M.  Hermite  pour  déterminer  le  nombre  représenté 
par  le  symbole  (t).  D'après  ce  qui  précède,  il  suffira,  pour 
remplir  cet  objet,  de  ramener  à  une  somme  de  carrés,  pat 
une  substitution  réelle  quelconque,  la  fonction  désignée 
par  y  et  que  nous  savons  former. 
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Soient,  comme  précédemment, 

a,    b ^   c, . . . ,    / 

les  m  racines  de  Téquation  proposée 

si  Ton  fait,  pour  abréger, 

Fexpression  de  la  fonction /"sera 

a  —  t       o  —  /  /  —  t 

Désignons  par 

de  nouvelles  indéterminées,  et  posons 

<D(z)  =  Xo-f-zXi  H-z^X,  H-.  .  . -4=- z"»- '  X«__, . 

Nous  ferons  en  premier  lieu  la  substitution  propre  à 
rendre  identique,  relativement  à  l'indéterminée  z,  l'équa- 
tion 

en  égalant  entre  eux  les  coefficients  des  mêmes  puissances 
de  2,  on  formerait  les  équations  nécessaires  pour  expri- 
mer les  variables  x  en  fonction  des  variables  X.  Mais  ce 
calcul  ne  nous  est  pas  utile,  et  il  suffit  de  remarquer  qu'en 
remplaçant  z  par  chacune  des  racines  a,  i,...,  /,  l'équa- 
tion précédente  nous  donne 

La  fonction  y  définie  par  l'équation  (2)  se  changera  dès 
lôrs  en  une  fonction  ^des  nouvelles  variables,  et  on  aura 
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Cette  première  transformation  étant  effectuée,  nous  en 
ferons  une  seconde  définie  par  les  équations  suivantes,  où 
^09  -^iv*'?  ^.n  <lésignent  les  nouvelles  variables, 


(4) 


Xi  =  2fl,_2  -f-  Pi  2,„_3 
Xj  =:  2/n— 3  H"  Pi  2jii— 4 


/'j  ^m— 3  "1"  •  •  •  ~f"  Pm—l  ^0  y 

•  •  •     •- /?m— 2  ^0 > 

•  •  •  ~r"  Pm — 3  ^0  5 


Xffi— a  —  ■^i  -h  ^1  Zq» 
V  ^ 


Le  quotient  de  F  (z)  par  z  —  a  est  évidemment 


rW— I 


a 


rm—2 


-^  Pi 

-hpiO 


a' 


z' 


w— 3 


•  •  •  "4-/^/n— 1 


a 


m— l 


«0 


et  si  l'on  remplace,  dans  cette  expression,  les  exposants 
de  z  par  des  indices  de  même  valeur,  on  obtiendra, 
diaprés  les  formules  (4)?  le  résultat  suivant  : 

Xo  +  ûX,  -I-  û»X,  -t-  . .  .  H-  tf'"-'  X™_,, 


c'est-à-dire  ^  («).  D'après  cela,  on  peut  écrire 


FW 


F(z) 


^[a}=:  î        4>(^)=i:  i--,...,        a»  (/)  == 


Z  —  « 


z  — z» 


F(z) 
z— /' 


pourvu  que,  les  divisions  ayant  été  exécutées,  on  remplace 

partout  z^j  z^^  -^'v?  ^'""^  P^'^  -^Tq,  ^i,...,  ^m-i»  Pareille- 
ment on  pourra  écrire 

,,    ,        F(z)     F(z') 
^    '       z  —  a  z'  —  a 

z'  étant  une  indéterminée  à  laquelle  on  doit  appliquer  ce 
qui  vient  d'être  dit  relativement  à  Zy  en  sorte  que,  la  divi- 
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sion  faite,  on  remplacera  touie  puissance  telle  que  z''^ 
par  z^. 

D'après  cela,  la  formule  (  3  )  deviendra 

F(z)    F{«') 


^=2(«-o 


a  z 


le  signe  2  se  rapportant  aux  racines  «,  i,...,  /.  Dans 

cette  formule  symbolique,  le  second  membre  est  une  fonc- 
tion entière  des  variables  z  et  ^5  on  peut  Técrire  de 
diverses  manières,  et  le  résultat  définitif  sera  toujours 
exact,  quand,  la  fonction  §  ayant  été  ordonnée  par  rapport 
à  z  et  à  z\  on  remplacera  les  puissances  z\  z'^  par  z,-,  z^ 
respectivement.  Cela  étant,  on  a  successivement 


a  —  t 


î 


^  =  F  (z)  F  [z')  y %j-i 

^    '     ^    ^  jLà[z—  a)[z'  —  a) 

^  V[z)Y(z')   /y   t—z  __  y  r—z' 
~      z  —  z'       \2d  z  —  a        Zà^  —  a 

On  a  d'ailleurs 

donc  on  a  définitivement 

^  Z  ^ 

expression  de  laquelle  ont  disparu  les  racines  a,  £,  c,...« 
Donc,  pour  avoir  le  nombre  représenté  par  (^),  il  suf- 
fira de  mettre  le  second  membre  de  Téquation  (5)  sons 
la  forme  d^un  polynôme  ordonné  par  rapport  aux  puis- 
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sauces  de  z  et  de  JZ^  On  remplacera  ensuite  chaque 
puissance  z^  ou  z''  par  Zi  et  on  obtiendra  la  fonction 
homogène  ê^  qu'on  ramènera  à  une  somme  de  carrés  par 
la  méthode  connue;  le  nombre  des  carrés  affectés  de 
coefficients  positifs  sera  précisément  (t). 

Lorsqu'on  veut  avoir  le  nombre  des  racines  de  Téqua- 
tion  F  (z)  =  o  comprises  entre  deux  limites  ^oi  ^i  données 
numériquement,  il  conviendra  le  plus  souvent,  pour  ob- 
tenir les  nombres  (^o)  et  (ii),  d'opérer  sur  les  expressions 

•  > 

(A,  —  z)F'(z)F(z')  — (7.  — a')F'(a')r(z) 

_  __  , 

(t,  —  z)  F'  (z)  F  (z')  -  (/,  —  z'  )  F'  {z')  F  (a) 
__j , 

dont  les  coefficients  sont  tous  numériques,  et  non  pas  sur 
l'expression  générale  qui  contient  l'indéterminée  t. 

Exemple.  Supposons  qu'on  demande  le  nombre  des 
racines  de  l'équation 

z*  —  3z  -h  I  =:  G, 

qui  sont  comprises  entre  o  et  i. 

On  a,  dans  ce  cas,  en  faisant  abstraction  du  facteur  3, 

'  {t^z]  iz'—l)  {z'»— 3z'-f-l)  —  (t—z')  (z^—\)  (3'— 32-I-I) 

^== ^ ^^-—J- , 

et  cette  formule  symbolique  donne  la  formule  exacte 

.f  =  t{ — ,3zJ — 4^?  —  3j  -f-  23oZ,  -H  IZ^Zi) 

Si  Ton  fait  successivement  «  =  o,  z  =  i,  on  obtient  les 
deux  fonctions  homogènes 

Zj— Zj  — 2ZoZî-f-4«|2l  =  (2o— 3|)'  — (2|— •2Z,)^+32j, 
—  2Z;-- SzJ— Z^-t-2!Z,  So-+-43i22—  -~"(*ï— 2  2|)'— (^t^^o)'— «J. 

I.  38 
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Il  y  a  deux  carrés  affcclës  de  coefficients  positifs,  dans 
la  première  de  ces  fonctions,  tandis  qu^il  n*j  en  a  aucun 
dans  la  seconde;  donc  l'équatioB  proposée  a  deux  racines 
eonaprises  entre  o  et  i. 

On  doit  remarquer  aussi  que  si  Ton  donne  à  t  une 
valeur  |)OsitiveinGninient  grande^  la  fonction  é  divisée 
par  t  se  rédnira  au  polyn6me 

lequel  peut  être  mis  sous  la  forme 

Comme  on  n^obtient,  dans  ce  cas,  aucun  carré  affecié 
de  coefficient  positif,  le  nombre  des  racines  supérieures 
k  Tinfini  augmenté  du  nombre  des  couples  de  racines 
imaginaires  se  réduit  à  zéro.  On  peut  donc  reconnaître, 
par  ce  simple  calcul,  que  l'équation  proposée  a  toutes  ses 
racines  réelles» 


*—* 
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CHAPITRE  V. 

DÉVELOPPEMENTS  RELATIFS  A  LA  THÉORIE 

De  L'ÉLIMINATION. 


Des  fondions  sjmctnques  et  rationnelles  des  solutions 
communes  à  plusieurs  équations. 

263.  Nous  avons  exposé  dans  le  Cbapîire  P*"  une  mé- 
ihode  fondée  sur  la  théorie  des  fonctions  symétriques, 
pour  l'élimination  d'une  inconnue  entre  deux  équations^ 
et  nous  en  avons  déduit  pour  ce  cas  particulier  la  démons- 
tration du  théorème  de  Bezout  relatif  au  degré  de  l'équa- 
tion finale.  On  peut  établir  ce  théorème  dans  toute  sa  gé- 
néralité en  suivant  la  marche  indiquée  par  Poisson  dans 
le  XP  cahier  du  Journal  de  V Ecole  Polytechnique, 
Nous  commencerons  par  étendre  au  cas  d'un  nombre 
quelconque  d'équations  la  méthode  d'élimination  par  les 
fonctions  symétriques,  précédemment  exposée  pour  le  cas 
de  deux  équations  seulement.  Cette  extension  repose  sur 
la  considération  des  fonctions  symétriques  des  solutions 
communes  à  plusieurs  équations,  fonctions  dont  nous 
allons  d'abord  nous  occuper. 

Pour  éviter  les  difficultés  que  peuvent  présenter  les  cas 
particuliers,  nous  ne  raisonnerons  ici  que  sur  des  équa- 
tions générales  dont  les  coefficients  demeurent  indéter- 
minés. ^ 

264.  Cas  de  deux  éqdations.  —  Soient  deux  équations 

38. 
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entre  les  deux  inconnues  x  etjTy  et 

les  systèmes  de  solutions  communes  h  ces  deux  équations. 
On  nomme  fonction  symétrique  de  ces  solution»  com- 
munes toute  fonction  qui  ne  change  pas  de  valeur  quand 
on  y  permute  les  groupes  (j^ij^i),  (jCt/t)»  etc.,  les  uus- 
dans  les  autres^  nous  considérerons  seulen^nt  les  fonc- 
tions  symétriques  rationnelles.  Une  fonction  de  cette 
espèce  est  toujours  exprimable  rationnellement  par  les 
coefficients  des  équations  proposées. 

Par  un  raisonnement  tout  semblable  à  celui  que  nous 
avons  fait  au  sujet  des  fonctions  symétriques  des  racines 
d'une  équation  à  une  inconnue,  on  fera  voir  que  la  déter- 
mination d'une  fonction  rationnelle  et  symétrique  des 
solutions  (jCij^i),  (j^t  Jî)ï  etc,  se  ramène  à  celle  de  fonc- 
tions symétriques  entières,  homogènes,  et  dont  les  diffé- 
rents termes  se  déduisent  les  uns  des  autres,  en  changeant 
les  indices  des  lettres  x  et  y  y  mais  sans  changer  leurs 
exposants.  Les  fonctions  symétriques  auxquelles  on  est 
ainsi  ramené  seront  dites  simples  ou  du  premier  ordre, 
doubles  ou  du  deuxième  ordre,  etc.,  suivant  que  chacun 
de  leurs  termes  contiendra  les  lettres  d'un,  de  deux,  etc., 
groupes  (oTi/,),  (^iJ^j)»  ^^c*  La  forme  générale  des 
fonctions  simples  sera 

l  «/   I       '  2  .^  1        '  «  ^  «  > 

ponq  pouvant  être  nul.  Nous  représenterons  une  pareille 
fonction  par\^x^;^^,^  La  forme  des  fonctions  doubles 
sera 

œ^ y'^x^  y     -4-  x^  j'^x^  >  '^  -f- 


É     •     • 
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tioQs  la  représenterons   par  ^.x^yjx^yf^  et  ainsi  de 

suite. 

Voici  la  méthode  donnée  par  Poisson  pour  calculer  la 

fonction  simple  \^  -^f  J' f  • 

Désignons  par  t  une  nouvelle  variable,  par  a  une  indé- 
terminée^ et  posons 

f  z=  j:  -4-  a  j,      d'où     x  z=z  t  —  a  r  ; 

«n  substituant  cette  valeur  de  x  dans  les  équations  pro- 
posées, celles-ci  deviennent 

et,  en  éliminant^,  on  a  une  équation  finale  en  t^ 

^  (/,  a)  —  o, 

<|ui  contient  dans  ses  différents  termes  Tiadéterminée  ot. 
Cette  équation  en  f  a  po|Lir  racines 

et  elle  est,  par  conséquent,  du  degré  «.  D'ailleurs,  la 
somme  des  puissances  semblables  de  degré  fz  des  racines  de 
l'équation  en  t  peut  s'exprimer  rationnellement  (n^  171  ) 
par  les  coefficients  de  cette  équation,  c'est-à-dire  en  fonc- 
tion de  a  et  des  coefficients  des  équations  proposées.  On 
aura  donc 

=  Ao  -f-  A|  a  -f-  Aja^  -+-••., 

formule  où  A«,  Ai,  etc.,  désignent  des  quantités  connues 
et  exprimées  rationnellement  par  les  coefficients  des  équa- 
tions proposées.  Celte  équation  ayant  lieu  quel  que  soit  a , 
les  coefficients  des  m4mes  puissances  de  a  doivent  être 
égaux  dans  les  deux  membres,  et  il  en  résulte  cette  suite 


d'égalités  : 

.rf  +  jrf  -f- .  .  .  +  jr'*  =  A«, 


rr+/r+---+rr=A„. 


qui  feront  connaître  les  fonctions  simples  \^a:^j'"^  de  degré 

Le  calcul  des  fonctions  doubles,  triples,  etc.,  peut  ôlre 
exécuté  de  la  même  manière  que  dans  le  cas  des  fonctions 
symétriques  ordinaires.  Par  exemple,  pour  avoir  la  fonc- 
tion double  5j^r^?"^a  J^2  »  ^^  multipliera  ensemble  les 

deux  fonctions  simples  ^.x^^  j\  et  2^i  ^!  '  '®  produit 

se  composera  de  la  fonction  simple^  xf''^^  jrf  et  de  la 
fonction  double  qu^on  veut  trouver.  On  aura  donc 

Seulement,  il  faudrait  ne  prendre  que  la  moitié  de  celte 
valeur,  si  Ton  avait  à  la  fois  p'  =  ^,  </'  =  çr. 

Les  fonctions  triples,  etc.,  se  calculeront  d*une  manière 
analogue. 

Ce  qui  précède  suffit  pour  établir,  comme  nous  l'avions 
annoncé,  que  les  fonctions  symétriques  et  rationnelles  des 
solutions  communes  à  deux  équations  peuvent  s*exprimer 
rationnellement  par  les  coefficients  de  ces  équations,  et 
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l^on  volt  que  leur  détermination  exige  seulement  rélimi<^ 
nation  d^un^  inconnue  entre  deux  équations^ 

26S.  Cks  d'un  nombue  <QiJEL<:oif<^UE  d'équations,  — 
La  même  méthode  s'applique  à  un  nombre  quelconque 
d'équations.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de 
trois  équations  à  trois  inconnues 

/(a:,  /,  S)=:0,.      F{rf-,  J,  5)  =rO,       «J»(x,  /,  2  )  =  O  , 

«t  soient 

les  systèmes  de  solutions  communes  à  ces  trois  équations. 
Conservant  la  classiGcation  que  nous  avons  adoptée  des 
diverses  fonctions  symétriques,  la  forme  générale  des 
fonctions  simples  sera 

DOT,         P     9     T  par 

celle  des  fonctions  doubles  sera  , 


*; 


Y    z     X      Y     Z     -h 


et  ainsi  de  suite.  Et  c'est  à  la  détermination  des  pre^ 
mières  que  se  ramène  celle  de  toute  fonction  symétrique 
et  rationnelle. 

Désignant  par  t  une  nouvelle  variable,  par  a  et  6  deux 
indéterminées,  nous  poserons. 

/  =  j:4- aj  4-6;5,     d'où     x:=it — cny — 6z. 

Ayant  substitué  cette  valeur  de  x  dans  les  équations  pro- 
posées, nous  éliminerons  y  ox  z\  nous  obtiendrons  ainsi 
une  équation  finale  en  f ,  * 

•{»(^  c*,  6)  =  0, 
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contenant  les  indéterminées  et  et  6,  et  dont  les  racines 
seront 

La  somme  des  puissances  |!a'*'""  de  ces  racines  pourra  s'ex- 
primer rationnellement  par  les  coefficients  de  réqualion 
en  tj  c'est-à-dire  en  fonction  des  indéterminées  a  et  ê 
et  des  coefficients  des  équations  proposées.  On  aura  ainsi 
une  équation  de  la  forme 

où  le  coefficient  A^^,.  désigne  généralement  une  quantité 
connue.  Le  signe  sommatoire  S  du  premier  membre  s'é- 
tend aux  n  racines  de  l'équation  en  t,  celui  du  second 
membre  n  toutes  les  valeurs  de  {f  et  de  r,  telles  que 

q  -h  r=i     ou     <C  f*. 

En  posant  p  =  uL  —  rj  —  r,  et  égalant  les  coefficients  de 
«^  6''  dans  les  deux  membres,  on  aura 

(1.2.  ../>)  (I  .2.  .  .7)  (I  .•?.,.. r)  ^     i  -^i   *•  ^''•' 

c'est  la  formule  qui  fera  connaître  les  fonctions  simples. 

Pour  former  les  fonctions  doubles,  triples,  etc.,  on  pro- 
cédera comme  dans  le  cas  de  deux  équations.  La  forme 
du  calcul  est  la  même,  et  Ton  voit  qu'en  général  les  fonc- 
tions symétriques  et  rationnelles  des  solutions  communes 
à  plusieurs  équations  s'exprimeront  toujours  rationnelle- 
ment par  les  coefficients  de  ces  équations. 

Il  faut  remarquer  que  la  détermination  des  fonctions 
symétriques  des  solutions  communes  à  trois  équations 
exige  l'élimination  de  deux  inconnues  entre  trois  équa- 
tions, et  généralement  la  détermination  des  fonctions  sy- 
métriques des  solutions  communes  à  h  équations  exige 
l'élimination  de  A  —  v  inconnues  entre  h  équations. 
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Extension  de  la  méthode  d'élimination  par  les  fonc-- 
fions  symétriqueSy  au  cas  d'un  nombre  quelconque 
d'équations. 

266.  La  méthode  que  nous  allons  exposer,  d'après 
Poisson,  donne  le  moyen  d'éliminer  k  —  i  inconnues 
entre  k  équations,  lorsqu'on  sait  éliminer  k  —  2  incon- 
nues entre  k  —  i  équations,  et,  par  conséquent,  cette 
méthode  ramène  tous  les  cas,  en  dernière  analyse,  à  Téli- 
mination  d'une  inconnue  entre  deux  équations. 

Pour  fixer  les  idées,  nous  considérerons  quatre  équa- 
tions seulement,  entre  quatre  ou  un  plus  grand  nombre 
d'inconnues  ;  mais  on  verra  sans  peine  que  notre  raison- 
nement est  général  et  qu'il  s'appliquerait  sans  modifica- 
tion au  cas  d'un  nombre  quelconque  d'équations. 

Soient  donc  les  quatre  équations 

/(.r,  r,  2,  1/,...)  —  o, 

f{^^  y  s  2,  «,. .  .)=zo, 

*  (-^j  y  y  2»  «,. . .)  —  O, 

entre  quatre  ou  un  plus  grand  nombre  d'inconnues  x,  y^ 
z.  M,  etc.,  et  proposons-nous  d'éliminer  trois  inconnues, 
x^y^  z  par  exemple,  entre  ces  équations. 

Considérons  en  particulier  les  trois  premières  des  équa- 
tions (i), 

FC-^j  r>  «»  «,...) m O, 

?(-^>  J>    2,    1/,.  .  .)=zO, 

et,  regardant  or,  y^  z  comme  fonctions  des  autres  varia- 
bles u,  etc.,  désignons  par  ^ 

(•'^ij  J'ij    2|)>       K^i^  y-it   «a)?-  •  •  9       ('i'/o  yny   S«; 
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les  n  systèmes  de  solutions  communes  aux  équations  (2). 
Cela  posé,  remplaçons  (x^y^  z)^  dans  la  quatrième 
des  équations  (1),  successivement  par  chacun  de  ces 
n  systèmes,  et  désignons  par  V  le  produit  des  résultats 
ainsi  obtenus,  en  sorte  qu^on  ait 

(3)  V=:4>(2r„jr„2,,ff,...)*(x„j„z„a,,..)...<l»(«»%r«»2««i---); 
Téquation 

(4)  v  =  o 

sera  l'équation  finale  résultant  de  Télimination  de  x,  j 
et  z  entre  les  équations  (i),  car  cette  équation  (4)  exprime 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  équa- 
tions (i)  admettent  un  système  (x^  y,  z)  de  solutions 
communes.  D'ailleurs  V  est  une  fonction  symétrique  et 
entière  des  solutions  communes  aux  équations  (a);  on 
pourra  donc  l'exprimer  rationnellement  par  les  quan- 
tités indépendantes  de  .r,  y^  z  qui  entrent  dans  les  équa- 
tions (i).  Pour  cela,  désignant,  comme  précédemment, 
par  t  une  nouvelle  variable,  par  a  et  S  deux  paramètres 
indéterminés,  nous  poserons 

f  =  x-+- a^H- 6z,      d*où     x  =  e — ajr — 825 

en  substituant  cette  valeur  de. r  dans  les  équations  (2),  on 
aura  les  trois  suivantes  : 

I/(r  — a^  —  êz,  j,  z,  a,...)z=o, 
F  (t  —  OLf  —  ^z,  y,   2,   «,.  ..)==:o, 
,     (p(f  —  a/  — §3,  J,   z,    a,..  .)z=:0, 

entre  lesquelles  il  faudra  éliminer  y  et  z.  C'est  donc  à 
l'élimination  de  deux  inconnues  entre  trois  équations  que 
nous  ramenons  l'élimination  de  trois  inconnues  entre 
quatre  équations.  L'équation  finale  en  t  qui  résulte  de 
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l'élimination  dey  et  de  z  entre  les  équations  (5)  aura  pour 
racines 

et  son  degré  sera  égal  à  n.  Supposons  cette  équation  for- 
mée, et  ordonnons-la  par  rapport  à  t  ;  elle  sera 

pli  Pi't  ^tb.,  étant  des  fonctions  rationnelles  de  r/,  etc., 
qui  contiennent  aussi  les  paramètres  ce.  et  6.  Celte  équa- 
tion (6)  servira,  comme  nous  l'avons  vu  précédemment, 
à  calculer  les  diverses  fonctions  symétriques  des  solutions 
communes  aux  équations  (2),  dont  l'expression  de  V  est 
composée,  et  le  problème  sera  enfin  résolu. 

Cette  méthode  conduit,  dans  les  applications,  à  des 
calculs  ^'une  longueur  rebutante^  mais  nous  allons  en 
conclure  aisément  une  démonstration  nouvelle  du  théo- 
rème de  Bezout,  relatif  au  degré  de  l'équation  finale,  ce 
qui  est  l'objet  principal  que  nous  avions^ en  vue. 

Tliéorème  de  Bezout  sur  le  degré  de  V équation  finale, 

267.  D'après  ce  qui  précède,  n  étant  le  nombre  des 
solutions  communes  [x^j^  z)  aux  équations  (2),  on  ob- 
tiendra une  équation  finale  du  même  degré  n  en  élimi- 
nant deux  inconnues  quelconques  entre  les  équations  (2). 
Cela  est  d'ailleurs  évident  à  priori^  car,  à  cause  de  la 
généralité  que  nous  supposons  aux  équations ,  tout  est 
semblable  par  rapport  à  a:,  j^  z^  u,  etc.  Toutefois,  il  est 
important  de  faire  cette  remarque,  parce  que  le  contraire 
pourrait  avoir  lieu  si  l'on  attribuait  aux  coefficients  des 
valeurs  particulières. 

Lemme.  —  Si  n  désigne  le  degré  de  V  équation  finale 
qui  résulte  de  V élimination  de  deux  inconnues  entre  les 
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trois  premières  des  équations  (i),  et  m  le  degré  de  la 
quatrième  équation  (i)^  le  degré  de  V équation  finale 
résultant  de  V élimination  de  trois  inconnues  entre  les 
quatre  équations  (i)  est  au  plus  égal  à  mn. 

L*équation  (6),  qui  résulte  de  rëlîmination  de-/etz 
entre  les  équations  (5),  étant  du  degré  ;i,  les  coefficieDts 
Pif  Pu  etc.,  sont  des  fonctions  entières  de  u,  etc.,  dont 
la  première  est  au  plus  du  premier  degré,  la  deu'xième  du 
deuxième  degré,  etc.  Cela  posé,  la  somme  des  puissances 
semblables  de  degré  /a  des  racines  de  Téquation  (6), 

c'est-à-dire  ^  (jCj  -+-  uy^  4-  êzt)'*?  peut  s'exprimer  sous 

forme  entière,  en  fonction  des  coefficients  pi,  p^,  etc., 
par  une  formule  qui  est  au  plus  du  degré  /x  par  rapport 
k  Up  etc.;  donc,  une  fonction  symétrique  simple,  telle 

que  ^.x^^j]  z\^  de  degré  /7  4- ^y-f- r  =  u,  s^expriraera 

par  une  formule  qui  sera  elle-même  au  plus  de  ce  degré  /i, 
par  rapport  à  i/,  etc.  Il  résulte  de  là,  et  du  mode  géné- 
ral suivant  lequel  les  fonctions  symétriques  et  entières 
les  plus  compliquées  se  forment  à  Taide  des  fonctions 
simples,  que  toute  fonction  symétrique  et  entière  du 
degré  \l  des  solutions  communes  (j:i,j^i,  -Sj),  etc.  aux 
équations  (a)  s'exprimera  par  une  formule  entière  qui 
sera  au  plus  du  degré  (ix  par  rapport  à  «,  etc.  Or,  cha- 
cun des  termes  de  l'expression  de  V,  donnée  par  Téqua- 
lion  (3),  est  le  produit  de  puissances  de  m,  etc.,  dont 
les  exposants  ont  une  somme  mn  —  (ix  inférieure  à  m«, 
par  une  fonction  symétrique  entière  de  degré  p  des  solu- 
tions communes  (j:i,  j^,,  Zj),  etc.,  aux  équations  (a). 
Donc,  enfin,  chacune  de  ces  parties  de  V  s'exprimera  par 
une  formule  qui  sera  au  plus  du  degré  mn  par  rapport 
à  u,  etc.,  et,  par  suite,  l'équation  V  =  o  sera  au  plus  du 
degré  m/t. 
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On  pourrait  faire  à  la  démonstration  précédente  Tob- 
jection  que  voici  :  Le  raisonnement  suppose  que  Us 
coefficients  p^y  p^,  etc.,  sont  entiers  par  rapport  aux 
variables  m,  etc.,  ou,  en  d'antres  termes,  que  l'équa- 
tion (6),  qui  est  du  degré  n  par  rapport  à  chacune  des 
variables  t,  m,  etc.,  est  de  ce  même  degré  par  rapport 
à  toutes  les  variables.  Or  cela  n'est  pas  tout  à  fait  évident, 
quoique  les  équations  (i)  ou  (5)  soient  supposées  cha- 
cune la  plus  générale  de  son  degré.  Voici,  ce  me  semble, 
la  manière  Ja  plus  simple  de  lever  cette  objection.  Si 
quelques-uns  des  coefficients  ^i ,  ;72 ,  etc.,  étaient  frac- 
tionnaires, quelques-unes  des  racines  /  de  l'équation  (6) 
deviendraient  infinies  pour  certaines  valeurs  finies  des 
variables  u,  etc.  Or  je  dis  que  cela  ne  peut  avoir  lieu, 
tant  qu'on  laisse  indéterminés  les  coefficients  des  équa- 
tions (a)  ou  (5),  et  il  suffit  évidemment,  pour  justifier 
cette  assertion,  de  citer  un  cas  où  cela  ne  soit  pas.  Sup- 
posons qu'on  donne  aux  coefficients  des  équations  (p)  des 
valeurs  telles,  que  chacune,  restant  du  même  degré,  se 
décompose  en  facteurs  linéaires  de  la  forme 

f  -f-  ^rr  -h  £»J8  -4-  ca  -h .  . .  -f-  /  : 

on  pourra  exprimer  chacune  des  racines  t  de  l'équation 
finale  relative  à  ces.  équations  particulières,  en  fonction 
de  M,  etc.,  par  les  formules  qui  servent  à  la  résolution 
des  équations  du  premier  degré;  et  ces  valeurs  de  f,  étant 
évidemn^ent  delà  forme  g""  -f- •  •  •  H- /,  ne  pourront  de- 
venir infinies  pour  des  valeurs  finies  de  u,  etc. 

On  déduit  aisément  du  lemme  qui  précède  la  démons- 
tration  du  théorème  de  Bezout. 

Théorème.  —  Le  degré  de  V équation  Jinale  qui  ré- 
sulte de  V élimination  de  h  —  i  inconnues  entre  k  équa- 
tions est  égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations. 
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Soient,  en  effet, 

l»i,    Wa,    '"j,  •  .  .  ,    /"* 

les  degrés  des  h  équations.  Le  degré  de  Téquation  finale 
qui  résulte  de  l'élîminalion  d'une  inconnue  entre  les  deux 
premières  sera  égal  à  m^m, ,  ainsi  que  nous  Tavons 
établi  au  n**  186  :  donc,  d'après  le  lemme  qui  précède,  si 
l'on  élimine  deux  inconnues  entre  les  trois  premières 
équations,  le  degré  de  l'équation  finale  sera  au  plus 
myrrii  X  ^8«  ou  m^ni^mi ;  de  même,  si  l'on  élimine  trois 
inconnues  entre  les  quatre  premières,  le  degré  de  Téqua- 
tion  finale  sera  au  plus  nixfu^nii'X.nii,  ou  mim^mzm^. 
Et  Ton  voit,  vn  continuant  ainsi,  que  le  degré  de  l'équa- 
tion finale  qui  résulte^de  l'élimination  de  k —  i  incon- 
nues entre  les  k  équations  sera  au  plus  égal  au  produit 
des  degrés  de  ces  équations. 

On  peut  ajouter  que  le  degré  de  l'équation  finale  sera 
précisément  égal  à  ce  produit,  si  les  équations  propo- 
sées sont  chacune  la  plus  générale  de  son  degré,  comme 
nous  l'avons  supposé.  On  s'en  assure  aisément  en  consi- 
dérant un  système  de  k  équations  décomposablcs  chacune 
en  facteurs  linéaires,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait  au 
n"  71 . 

Développement  dUine  Jonction  algébrique  implicite 
en  séné  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes 
de  sa  variable. 

268.  Les  recherches  que  je  vais  exposer  ici  font  partie 
d'un  beau  Mémoire  sur  l'élimination^  publié  par  M.  Liou- 
ville  dans  le  tome  VI  du  Journal  de  Mathématiques. 

Soit 

(i)  M(jr,  ^')=:o       ou     M  =  o 

une  équation  du  degré  m  entre  deux  variables  x  et  y.  Si 


SECTION    II.    —    CHÂPITRB    V.  6oj 

cette  équation  est  du  degré  m  par  rapport  à  y,  elle  aura 
m  racines  y,  qui  seront  fonctions  de  Xj  et  que  nous  nous 
proposons  de  développer  suivant  les  puissances  décrois* 
santés  de  x.  En  réunissant  les  termes  de  même  degré,  Té- 
quation  (i)  pourra  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

y 

ou,  en  posant  -  =  u, 

f\  /i ,  /i,  etc.,  désignent  ici  des  polynômes  dont  le  pre- 
mier est  du  degré  m;  les  autres  sont  au  plus  des  degrés 
m —  I,  m — 2^  etc.,  respectivement.  Dans  le  cas  le  plus 
général,  ces  polynômes  sont  précisément  des  degrés  m, 
m  —  I ,  w  —  2,  etc. 

Les  m  valeurs  de  u  fournies  par  Téquation  (3)  sont  des 
fonctions  de  x  qui,  pour  a:  =  oo  ,  se  réduiront  aux  m  ra- 
cines de  Téquation 

(4)  /(a)  =  o; 
on  pourra  donc  poser  généralement 

(5)  a  rz:a  H-  6, 

I  s'annulant  avec-»  Nous  nous  bornerons  au  cas  où  les 

racines  de  Téquation  (4)  sont  inégales,  et,  dans  tout  ce 
qui  suit,  celte  hypothèse  doit  être  maintenue.  Portons 
dans  l'équation  (3)  la  valeur  de  u  tirée  de  (5);  on  aura 

(6)     J:*/(a  -f-  e)  -+-  «^~'/i(a  -1-0  +  ^"'/«(a  -*"  0  H-...=  o . 

Développant   chaque  terme  par  la  formule  de  Taylor, 
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ayant  égard  à  l'équation  (4)>  et  divMant  par  x'!f~\  il  vieat 
/  [(,x)/' (a) +/;(»)] 

faisons  maintenant  or  =  oo  dans  cette  équation,  et  dési- 
gnant par  a!  la  limite  de  bx;  il  vient 

(8)  a'/'(a)-h/.(a)  =  o, 

I»    • 
OU 

Cette  valeur  de  a'  sera  toujours  finie,  car,  par  liypo thèse, 
Téquationy^^a)  =  o  n^a  pas  de  racines  égales. 

Puisque  €X  a.  pour  limite  la  quantité  a!,  dont  nous 
venons  de  trouver  la  valeur,  on  pourra  poser 

d'où 

(lO)  e:T3 1 , 

*  .r  .T 

c'  s*annulant  avec  -•  Par  suite,  la  valeur  (5)  de  m  devient 


a'         ï' 


(il)  W  rr:  a  H H • 

C'est  la  série  dans  laquelle  ii  se  développe,  quand  on  se 

g' 
borne  aux  deux  premiers  termes  ;  -  est  le  reste  corres- 
pondant. 

On  peut  déterminer  la  limite  du  produit  t'x  de  la 
même  manière  que  celle  du  produit  €X.  Si,  en  effet,  on 
porte  dans  Téquation  (7)  la  valeur  de  e,  tirée  de  (10), 
qu'on  multiplie  ensuite  par  Xj  et  qu'on  ait  égard  à  l'é* 
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quaûou  (8),  il  vient 

<.'^)/'(a)  -^  [^/"(«)  +  «'/'.(a)  +/,(«)]  +E  =  0, 

•en  désignant  par  E  une  somme  de  termes  qui  s'annulent 

I       . 
avec  -;  faisant  donc  x  =  oo  ,  et  désignant  par  a''  la  lî- 

mite  de  e'x,  on  a 

<i2)    «"/'(«)  +'[7Î^/''(«)  +  «'A  («)  +/»(«)]  =  o. 

équation  qui  détermine  la  valeur  de  a!' . 

Connaissant  la  limite  a"  du  produit  t'x^  on  pourra 
poser 

g'a;  =  a" -+- e"  ; 

d'où 


œ  s 


<e^  étant  une  nouvelle  quantité  qui  s*évanouit  avec-»  D'à- 
|irès  cela,  la  valeur  (ii)  de  m  devient 

a!        ol"         s" 


X 


"c''est  la  série  qui  exprime  la  valeur  de  u  quand  on  se 
borne  aux  trois  premiers  termes ,  -^  est  le  reste  corres- 
pondant. 

On  pourra  obtenir  ainsi  autant  de  termes  que  Ton  vou- 
dra du  développement  de  m,  et  comme  j  =  ux^  on  aura, 
par  suite,  autant  de  termes  que  Ton  voudra  du  dévelop- 
pement de  /;  on  a,  en  particulier, 

j  =  ajc  +  SX, 
/l5)  j.  =  «x  +  a'-^.', 

r  =  ax  +  c3t'H 1 —  • 

XX 

I.  39 
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La  deuxième  de  ces  trois  formules  comprend  toute  la  théo- 
rie des  asymptotes  rcctilignes;  la  courbe  représentée  par 
l'équation  (i),  où  x  et  jr  désignent  alors  des  coordon- 
nées rectilignes,  a  pour  asymptote  réelle  ou  imaginaire  la 
droite  représentée  par  Téqualion 

(16)  jr  =  aX'\-(xf. 

La  diiïérence  e'  qui  existe  entre  les  coordonnées  de  la 
courbe  et  de  l'asymptote  est  généralement  un  infiniment 

petit  du  premier  ordre  y    en   considérant  -  lui-même 

comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre. 

La  courbe  représentée  par  Féqualion  (i)  admet  aussi 
pour  asymptote  Fhyperbole  que  représente  Téquation 

(17)  ^z=a4?-|-a' -+-  --; 

mais  dans  ce  cas  la  différence  —  des  ordonnées  des  deux 

X 

courbes  est  un  infiniment  petit  du  deuxième  ordre  au 
moins.  La  courbe  (17)  pourrait  être  appelée  asymptote 
du  deuxième  ordre  de  la  courbe  proposée;  et,  conameon 
peut  pousser  aussi  loin  que  l'on  veut  le  développement 
àe  y  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  X,  il  en  résultera  une  infinité  de  courbes  des 
degrés  respectifs  3,  4)  etc.,  et  qui  auront,  avec  la  courbe 
proposée,  un  asymptotisme  de  plus  en  plus  intime. 

On  voit  aisément,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insister 
sur  ce  sujet,  comment  il  faudrait  modifier  la  méthode,  si 
l'équation 

/(«)  =  0 

avait  des  racines  égales,  contrairement  à  l'hypothèse  que 
nous  avons  faite. 
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Formation  de  V équation  finale  qui  résulte  de  Vélimi^ 
nation  d^ une  inconnue  entre  deux  équations  à  deux 
inconnues.  Noui^elle  démonstration  du  théorème  de 
Bezout.  Somme  des  racines  de  V équation  finale. 

269.  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  permet 
de  former  autant  de  termes  que  Ton  veut  de  Péquation 
finale  qui  résulte  de  Télimination  d'une  inconnue  entre 
deux  équations.  Soient  les  deux  équations  générales 

,  .  I  M(x,  j)  =  o, 

^  (  N(x.  r)  =  o, 

des  degrés /n  et  n  respectivement  5  en  réunissant  les  termes 
de  même  degré,  on  pourra  les  écrire  de  la  manière  sul- 
vante  : 

f-i  /î?  /iî  ^^^''  ^^^'  ^^^  polynômes  respectivement  des 
degrés  /w,  m  —  i ,  m  —  2,  eitc.  5  F,  F^,  Fj,  etc.,  des  po- 
lynômes des  degrés  n^n  —  i ,  n  —  2,  etc. 

Soient  j"i,  j^j,...,  y^n  les  valeurs  de  j^  tirées  de  la 
première  des  équations  (1)5  portons-les  dans  le  premier 
membre  de  la  seconde,  et  désignons  par  V  le  produit  des 
résultats  ainsi  obtenus,  de  manière  que  Ton  ait 

(3)  Vr=N(^,r.)iN'K/0---N{x,r»); 

Téquation  finale  qui  résulte  de  Pélimination  de  j^  sera 

V=:o. 

On  calculera  aisément  la  fonction  V,  en  développant  en 
série,  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x^  chacun 

39. 
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de  ses  facteurs,  dont  Tcxpression  générale  est  N  (a:,  j). 
Je  dis  même  que,  si  Ton  ne  veut  connaître  que  le  premier 
terme  de  V,  il  suffit  de  borner  les  séries  dont  nous  par- 
lons à  leur  premier  terme  \  que,  si  Ton  ne  veut  que  les 
deux  premiers  termes  de  Y,  il  suffit  de  connaître  les  deux 
premiers  termes  des  séries,  et  ainsi  de  suite. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  ne  veuille  connaître 
que  le  premier  terme  de  V;  on  a,  en  faisant  comme  pré- 

cëdemmemu  =  ^, 

X 

Posons  aussi,  comme  plus  haut, 

e  étant  une  quantité  qui  s'annule  avec  -)  et  a  une  racine 

X 

quelconque  de  Téquation 

/(«)=o; 


on  aura 


-~^  =  F  (a  +  e)  -4-  -  F,  (a  +  «)  +  ...  , 

Jr*  X 


et  pour  X  =  00 , 


U„.Î1%21)=F(„), 


OU 

(4)  N(j:,  r)==^F(a)+x"E, 

£  désignant  une  quantité  qui  s'annule  avec  -•  D'après 
cela,  en  représentant  par 
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les  m  valeurs.de  a,  on  aura 

N(^,  ^,)  =  .r«F(a,)-f-x«E., 


N  {x,jr^)  —  X»  F(a„)  -h  x^ E^, 

Ej,  Ej,...,  E„  désignant  des  quantités  qui  s'évanouissent 
avec  -•  Si  l'on  multiplie  ces  équations  et  que  l'on  ait 
égard  à  Téquation  (3),  il  viendra 

(5)  V  =  x'"«F(a,)F(a2)..  .F(a^)  +  :c«''B, 

H  désignant  une  quantité  qui  s'annule  avec-» 
Le  premier  terme  de  V  est  donc 

on  pourra  l'exprimer  en  fonction  rationnelle  des  coeffi- 

•  cients  de  F  et/,  puisque  F  (a,) F  (««)... F (a„)  est  une 

fonction  symétrique  et  entière  des  racines  de  l'équation 

/(a)  =  o. 

> 

Il  suit  de  là  que  l'équation  finale  qui  résulte  de  l'élimi- 
nation dey  entre  les  équations  (i)  et  (2)  est  d'un  degré 
égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations. 

Remarque.  —  Si  les  coeflScients  des  équations  (i)  ont 
des  valeurs  déterminées,  et  que  ces  équations  contiennent 
la  plus  haute  puissance  de  y  y  l'équation  finale  résultant 
de  l'élimination  dey  sera  toujours  V  =  o,  et  l'on  voit  que 
le  degré  de  cette  équation  finale  sera  encore  égal  au  pro- 
duit des  degrés  des  équations  proposées,  a  moins  que  les 
équations 

/(a)  =  0,      F(a)=o 


a' 

t' 

a 

-h 

X 

+ 

—  > 

X 
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niaient  une  ou  plusieurs  racines  communes,  auquel  cas 
ce  degré  s'abaissera  nécessairement. 

270.  Pour  avoir  les  deux  premiers  termes  de  Téquation 
finale  V  =  o,  il  faut  connaître  les  deux  premiers  termes 
du  développement  de  N  (x,  j^)  en  série.  Pour  cela,  dans 
Téquation 

nous  poserons 

u  z 

c'  désignant  toujours  une  quantité  qui  s'évanouit  avec  -9 
a  une  racine  de 

et  a'  une  quantité  que  nous  avons  calculée,  et  qui  est 
déterminée  par  Téquation 

on  aura  alors 

N(x,  j)  =  x«F(a)  H-x'-*[a'F'(a)  +  F,(a)]-4-««-E, 

E  désignant  une  quantité  qui  s'annule  avec  -•  Cette  for- 

mule  donne  le  développement  de  N  (x^j),  borné  aux  deux 
premiers  termes  ;  en  y  remplaçant  a  par  chacune  de  ses  m 
valeurs,  on  aura     . 

N(ar,  j.)  z=r  a:«F(a.)  +  .r*-»  [a,  F'(a,) -h  F.  (a.)]  +  ^'^•E., 
N  (x,  jr,)  ^  x»F(aa)  +  .r-»  [a',  F' (a,)  -h  F.  (a,)]  -f-  a:"-  E„ 

> 

N  (x,  Xm)  =  *"F(aJ  -f-  x»-»  [a;„F'(a;„)  -h  F,  (aj]  -h  a:«-E«. 

« 

Dans  ces  équations,  Ei,  E2,  etc.,  sont  des  quantités  qui 
s'évanouissent  avec -)  et  a'^,  «j,  etCi,  sont  les  valeurs 
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de  CL*  qui  correspondent  aux  valeurs  a^  «s,  etc.,  de  a. 
Multipliant  toutes  ces  équations  et  désignant  simplement 
par  a:""""*  H  l'ensemble  des  termes  dont  le  quotient  par 

jpmn-i  s'annule  avec  -»  on  aura 


X 


V  =  «"«F(a,)F(aO...F(a„) 

Dans  cette  dernière  formule,  la  quantité  H,  qui  est  infini- 
ment petite  avec  -^  contient  un  nombre  limité  de  termes, 

et  l'on  voit  que  le  deuxième  terme  de  V  aura  pour  coeffi- 
cient 

F(,.)FK)...FM2:''"'^;\:)"-^'^ 

le  signe  ^  s'étendànt  à  toutes  les  racines  a  de  l'ëquation 

D'après  cela,  si  l'on  désigne  par  y,g  la  somme  des  racines 
'de  l'équation  finale  en  x,  on  aura 

^  V,«^r(a)  +  F.(a) 

2é'''=-Z^ Fî^ô ' 

OU,  en  mettant  au  lieu  de  a'  sa  valeur  —    '  ,  .> 

/  («) 

2^._V./:(«)F'(«)        y.  F.  (g) 
""Z</'(a)F(a)        «^  F(a)' 

On  pourrait  calculer  ainsi  autant  de  termes  que  Ton 
voudrait  de  l'équation  finale  V  =  o;  par  suite,  cette 
•équation  tout  entière  :  seulement  les  calculs  deviennent 
de  plus  en  plus  compliqués,  et  nous  devons  nous  borner 
à  ce  qui  précède. 
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271.  Au  lieu  de  porter  dans  Téqualion  N  =  o  les  va- 
leurs àejr  tirées  de  M  =  o,  afin  d'avoir  Téquation  finale 
V  =  o,  on  aurait  pu  faire  l'inverse,  porter  dans  l'équa- 
tion M  =  o  les  valeurs  dey  tirées  de  N  =  o  5  mais  alors 

on  aurait  eu  une  autre  expression  de  la  somme  ^^^  des 

racines  de  Téqualion  finale,  que  Ton  peut  écrire  sans 
faire  de  nouveaux  calculs.  H  est  évident,  en  effet,  que 
Ton  aura 

2^  y  F.(6)/^(6)  _  y/.  (6) 
•^     ^F(6)/(6)        ^/(^)\ 

les  sommes  du  second  membre  s'élendant  à  toutes  les  ra- 
cines 6  de  lequation 

F(6)=:0. 

En  égalant  entre  elles  ces  deux  valeurs  de  ^^x^  on  obtient 

les  sommes  du  premier  membre  étant  relatives  aux  ra- 
cines a  de  y  (a)  =  o,  celles  du  second  aux  racines  6  de 
F  (6)  =  o.  Dans  cette  formule,  qui  exprime  un  théorème 
d'analyse,/* et  F  désignent  des  polynômes  quelconques, 
qui  n'ont  pas  de  racines  égales,  ni  de  racines  communes; 
fx  et  Fi  désignent  aussi  des  polynômes  quelconques,  mais 
de  degrés  respectivement  moindres  que/^etF. 

Supposons  que  le  polynôme  F  soit  égal  à  yi,  et  que  Fj 
soit  identiquement  nul*,  l'équation  précédente  se  ré- 
duit à 


on  même  à 


1 
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puisque  chaque  terme  du  second  membre  est  nul,  le 
signe  ^  étant  relatif  aux  racines  de  F(S)=  o.  Dans 

Téquation   précédente,  le  signe  \^  s'étend  aux  racines 

a  de  f[a)  =  o,  et  F'  désigne  la  dérivée  d'un  polynôme 
quelconque  F  de  degré  inférieur  à  y*;  par  conséquent, 
F' est  un  polynôme  quelconque  de  degré  inférieur  k  f\ 
La  formule  précédente  résulte  aussi,  comme  nous  Tavons 
vu,  de  celle  qui  donne  la  décomposition  des  fractions 
rationnelles  en  fractions  simples. 

Dé\^eloppementy  en  séries  ordonnées  suivant  les  pius^ 
sances   décroissantes   de  la    "variable,   de  plusieurs 
fonctions  algébriques  définies  par  autant  d^ équa- 
tion s. 

272.  L'analyse  que  nous  venons  de  développer  peut 
être  aisément  généralisée,  et  étendue  au  cas  d'un  nombre 
quelconque  d'équations. 

Soient 

(i)  M(a:,  jr,  z)  =  o,      N(.r,  ^r,  3)  =  o 

deux  équations  générales  des  degrés  m  et  n  respectivement 
entre  les  trois  variables  x^  y^  z  ]  la  première  x  étant  con- 
sidérée comme  indépendante,  les  deux  autres  y  et  z  en 
seront  des  fonctions.  En  réunissant  les  termes  de  même 
degré,  les  équations  (i)  pourront  s'écrire  de  la  manière 
suivante  : 


x^ 


^"F   (^,  -\  -4-  ^«-'  F.  f^,  -  W .  . .  =  o. 
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V  z 

ou,  en  posant  -=  u,  -■=  ^j 

y  et  F  sont  des  polynômes  des  degrés  m  et  w  respective- 
ment, entre  les  variables  u  ex.  {^\  f^  et  F^  sont  respeclî- 
vement  des  degrés  m  —  i  et  »  —  i ,  et  ainsi  des  autres. 

En  vertu  des  résultats  précédemment  obtenus,  le 
nombre  des  solutions  communes  (u,  v")  aux  équations  (3) 
est  nin^  ainsi  que  le  nombre  des  solutions  communes 
(a,  S)  aux  équations 

(4)  /(a,6)=ro,     F(a,6)  =  o; 

et  les  mn  systèmes  de  solutions  communes  des  équa- 
tions (3)  se  réduiront,  pour  x  =  oo  ,  aux  mn  systèmes  de 
solutions  communes  des  équations  (4)*  On  pourra  donc 
poser  généralement 

(5)  ai=za-f-e,       (/ zrr  g -+- >î , 

e  et  rj  désignant  des  quantités  qui  s'annulent  avec  -•  Ces 

quantités  sont  d'ailleurs  les  restes  des  séries  dans  les- 
quelles M  et  V  se  développent  quand  on  borne  ces  séries  à 
leur  premier  terme.  Pour  calculer  les  limites  des  pro- 
duits 6 or,  y?j:,  nous  suivrons  la  même  marche  qu'au 
n^  268.  En  portant  dans  les  équations  (3)  les  valeurs  de  u 
et  1^5  tirées  de  (5),  et  ayant  égard  aux  équations  (4),  on  a 

J^M-£h-7î  ^ -+-'.•]   H-^'-'f/Ca,  ê)-h...]-t-  ...  =0, 

^'  (  «3- -^-^  3g- -+-•••)  -4-^""'[Fi(a,  6)-t-.  ..]-t-  .  .  .  =0. 
En  divisant  ces  équations  respectivement  par  x^"*  et 
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x""*,  faisant  ensuite  a;  =  oo  ,  et  posant 

on  obtient 

(6)  < 

'    ,^F       „  rfF      ^ 

d'où  l'on  tire  les  valeurs  suivantes  de  a'  et  S'  : 

y^f      fdV 


dot,  d^         d^  da 


/i  -j ri  — 

6 


d/dF  _  rf/r/F 
^  dd  d^        d^  da 

Eu  désignant  par  e'  et  n'  de  nouvelles  quantités  infiniment 

I 
petites  avec  -?  on  pourra  poser 

ejTzz:  a' -f- e',      >îx  =  6' -+- *î', 

et,  par  suite, 

as                           o         >î 
a:=aH H »      pizzSH 1 ; 

on  aura  ainsi  les  deux  premiers  termes  des  séries  dans 
lesquelles  u  et  i^,  ou  j*  et  z,  peuvent  se  développer,  et  Ton 
voit  aisément  qu'on  pourra,  de  la  même  manière,  obte- 
nir les  termes  suivants. 

Cette  méthode  s'applique,  quel  que  soit  /i,  au  cas  de 
^ —  I  équations  entre  (Ji  variables,  pourvu  qu'on  écarte, 
comme  nous  Tavons  fait  jusqu'ici,  en  raisonnant  sur  des 
équations  générales,  quelques  cas  particuliers  qui  peuvent 
se  présenter. 
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» 

Formation  de  P équation  finale  gui  résulte  de  V élimi- 
nation de  deux  y  trois  y  etc.^  inconnues  entre  trois  ^ 
quatre,  etc.,  équations.  Noui^elle  démonstration  du 
théorème  de  Bezout.  Somme  des  racines  de  V équation 
finale. 

273.  On  peut,  par  l'analyse  précédente,  former  autant 
de  termes  que  Ton  veut,  de  l'équation  finale  qui  résulte 
de  Télimination  de  deux,  trois,  etc.,  inconnues,  entre 
trois,  quatre,  etc.,  équations. 

Soient,  par  exemple,  les  trois  équations  générales 

(i)       M(x,jr,  z)  =  o,     N(jr,jr,  «):==:  o,     P(j:,  j,  «)=o, 

des  degrés  m,  n,  p  respectivement,  entre  trois  inconnues 
'^'i  y^  ^\  ^^  réunissant  les  termes  de  même  degré,  ces 
équations  seront  : 

\x     xj  \X      Xj 

\x     xj  \X      X  j 

i 

y,  F  et  cj>  sont  des  polynômes  des  degrés  m,  /7,  p  respec- 
tivement, par  rapport  aux  deux  variables  qu'ils  renfer- 
ment; yi,  Fi,  Çi  sont  respectivement  des  degrés  m  —  i, 
n  —  I ,  p  —  I ,  et  ainsi  de  suite. 
Désignons  par 

les  mn  systèmes  de  solutions  communes  aux  deux  pre- 
mières des  équations  (i)^  et  posons 
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réquation  finale  résultant  de  rélimînatîon  dej'  et  z  entre 
les  équations  (i)  sera 

V  =  o, 

et  c'est  cette  équation  qu'il  s'agît  de  calculer.  On  y  par- 
viendra en  développant  en  série  chacun  des  facteurs 
P{j:,^5  z)  de  V,  et  il  suffira  de  connaître  autant  de  termes 
du  développement  de  P  qu'on  en  veut  avoir  dans  V.  Nous 
nous  bornerons  ici,  comme  nous  l'avons  fait  dans  le  cas 
de  deux  équations,  à  calculer  les  deux  premiers  termes 
de  V,  ce  qui  suffit  pour  connaître  le  degré  et  la  somme 
des  racines  de  l'équation  finale. 

On  a,  en  faisant,  comme  précédemment,  -  =  ii,  -  =  p», 

XX 

et,  si  Ton  pose 

«  =  a  -h  8,      (>  zzr  6  +  rj, 

il  vient 

P  (-^Sr»  z)=xP^[aLy  6)  -f-  xf'E, 

E  s'annulant  avec  -9  ainsi  que  e  et  y;.  En  mettant  dans 

l'équation  précédente,  à  la  place  de  x  et  j^,  leurs  mn  va- 
leurs, il  vient 

'9[x,y,,Zy):=xPff[ai,,^,)-^xPZ,, 


Et,  El,...,  E,„„  étant  des  quantités  înfinimenl  petites  avec 
-•  Enfin,  en  multipliant  toutes  ces  équations,  on  a  la  va- 

X 

leur  suivante  de  V, 


6a a  Goniis  d'algèbre  supérieure. 

où  H  désigne  une  quantité  qui  s'annule  avec  -•  Le  pre- 
mîer  terme  de  V  est  donc 

af^P9[aLy^  6,).  .  .«p{a„„,  6„„). 

Il  suit  de  là  que  le  degré  de  Téquation  finale  qui  résulte 
de  TélimiiiatioD  de  ^  et  z  entre  les  trois  équations  (i) 
est  égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations,  ce  qui 
fournit  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  de 
Bezout. 

Si  l'on  veut  obtenir  les  deux  premiers  termes  de  l'équa- 
tion finale  V  =  o,  il  est  nécessaire  de  calculer  les  deux 
premiers  termes  du  développement  àeV[x^y^z)  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x.  Pour 
cela,  dans  Téquation 

P(x,  j,  z)  =  x^y  (w,  v)  -f- x/'"'' <pi (  tt,  p)  H-  .  .  . 


nous  poserons 


a'        e' 


X  X 

X  X 


t'  et  fi'  désignant  toujours  des  quantités  qui  s'évanouissent 
avec  ->  a'  et  6'  des  quantités  déterminées  par  les  équa* 


X 

tions 

/  df      ,,  df      ^ 

«.^  +  e.'i|  +  F.  =  o.     • 

dot.  a  6 

La  valeur  de  P  (j:,  /,  z)  pourra  alors  s'écrire  de  la  ma- 
nière suivante  : 
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en  désignant  par  E  une  quantité  qui  s'annule  avec  -;  on 
aura  donc 

• > 

P  {^j  Xmny  ^mn)  ^=  J:P(f  (a«„,  ^^n) 

-^  ''"  [<■'  &.  -^  '-  è  ^  "  '''■'■"  '-")]  -^  """'  ^- 

Dans  ces  équations  nous  avons  mis,  pour  abréger,  -7^9  etc., 

UOLi 

a  la  place  de  —^ ?  etc.;  a,,  a^,  etc.,  désignent  les 

valeurs  de  a'  qui  correspondent  aux  valeurs  «1,  «j,  etc., 
de  a;  enfin,  Ei,  E|,  elc,  sont  des  quantités  inGniment 

petites  avec--  En  mulii pliant  toutes  ces  équations,  on 

aura  la  valeur  suivante  de  V  :      , 

-h  x^»/»-'  7  (a„  6.).  .  .^  (a«„,  6«„)  ^ ZT^) 

+  aj"»/»-»  H, 

où  H  désigne  une  quantité  qui  s'annule  avec  -^  et  où  le 

signe  ^  s'étend  k  toutes  les  solutions  communes  (a,  S) 
des  deux  équations 

/(a,6)  =  o,      F{a,6)=:0. 

Le  second  terme  de  V  est  donc 


af«"P-^  (p  (a„  6,)  .  .  ,ff  (ctmni  ^mn)  ^  
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et  si  l'on  désigne  par  V  x  la  somme  des  racines  de  l'équa- 
lion  finale  V  =  o,  on  aura 


2-=-2 


En  remplaçant,  dans  celte  formule,   a'  et  6'  par  leurs 
valeurs  écrites  plus  haut,  et  en  faisant,  pour  abréger, 


d  ep  d^       df  d  «p 
ilv.  dt        doL  d^ 


B(«,6)z=:-^-i-^-^., 


^,     ^v        dfdF       dY  df 
^   '    ^        doL  r/6         doLd^^ 

on  aura  cette  expression 

^'^~'      iLç(a,  S;        -ii  (p(a,  6)C(a,  6)  ' 

OÙ  les  sommes  du  second  membre  sont  relatives  à  tous  les 
systèmes  de  solutions  communes  aux  deux  équations 

/(a,6)  =  o,     F(a,6)zrro. 

Le  calcul  des  deux  premiers  termes  de  Téquaiion 
finale,  qui  résulterait  de  l'élimination  de  (Ji  —  i  incon- 
nues entre  u  équations,  n^odnra  pas  plus  de  difficulté, 
quel  que  soit  /x,  que  dans  les  deux  cas  particuliers  qui 
ont  été  développés  \  la  marche  à  suivre  est  toujours  la 
même,  et  Ton  peut  considérer  comme  générale  la  nou- 
velle  démonstration  que  nous  avons  dounée  du  théorème 
de  Bezoul  pour  les  cas  dé  deux  et  de  trois  équations. 

Démonstration  d* une  formule  de  Jacobi. 

274.  Pour  obtenir  Téquation  finale  V  =  o,  nous  avons 
porté,  dans  la  troisième  des  équations  données,  les  valeurs 
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de  j^  et  de  z,  tirées  des  deux  premières  ;  mais  on  aurait  pu 
opérer  de  deux  autres  manières  différentes  :  par  exemple, 
en  portant  dans  la  première  équation  les  valeurs  de  ^ 
et  de  z^  tirées  des  deu^  dernières,  on  aurait  obtenu 

une  expression  différente  de  ^  x,  qui  peut  évidemment 

être  tirée  de  celle  déjà  trouvée,  en  changeant  Tune  en 
l'autre  /  et  cp,  fi  et  Çi ,  etc.  On  a  donc 

2    _      W.(y^^)      y^F.(7,^)B(7,^)-hy.(7.^)C(7,^) ^ 
-      -i-/(7,^)      ^  /^(7,^)A(7,^) 

mais  ici  les  sommes  qui  figurent  dans  le  second  membre 
sont  relatives  aux  solutions  communes  des  équations 

F(7,^)=z0,     <f(y,ê)  =  o. 

Egalons  les  deux  valeurs  trouvées  pour^^  ^t  et  suppo- 
sons que  les  polynômes  Fi  et  fi  soient  identiquement 
nuls^  on  aura 

2yi(«>  €)  ^.'^  yi(7>^)C(7»^) 

en  se  rappelant  que  le  signe  \^  s'étend,  dans  le  premier 

membre,  aux  solutions  communes  de/(a,  S)=o, 
F(a,  S)  =  o,  et,  dans  le  second  membre,  aux  solutions 
communes  de  F(7,  ô)  =  o,  y  (y.  S)  =  o.  On  peut,  dans 
cette  formule,  considérer  les  polynômes  y,  F  et  cp  comme 
absolument  arbitraires;  et,  quant  au  polynôme  ^j,  il 
n'est  assujetti,  par  notre  analyse,  qu'à  la  seule  condition 
d'être  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  ç.  Supposons 

<p(a,  S)=:C(a,  6); 

la  somme  du  second  membre  de  l'équation  précédente 
I.  4o 
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«era  tlora  reltUve  aux  solutions  commîmes  des  deux 

équations 

F(7,^)  =  o,    C(7,5)=o, 

et,  par  conséquent,  chacun  de  ses  termes  sera  identique- 
ment nul.  On  aura  donc 


2 


y»(«i^)  ^Q 


C(«,êj 

ou 

doc  d^        dex,  d^ 

le  signej '''^tendant  ««  «lutions  communes  des  deux 

équations 

/(a,6)  =  o,      F(a,6)=o. 

Cette  formule  ramarquable,  où  fi  désigne  un  polynôme 

quelconque  de  degré  inférieur  à  celui  de  -7-  --5^ — -» 

^  ^  dcLd^       tifLd^ 

est  l'extension  de  celle  que  nous  avons  démontrée  au 

n^217  et  que  nous  avons  rencontrée  de  nouveau  au  n°  271 . 

Elle  a  été  démontrée  pour  la  première  fois  par  Jacobi,  et 

M.  Liou ville  y  a  été  conduit  naturellement  comme  nous 

Tenons  de  le  faire  voir^  dans  ses  recherches  sur  rélimi- 

nation* 

AppUcatiofi  da  la  théorie  précédente  à  une  questkm 

de  Géométrie. 

275.  M.  Liouville  a  déduit  des  résultats  qui  précèdent 
la  démonstration  d'un  théorème  curieux  de  Géométrie 
que  nous  allons  présenter  ici  : 

Théorème.  ^—  Si  Von  mène  à  une  courbe  algébrique 
la  série  des  ttmg&^es  parallèles  à  une  direction  dwinécy 
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le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  contact 
sera  indépendant  de  cette  direction* 

Soit 

l'équation  d'une  courbe  algébrique  5  les  coordonnées  réelles 
ou  imaginaires  des  points  de  contact  de  celte  courbe  avec 
les  tangentes  parallèles  à  la  droite  y  :^  ax  seront  les 
solutions  communes  aux  deux  équations 

W  M  =  o,      —^a  —  =  o. 

Si  l'on  pose  -  =  m,  et  qu'on  représente  la  courbe  par 

l'équation  cj»  (x,  u)  =  o,  les  coordonnées  x  etu  seront  les 
solutions  communes  aux  deux  équations 

Soit  donc,  conformément  aux  notations  du  n^  268^ 

/j  fi  ï  etc. ,  désignant  de»  polynômes  des  degrés  m , 
ni  —  I ,  etc.  5  on  aura 

' -lz=znix"*-'f(u)  -h  {m  — 1)0^-^/^(11)  -H..., 
au 

et,  par  suite^ 

dx  X       du  ^    ^ 

en  faisant,  pour  abréger, 

(2)  \Y,{u)  =  {m^i)Mu)  +  {a^u)f:(u), 

4o. 
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F(u),  Fi  (u),  etc.,  sont  des  polynômes  des  degrés  m  — i, 
m  —  a,  etc.  ;  car  dans  F  (u),  par  exemple,  les  deux  termes 
du  degré  le  plus  élevé,  qui  proviennent  de  rnf[u)  et 
de  (a  —  u)f[u)^  se  détruisent  évidemment-,  et  la  même 
chose  a  Heu  pour  Fi  (ii),  etc. 

L^équation  finale  qui  résulte  de  Télim! nation  de  j-  entre 
les  équations  (i)  est  la  même  que  celle  qui  résulte  de  l'éli- 
mination de  II  entre 

xV(«)-+- J:""'/i(a)  ■+-...=:  o, 
jr*-'r(a)-l-.T— 'F,(a)-4-..  .=  o. 

Si  donc  on  désigne  par  \|a;  la  somme  des  racines  de 
l'équation  finale,  on  aura  (n**  269) 

'--Z F>) ' 

le  signe  ^  s'étendant  dans  le  second  membre  aux  racines 

de  Téquation 

/(«)  =  o, 

et  et'  étant  une  quantité  déterminée  par  l'équation 

«'/'(«)  +/  («)  =  o.        . 

Pour  avoir  l'expression  de  Va: en  fonction  des  quantités 

données/*,  f^^  etc.,  diflérentions  la  première  des  équa- 
tions (a)  ;  on  aura 

(3)  F'  («)  =:  (m  -  1)/'  (I*)  -f-  (û  ^  «)/"(«). 

Les 'équations  (2)  et  (3)  donnent  ensuite 

,'F'(«)  + F,  («)  =  (« -.!)[«'/'(«) +/.(«)] 
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OU,  comme  la  quanliié  ctJ f^  [a)  4-/1  (a)  est  nulle, 

(4)  «'F'(«)  +  F.(a)=:(^-a)[a'/"(a)+/;(«)]. 

On  aura  aussi,  en  faisant  u  =  a  dans  la  première  des 
équations  (a),  et  en  remarquant  quey(a)  est  nulle, 

(5)  F  (a)  =  («-»)/' (a). 

Des  équations  (4)  et  (5)  on  tire 

«'F'(a)+F.(«)  _  «'/"(«)+/.'(«). 
F(a)  -  r(a) 

par  suite,  la  valeur  de^^  ^^^ 

'^-"        Zi  r(a) 

et  on  voit  qu'elle  est  indépendante  de  a,  La  somme  des 
distances  à  Taxe  des^des  points  de  contact  de  notre  courbe 
avec  les  tangentes  parallèles  à  la  direction  donnée  est 
donc  indépendante  de  cette  direction  \  ce  qui  démontre  le  ' 
théorème  énoncé,  car  l'axe  des  y  est  une  droite  quel- 
conque située  dans  le  plan. 

La  démonstration  précédente  semble  en  défaut  lorsque 
l'équation y*( a)  =  o  a  des  racines  égales;  pour  montrer 
que  les  conclusions  sont  cependant  exactes  dans  ce  cas, 
on  peut  employer  un  raisonnement  dont  nous  avons  déjà 
fait  usage.  Il  suffira  de  changer  infiniment  peu  les  coef- 
ficients de  f^  de  manière  quey(«)  =  o  n'ait  plus  de 
racines  égales,  et  de  supposer  ensuite  ces  changements 
nuls  :  on  aura  une  courbe  infiniment  peu  différente  de  la 
proposée,  et  pour  laquelle  le  théorème  aura  lieu  ;  d'où 
Ton  peut  conclure  qu'il  a  lieu,  à  la  limite,  pour  la  courbe 
proposée  elle-même. 

276.  Le  théorème  précédent  conduit  à  quelques  consé- 
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quences  intéressantes.   Désignons  toujours  par  ^^x  la 

somme  des  abscisses  des  points  de  contact  d'une  courbe 
algébrique  avec  les  tangentes  qui  font  l'angle  eo  avec  la 
direction  des  x  positives,  et  faisons  varier  oi)  de  sa  difl^- 

rentielle  d(à  ;  comrae  "V  a:  ne  dépend  pas  de  cet  augle, 
on  aura 

Mais,  en  désignant  par  ds  Tare  infiniment  petit  qui  a 
pour  projection  dx,  on  a  ^  =  ds  co^tù  \  par  suite, 

Viifcos«  =  o,     ou    y^^7~  =  o, 

puisque  cosci>  et  d(ù  sont  constants»  -7-  est  la  valeur  du 
rayon  de  courbure  p  ;  on  aura  donc 

les  rayons  p  étant  pris  avec  un  signe  convenable  ^  on  aura 
aussi 

p'  désignant  le  rayon  de  courbure  de  la  développée,  et 
ainsi  de  suite. 

En  outre,  si  ^  et  v  représentent  les  coordonnées  du 
centre  de  courbure  correspondant  au  point  (x,^),  on  a 

donc^  en  ayant  égard  aux  formules  précédentes,  on  a 
encore 

2*  =  25i   2r-2«î 
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•'  '  * 

/ 

c*est-à-dire  que  le  centre  des  moyennes  distances  des 
points  de  contact  d'une  courbe  algébrique  avec  la  série 
des  tangentes  parallèles  à  une  m^me  direction  est  le  même 
que  le  centre  des  moyennes  distances  des  centres  de  cour- 
bure correspondants. 

277.  M.  Liouville  a  également  donné  dans  son  Mémoire 
la  démonstration  du  théorème  suivant,  qui  est  analogue 
au  précédent. 

Théorème.  —  Si  Von  mène  à  une  surface  algébrique 
la  série  des  plans  tangents  parallèles  à  deux  directions 
fixes^  le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de 
contact  sera  indépendant  des  deux  directions  données* 

Si 

est  l'équation  d'une  surface  algébrique,  les  coordonnées 
des  points  de  contact  de  cette  surface  avec  les  plans  tan- 
gents parallèles  au  plan  qui  a  pour  équation 

z  =  ax  -\-  bxy 

seront  données  par  les  trois  équations 

rfM         c/M  rfM       .  rfM 

M  =  o,     -; ha-T-  =  o,     -- — ho-7-=o. 

ax  az  ajr  dz 

Il  suffit,  pour  établir  le  théorème  qui  vient  d'être  énoncé, 
de  calculer  la  somme  des  racines  de  l'équation  finale  qui 
résulte  de  l'élimination  de  deux  inconnues  entre  les  trois 
équations  précédentes.  En  suivant  la  marche  que  nous 
avons  tracée,  on  trouvera  que  cette  somme  est  indépen- 
dante de  a  et  de  b»  Ce  calcul  ne  présentant  aucune  dif- 
ficulté, nous  noUs  dispenserons  de  le  présenter  ici,  et 
nous  renverrons,  pour  plus  de  détails,  au  Mémoire  de 
M.  Liouville.  On  y  trouvera,  du  reste,  un  grand  nombre 
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de   consëquences  intéressantes  que  nous  ne. poumons 
développer  sans  sortir  des  limites  que  nous  nous  sommes' 
imposées. 

Sur  r élimination  d^une  inconnue  entre  deux  équations 
dont  les  coefficients  ont  des  valeurs  particulières  quel- 
conques. 

278.  Nous  avons  fait  connaître,  dans  le  Chapitre  P' 
la  méthode  fondée  sur  la  théorie  des  fonctions  symétri- 
ques, pour  former  l'équation  finale  qui  résulte  de  Télimi- 
nation  d'une  inconnue  entre  deux  équations  \  nous  avons 
démontré  ensuite  que  le  degré  de  Téqualion  finale  relative 
à  deux  équations  générales  des  degrés  m  et  n  respective- 
ment est  précisément  égal  à  mn^  et  que,  dans  aucun  cas, 
ce  degré  ne  peut  surpasser  le  produit  des  degrés  des  équa- 
tions proposées.  Nous  sommes  revenu  sur  cette  question 
dans  le  présent  Chapitre^  mais,  à  l'égard  des  équations 
particulières,  nous  nous  sommes  borné  encore,  comme 
nous  l'avions  fait  précédemment,  à  assigner  la  limite  que 
ne  peut  dépasser  le  degré  de  Téquation  finale.  Nous  allons 
indiquer  ici,  d'après  M.  Minding,  un  moyen  simple  de 
déterminer  avec  précision  le  degré  de  Péquation  ^finale 
relative  à  deux  équations  quelconques  données  (*). 

Cas  particuliers  du  déi^eloppement  d^une  fonction  algé- 
brique implicite  en  série  ordonnée  sids^ant  les  puis- 
sances décroissantes  de  sa  variable, 

279.  Soit 

(i)  M{x,jr)  =  o 

une  équation  entre  les  deux  variables  x  et  y.  Les  racines 


(*)  Une  traduction  du  Mémoire  de  M.  Minding  a  été  publiée  dans  le 
tome  VI  du  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées. 


; 
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j  sont  des  fonctions  de  Xy  et  si  Téquation  est  complète, 
chaque  racine,  ainsi  qu'on  l'a  vu  au  n°  268,  peut  être 
.   développée  dans  une  série  de  la  forme 


OL  CL 


y  z=:  ûLX  -{-  (x!  A 1 -+.     ., 


X  x^ 


en  sorte  que,  dans  le  cas  général,  les  racines  y  d'une 
équation  à  deux  variables  xeX  y  sont  du  premier  degré 
par  rapport  kx  (^).  Mais  il  n'en  est  pas  toujours  ainsi, 
lorsque  l'équation  que  l'on  considéré  manque  de  quel- 
ques termes.  Nous  allons  indiquer  un  procédé  pour  trou- 
ver généralement  les  degrés  des  racines  y  de  l'équation  (  i) , 
et  pour  former  les  développements  de  ces  racines  en  sé~ 
ries  ordonnées  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x. 
En  ordonnant  Téquation  (i)  par  rapport  aux  puissances 
décroissante^  de  y^  nous  l'écrirons  de  la  manière  sui- 
vante : 

(2)     Ar"  +  A.j"'  +. .  .4-  A*/*  -4-. . .+  A,y"'  -*-  A,+:  =r  o, 

; 

et  nous  désignerons  par 
les  degrés  des  coefficients 

A«   Aiy   Aj,**.,    Ax  j  «  •  .  ,    A|,   A|'_|_|  ) 

y 

qui  sont  des  fonctions  entières  de  x. 

Cela  posé,  désignons  par  /*  un  exposant  indéterminé, 
par  u  une  nouvelle  variable,  et  faisons 


C*)  On  dit  qu'une  fonction  j*  de  a:  est  du  degré  /',  lorsque  le  quotient 


—p.  n'est  ni  nul  ni  Infini  pour  x  =  <x> , 
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l'équation  (a)  deyient 

ou,  en  divisant  par  A  a:*'', 


T 


(4)   tt    -4- T «     -H. ..H ;-«*-+-... H =  o; 


dans  cette  équation,  les  degrés  relatifs  à  x  des  coefficients 
des  ternies  qui. suivent  le  premier  sont  respectivement 

^  '\m  —  mk        J  \       m  / 

Désignons  par  px  le  plus  grand  des  nombres 

pi  —  P  fA| f*  f*i"  —  f*  P/4-»   —  f* 

,...,         9***9         5         î 

/w  —  m,  /»  —  mk  rn  —  /w,-  m 

et  supposons  que  i- — î—  soit  le  dernier  de  ceux  qui  sont 

égaux  à  /9i,  Si  Ton  fait  r=  jOi,  quelques-uns  des  nom- 
bres (5)  seront  nuls,  mais  tous  les  autres,  et  en  particu- 
lier ceux  qui  suivent  le  A'*"»«,  seront  négatifs  \  en  sorte 
que,  pour  a:  =  oo  ,  l'équation  (4)  prendra  la  forme 

w"*  -i-  ...-♦-  B*  a"*  =  o ,     ou     u"kf(^u^  z=z  o , 

les  coefficients  B  ayant  des  valeurs  finies  et  le  dernier 
d'entre  eux  Bt  étant  différent  de  zéro.  Cette  équation  (6) 
a  nti  racines  nulles,  et  m  —  nii  racines  finies  et  différentes 
de  zéro.  U  s'ensuit  que,  parmi  les  racines  j  de  Téqua- 
tion  (2),  il  y  en  a  m^  dont  les  degrés  sont  inférieurs  à  pi, 
et  m  —  m^  dont  les  degrés  sont  égaux  à  p^.  En  outre,  les 
premiers  termes  des  séries  qui  représentent  ces  dernières 

racines  sont  égaux  aux  diverses  valeurs  de  a  x    quand  on 
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prend  successivement  pour  a  chacune  des  racines  de 

Téquation 

/{«)==o. 

Cherchons  maintenant  les  premiers  termes  des  séries 
qui  représentent  les  rrii  racines  y  de  degré  inférieur  à  jOj. 

En  divisant  l'équation  (3)  par  A;t^'"*^  eUe  devient 
(7)        \ 

A*  A* 

les  coefficients  des  termes  qui  précèdent  u"^  ont  pour 
degrés 

(8)  {  ^         .        ^_        j  y 

et  ceux  des  termes  qui  suivent  u"*  ont  pour  degrés 

/  Xm  —  m+i        1 

\  ^  '\/w*— OTK        y  \      mk  J 

Désignons  par  ps  le  plus  grand  des  nombres 

j — . .«  •  •  •  9  '   1  •  •  •  5  1 

et  supposons  que  ^ ^  soit  le  dernier  de  ceux  qui  sont 

^*  ^      mk — m)f  * 

égaux  à  pt*  U  est  aisé  de  voir  que  p%  est  plus  petit  que  pi. 

En  eilet)  on  a,  par  hypothèse, 

/w  —  mk  m  —  my       ' 
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et  l'on  en  déduit 

Ul|/  —  U| 

Si  Ton  fait  r  =  pu  les  nombres  (9)  sont  nuls  ou  négatifs, 
et  en  particulier  tous  ceux  qui  suivent  le  (A' — /é)'««*  sont 
négatifs.  On  voit  aussi  que  tous  les  nombres  (8)  sont  né- 
gatifs; car  si  g  est  <^Aî,  on  a,  par  hypothèse, 


d'où 


^- — ^  =  ou  <  p,     avec    -^ — ^  =  pi , 
m  —  nig  '  /it  —  W|       ^ 


JîtUi^  =  ou  > p.    er    Jit:^_p.>o. 


D*après  cela,  si  Ton  y  fait  r=:pi  et  a:  =  00,  l'équa- 
tion (7)  prendra  la  formé 

(10)      a"*  4-..  .-4- B4/aV  =  o,     ou     !*'"*'/(«)=:  o, 

les  coefficients  B  ayant  des  valeurs  finies  et  le  dernier  B^/ 
étant  différent  de  zéro.  Cette  équation  (10)  a  mir  racines 
nulles  et  m^  —  mir  racines  finies  et  différentes  de  zéro.  Il 
s'ensuit  que,  parmi  les  racines^  de  l'équation  (2),  il  y 
en  a  m^  dont  les  degrés  sont  inférieurs  à  p^^  et  nii  —  nii, 
dont  les  degrés  sont  égaux  k  pf.  En  outre,  les  premiers 
termes  des  séries  qui  représentent  ces  dernières  racines 

sont  égaux  aux  valeurs  de  a  2:  *  quand  on  prend  succes- 
sivement pour  a  chacune  des  racines  de  Téquation 

/.(a)  =  0. 

En  continuant  ainsi  on  déterminera  les  premiers  termes 
des  séries  qui  représentent  les  mit  racines  de  degré  infé- 
rieur à  pi.  Ce  que  nous  avons  dit  suffit  évidemment  pour 
établir  le  théorème  suivant  : 
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Théobème.  —  Étant  donnée  Véquation 


»M  4  «Ti  I        A  "* 


ordonnée  par  rappoH   aux  puissances  décroissantes 
de  y  y  et  dans  laquelle  les  coefficients 

Aj    A|,   Aa,  .  .  •  y    Af4.i 

sont  des  fonctions  entières  de  x  ayant  respectivement 
pour  degrés 

51  p,  désigne  le  plus  grand  des  nombres 

,        >•••»         ^ » 


w  —  /7I,       m  —  /w,  //i 


ef  que ^  5ort  le  dernier  de  ceux  dont  la  valeur 

^       m—mk 

est  pi,  Véquation  proposée  aura  m  —  mj,  racines  de 
degré  pj,  et  si  Jt  e^f  <^  /  H-  i ,  les  mj.  autres  racines  seront 
de  degré  inférieur  à  pi.  Si,  en  second  lieu,  pi  désigne  le 
plus  grand  des  nombres 


w*  —  w*_,_i       mit  —  /w*+2  »    wi 

et  que  — — —  soit  le  dernier  de  ceux  dont  la  valeur 
mh  —  mift 

est  pj,  Véquation  proposée  aura  m^  —  m^r  racines  de 

degré  pj,  et  si  h!  est  <^i4-  i,  les  my  autres  racines  se^ 

ront  de  degré  inféneurà  pj.  Si,  en  troisième  lieu,  pj  dé* 

signe  le  plus  grand  des  nombres 

, 9  •  '  *  >         > 


et  que  — — —  soit  le  dernier  de  ceux  dont  la  valeur 
^       mkf—-  myt 

est  p,,  Véquation  proposée  aura  m  y  —  niyi  racines  de 
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degré  pfy  et  si  V  ejf  <  «  -H  î ,  l^s  mirr  autres  racines  seront 
de  degré  inférieur  à  p^.  Et  ainsi  de  suite, 

Qaand  on  aura  trouvé  les  premiers  termes  des  séries 
qui  r.eprésentent  les  diverses  racines^  de  Péquatîou  pro- 
posée,  on  obtiendra  aisément  et  de  la  même  manière  au- 
tant de  termes  qu'on  voudra  de  ces  séries.  Considérons, 

par  exemple,  nne  raciDc  dont  le  premier  terme  ioit  ax^^ 
on  posera 

o 

si  la  proposée  n'a  quWe  seule  racine  dont  le  premier 

terme  soit  ax^f  la  transformée  en  z  n^aura  qu'une  seule 
racine  de  degré  inférieur  à  p,  et  si  la  proposée  a  plusieurs 

racines  ayant  ax^  pour  premier  terme,  la  transformée 
aura  un  pareil  nombre  de  raciiles  de  degré  inférieur  à  p.  On 
trouvera  les  premiers  ternies  de  ces  racines  de  Féquatiou 
en  X,  comme  on  a  trouvé  les  premiers  termes  des  racines 
de  l'équation  en  ^  ^  on  connaîtra  ainsi  les  deux  premiers 

termes  des  racines  de  l'équation  en  y  qui  ont  a  j/  pour 
premier  terme.  Et,  en  suivant  la  même  marche,  on  cal- 
culera autant  de  termes  que  Ton  voudra  des  racines  de 
l'équation  en  y^ 

Exemple.  —  Proposons*nous  de  trouver  les  degrés  des 
racines  jr  de  l'équation 

nous  désignons,  avec  Bezout,  par  la  notation  {x,  fi)  un 
polynôme  en  x  du  degré  p» 

D'après  le  théorème  que  nous  venons  d'établir,  il  faut 
d'abord  former  les  nombres 


4 

3'         4'  5 


—  2,       — >       — -s»       — ->       — •?» 
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dont  le  maximum  est  -^  le  dernier  nombre  égal  à  ce 

2 

maximum  occupant  le  deuxième  rang,  Téquation  pro- 
posée a  deux  racines  de  degré  ^*  Pour  avoir  les  degrés 
des  autres  racines,  il  faut  former  les  nombres 

—  5,     —  3,     —^1 

5 
dont  le  maximum  est  — ^^  le  seul  nombre  égal  à  ce 

maximum  occupant  le  troisième  rang,  Téquatiou  pro- 

5 
posée  a  trois  racines  du  degré  —  x» 

Formation  de  V  équation  finale  qui  résulte  de  Vélimi^ 
nation  d'une  inconnue  entre  deux  équation^  quel^ 
conques  à  deux  inconnues. —  Détermination  du  degré 
de  l'équation  finale, 

280.  Soient  les  deux  équations 

(  I  )     M  (x,  j)  "  Aj*"  -4-  A,^""  -+-...-+-  Ai^i  4-  Ai^i  =  o , 

que  nous  supposons  ordonnées  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  j^  et  dans  lesquelles  les  coefficients  A, 
Al ,  • .  •  y  6,  6i , . . .  sont  des  fonctions  entières  de  x.  U 
s^agit  de  former  Téquatian  finale  qui  résulte  de  Félimi- 
nation  de  jr. 

Désignons  par  jfi,  j'a» . .  •  »  j^  les  racines  de  Téqua- 
tion  (i)  résolue  par  rapport  à  jr,  par  tii,  nt-,  »  • .  »  n«»  les 
racines  de  Téquaiion  (a),  el  posons 

P=:M(jp,  iT,)M(ar,  n3)...M(x,  >]„) , 
Qrzr  N(x,  j,)N(j:,  jj)..  .N(x,7„). 
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On  a 

N(«,r)=:B{/—>i,)(7— »},)...(/— »i«); 

d'où 

M(x,  »}i)  =  A(>î, —/,)(«,— 7») .  ..(«!— j-«), 

M{x,  n,)=:  A  (>!,—  /,)  (îia—rO- ••("»  —  .?'-•)> 

•••• ••••.•••••••••..•••••    ••«>•■, 

p 
Il  suit  de  là  que  -^  est  égal  au  produit  des  différences 

qu'on  obtient  en  retranchant  chacune  des  racines  jr^^ 
r«  »  •  •  •  »  Jm  de  chacune  des  racines  yji ,  ïîj  , . . . ,  >?„.  On 

trouverait  de  même  que  ^  est  égal  au  produit  des  difie- 

renées  qu'on  obtient  en  retranchant  chaque  racine  ri  de 
chaque  racine  y  y  et  comme  le  nombre  de  ces  différences 
est  rnuy  on  a 

A»       ^        ^    B" 
ou 

(3)  B-P=:(— i)-«A"Q. 

Or,  P  est  une  fonction  entière  et  symétrique  des  ra- 
cines de  l'équation  (2),  et  ses  coefficients  sont  des  fonc- 
tions entières  des  coefScients  de  T équation  (f  )  ;  donc  6*"? 
est  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  des  équations 
proposées,  et  qui  même  est  entière  par  rapport  aux  coeffi- 
cients de  l'équation  (1).  Pour  la  même  raison»  A'^Q  est 
une  fonction  rationnelle  des  coefficients  des  équations 
proposées  et  qui  est  entière  par  rapport  aux  coefficients 
de  l'équation  (2).  Donc,  à  cause  de  l'équation  (3),  B"? 
est  une  fonction  entière  des  coefficients  des  équations  (1) 
et  (2),  et,  par  suite,  elle  est  une  fonction  entière  de  x. 
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Nous  la  désignerons  par  F  (x),  et  nous  allons  montrer 
que 

(4)  ¥(x)  =  o 

« 

est  Téquation  finale  qui  résulte  de  réliminatio'n  dey  entre 
les  équations  proposées.  En  effet,  soit  a  une  valeur  de  x 
répondant  à  la  question,  c'est-à-dire  telle,  que  les  équa- 
tions 

M(fl,  j^)  =  o,  '  N  (a,  j)  =  o 

aient  au  moins  une  racine  commune;  on  a  nécessaire- 
ment, pour  a?  =  a,  P  =  o  et  Q=  o,  et,  par  suite, 
F  (x)  =  o.  Réciproquement,  soit  a  une  racine  de 
F  (x)  =  o  5  à  cause  de 

on  a  nécesisairement  P  =  o  et  Q  =  o  pour  x  =  « ,  et,  par 
suite,  les  équations 

ont  au  moins  une  racine  commune.  Ceci  suppose  toute- 
fois que  A  et  6  ne  soient  pas  nuls  en  même  temps,  pour 
x=  a'^  mais  il  est  évident  que  les  équations  proposées 
admettent  alors  la  solution  commune  x  =  a,  j  =  co  .  Au 
surplus,  on  peut  exclure  ce  cas  particulier  en  changeant 
infiniment  peu  les  coefficients  des  polynômes  A  et  B  sans 
changer  leurs  degrés;  d'où  il  suit  que  l'équation  (4) 
n'aura  jamais  de  racine  étrangère.  Et  cette  considération 
permet  aussi  de  voir  que  si  A  et  B  ont  un  facteur  com- 
mun, le  polynôme  F(x)  sera  divisible  par  ce  facteur. 

Lorsque  les  polynômes  A,  Ai,...,  B,  Bi,...,  sont  cha- 
cun le  plus  général  possible de^on  degré,  les  équations  (i) 
et  (2)  n'ont  pas  de  solutions  multiples  et  ne  peuvent 
acquérir  qu'une  seule  racine  commune  y  pour  chaque 
racine  de  l'équation  finale.  Mais  le  contraire  peut  arri- 
I.  '  4i 
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ver  si  les  coefficients  des  polynômes  A,  Ai,.«.,  B,  Bi,... 
ont  des  valeurs  déterminées.  Dans  ce  cas,  chaque  racine 
deréquatiou  finale  a  le  degré  de  multiplicité  convenable; 
il  suffit,  pour  s^en  convaincre,  de  changer  infiniment 
peu  les  coefficients  des  polynômes  A,  A],...,  B,  Bi,...,  et 
de  supposer  ensuite  ces  changements  nuls. 

Passons  maintenant  à  la  détermination  du  degré  de 
l'équation  finale.  Pour  cela,  on  cherchera  les  degrés  pi, 
Pt9«««î  Pn  des  racines  y}|,  y^tj-*-»  ^n  de  l'équation  (2),  et 
Ton  en  conclura  aisément  les  degrés  Xi,  ^tvM  ^n  ^^^  fonc* 
tions  ]VI  (x,  y)|),  M(a:,  %))•.. ^  M(x,  y]»).  Ces  degrés  X 
peuvent  être  fractionnaires,  mais  ils  ne  sont  jamais  néga- 
tifs, parce  que  le  polynôme  Ai^i  est  au  moins  du  degré 
zéro.  Enfin,  si  l'on  désigile  par  v  le  degré  du  polynôme  B, 
il  est  évident  que  le  degré  de  B"*P  ou  F  (x)  sera 

mv  -f-  ^1  -4-  ^1  + . . .  4-  Xv 

Il  peut  arriver,  dans  quelques  cas  particuliers,  qu'il 
ne  suffise  pas  de  déterminer  les  degrés  pi,  pt>***i  pn  pour 
connaître  X^,  ^t,...,  X„,  et  qu^il  soit  nécessaire  de  calculer 
entièrement  un  ou  plusieurs  termes  des  séries  qui  repré- 
sentent les  racines  rjij  rij,...,  .y)„.  Mais  il  est  évident  que 
ces  cas  particuliers  ne  peuvent  se  présenter  que  si  la  série 
dans  laquelle  se  développe  Tune  des  racines tîi,  rJtvj  ^n 
coïncide,  dans  quelques-uns  de  ses  premiers,  termes, 
avec  la  série  dans  laquelle  se  développe  Tune  des  racines 

Soient,  pour  exemple,  les  deux  équations 

(JT,    2)  j'  -h  (JT,   2)  7»  -h  (X,   4)7»  -h  {x,    5]jr  -H  (X,    5)  =:0, 

(x,  8)  J*  -f-  (.r,  6)  j<  -f-  (x,  9)  j»  4-  (x,  4)  7»  -4-  (.r,  3)  J  -f-  (x,  4)  =  o, 

OÙ  (x,  j!a)  désigne,  comme  plus  haut,  un  polynôme  quel- 
conque du  degré  (Jt. 
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Les  degrés  pi,  ps,  ps,  p^,  p^  des  racines  de  la  seconde 
équation  ont  ici  pour  valeurs 

I  .5 

p,  =z=  p,  =  ~,      p3  =  p4  ==  p,  =  —  -; 

on  en  déduit 

A|  —  A]  ——  —  j        A9  — ^  A4  —  A5  — —  0« 

D'ailleurs,  v  =  8  et  /n  =  4;  donc  le  degré  de  l'équation 

finale  est  ici 

4. 8  +  11  +  15=:  58; 

la  limite  assignée  par  le  théorème  de  Bezout  est  6.1 3 
ou  78. 

Lorsqu^on  a  deux  équations  entre  deux  inconnues  x 
et  y^  il  peut  arriver  que  l'équation  finale  résultant  de 
Télimi nation  de  j^ne  soit  pas  du  même  degré  que  Téqua- 
tion  qui  résulte  de  Télimination  de  x.  Efifecti vement , 
Féquation  finale  en  x  donne  seulement  les  valeurs  finies 
de  X  propres  à  satisfaire  aux  deux  équations  proposées, 
et  si  Féquation  finale  eay  est  d'un  degré  plus  élevé  que 
celle  en  a:,  il  y  a  nécessairement  quelques  racines  de  l'é* 
équation  en  j"  qui  correspondent  à  des  valeurs  infinies 
ou  indéterminées  de  x.  D'après  ce  qui  a  été  dit  précé- 
demment, il  sera  facile,  dans  chaque  cas,  de  déterminer 
ces  valeurs^ 
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